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In diesem Versuch wurden differenzierende und integrierende Schaltungen mit Operationsverstér-
kern untersucht. Auflerdem werden Bandpassfilter untersucht, mit denen sich bestimmt Frequenzen
aus einem Signal filtern lassen. Verschiedene Schwingungsformen werden bei diversen Dampfungen
betrachtet. Zuletzt wird eine Fourieranalyse verschiedener Signal durchgefiihrt.
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I. GRUNDLAGEN
A. Oszillatoren

Aus der Mechanik ist der getriebene, geddmpfte har-
monische Oszillator bekannt in der Form [1, S. 357]

mi + bi + Dx = Fj - cos(wt)

Um die Form zu vereinfachen fithrt man sinnvolle Abkur-
zungen ein

b 2
=—, wi=
T=9m 0
Damit lautet die Bewegungsgleichung des harmonischen
Ostzillators
i+ 23 + wixr = K - cos(wt)
Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet
x(t) = Aje " cos(wit + ) + Az cos(wt + )

Nach dem Einschwingvorgang, der mit e~7* abklingt re-
duziert sich die Losung auf

x(t) = Az (w) cos(wt + ¢)

Setzen wir diesen Ansatz in die Gleichung ein, so erhal-

ten wir fiir den Phasenfaktor
¢ 2yw
anp = —————
7 wd — w?
und fir die frequenzabhéngige Amplitude
K

V(g = w?)? + (2yw)?

Fiir die Resonanzfrequenz wy hat die Amplitude Az (wp)
ein Maximum, dessen Hohe von der Dampfung v abhéngt.
Ohne Déampfung (v = 0) wiirde die Amplitude an diesem
Maximum divergieren (Resonanzkatastrophe).

AQ(W) =

B. Elektrische Oszillatoren

Ein Schwingkreis besteht aus einem Widerstand (Damp-
fung), einem Kondensator (Riickstellkraft) und einer Spu-
le (Tréges Moment), die in Reihe geschaltet sind. Die



Differentialgleichung dieses Systems lautet [2, S. 174]
. . 1 .
L-f+R-I+ 5 1=F)
Ein elektrischer Schwingkreis ist im Allgemeinen zur
Riickkopplung fahig, siehe dazu auch Abbildung 1. Damit

eine Oszillation zustande kommen kann muss folgende
Bedingung erfiillt sein

V.k=1

wobei V die Verstiarkung und & die Ddmpfung durch die
Riickkopplung ist.

Riickkopplung k&

>

Verstarkung V
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ABB. 1. Schematisches Schaltbild eines Oszillators.

C. Filterschaltungen
1. Differenzierer und Integrierer

Beschaltet man einen Operationsverstéarker nicht nur
mit ohmschen Widerstdnden, sondern auch mit einem
Kondensator, so kann man je nach Position der Kapa-
zitat differenzierende oder integrierende Eigenschaften
hervorrufen.

Schaltet man den Kondensator vor den invertierenden
Eingang des Operationsverstirkers als Eingangswider-
stand und einen ohmschen Widerstand als Riickkopp-
lungswiderstand, so erhélt man einen Hochpass. Dieser
hat differenzierende Eigenschaften. Fiir die Ubertragungs-
funktion gilt

d
Us=—-RC (dtUE)

zur Illustration vergleiche mit Abbildung 3.

Vertauscht man die Position von ohmschem Wider-
stand und Kondensator, also den ohmschen Widerstand
als Eingangswiderstand und den Kondensator als Riick-
kopplungswiderstand, so erhélt man einen Tiefpass. Dieser
hat integrierende Eigenschaften. Fiir dessen Ubertragungs-
funktion gilt dabei

Us = Ugdt

" RC

zur Illustration vergleiche mit Abbildung 4.

2. Bandpassfilter

Ein Bandpassfilter oder auch selektiver Filter besitzt
fiir verschiedene Eingangsfrequenzen verschiedene Verstér-
kungen. Ein beispielhaftes Schaltbild eines Bandpassfilters
ist in Abbildung 2 dargestellt.
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ABB. 2. Schaltbild eines Bandpassfilters.

Veréndert man den Betrag der komplexen Verstérkung,
so wirkt sich dies auf die Amplitude des Ausgangssignal
aus, wahrend eine Verdnderung der Phase eine Phasen-
verschiebung zur Folge hat.

Die frequenzabhingige Ubertragungsfunktion des Band-
passes lautet

Ur— U jwRCV
AT TE T (3= V)jwRC — w2(RO)2
— U, jwtV

14 (3= V)jwr — w272
mit 7 = RC = w, ! Fiir die reelle Verstirkung gilt dem-

nach

Ua
Ug

wtV
V(I = w2r2)2 + (3 — V)wr)?

Ist w klein, insbesondere w < wy, so gilt die Propor-
tionalitdtsbedingung V o« w, fiir w > wqg gilt hingegen
V o w™!. Die Phasenverschiebung bewegt sich zwischen
/2 fiir w < wy und —7/2 fiir w > wy. Resonanz tritt
auf bei w =wp = 1/7.

(W) = (1)

VSF:‘

3. Kenngrofien elektrischer Oszillatoren

Bei der Resonanzfrequenz erfihrt das Eingangssignal
die maximale Verstirkung

|4
Vinax = Vsr(wo) = 3I_V
dabei entspricht V' = 3 einer verschwindenden Dampfung
und fiithrt zur Resonanzkatastrophe.



Die Bandbreite Aw des Oszillators ist definiert als das
FWHM der Ubertragungsfunktion (1). Eine kurze Rech-
nung offenbart

3=V

T

Aw =

— - (3 V)

Die Grite eines Resonators gibt die Frequenzselektivitat
an oder einfacher gesagt das Frequenzauflosungsvermo-
gen. Resonatoren mit hoher Giite kénnen also einzelne
Frequenzen besser auflésen. Die Giite schreibt sich in
Formeln

w 1
Q = — = —
wWo 3—-V
Das heif3t, je geringer die Bandbreite, desto hoher die
Giite.

D. Fouriertransformation

Ist f(t) € L*(R™), dann gilt fiir die zeitkontinuierliche
Fouriertransformierte

Flfw) (t)e™" dt

o \/ (271')” R

Ist nun auch F[f](w) € L' (R™), so existiert die zeitkon-
tinuierliche Fourierriicktransformierte
_ 1 e
fO)=FHFUN®) = ——=—= | Flflw)e ™" dw
\/ (27‘r)" Rn

Bei Messreihen handelt es sich jedoch meist um zeitdis-
krete Signale, die nicht so transformiert werden kénnen.
Deshalb bedient man sich der diskreten Fouriertransfor-
mation (DFT). Sei dazu fi = f(tx) € C an den diskreten
Zeitpunkten ¢y [4, S. 39].

N-1

DET(fx)n = gn = Z fkeij%wnk
k=0

N—-1
iDET(ga) = f(tn) = Y S/ ¥
n=0

Dieses Verfahren ist von der Ordnung O(N?), was fiir
viele Datenpunkte von Nachteil ist.

Deshalb bedient man sich meist der Fast Fourier Trans-
form (FFT) nach Cooley und Tukey, welche fiir eine An-
zahl von Datenpunkten N = 2M das Verfahren auf die
Ordnung O(N log N) reduzieren kann.

II. VERSUCHSAUFBAU UND
-DURCHFUHRUNG

Alle Versuchsteile werden mit dem Operationsverstéar-
ker OP27G durchgefiihrt.

A. Umkehr-Differenzierer
Die Schaltung wird nach ABB. 3 aufgebaut.

10k$2

1nF

e

ABB. 3. Schaltbild des Umkehr-Differenzierers.

Am Frequenzgenerator wird ein Sinussignal mit U =
100 mVpp, und einer Frequenz von 500 Hz eingestellt. Die
Frequenz wird manuell hochgedreht und am Oszilloskop
wird das Ein- und Ausgangssignal beobachtet. Dann wird
die Auswirkung eines reduzierten Eingangspegels, sowie
eines erhohten Innenwiderstands der Spannungsquelle
untersucht.

Ebenso verfahrt man mit einer Rechtecks- und Drei-
ecksspannung, mit einer Symmetrie von 50%.

B. Umkehr-Integrator

Man erhélt den Umkehr-Integrator, indem man Wider-
stand und Kondensator vertauscht und auflerdem einen
zweiten Widerstand parallel zum Kondensator schaltet.
Das Eingangssignal soll nun eine Spannung von U = 5V,
besitzen. Es werden die selben Einfliisse wie im vorherigen
Versuchsteil untersucht. Auflerdem wird die Funktion des
parallelgeschalteten Widerstands analysiert.

1nF

10k

p -

ABB. 4. Schaltbild des Umkehr-Integrierers.



C. Selektiver Filter

1. Bandbreite eines aktiven Filters

Der selektive Filter ldsst sich mit der Schaltung in
ABB. 5 realisieren. Dabei sind die Widerstdnde auf 100 k2
und Kondensatoren alle auf 1 nF dimensioniert. Mit Hilfe
des Messprogrammes LabVIEW wird die Frequenzab-
héngigkeit der Verstdarkung und der Phasenverschiebung
zwischen Ein- und Ausgang aufgezeichnet. Aus den Da-
ten soll die Resonanzfrequenz, sowie die Ddmpfung und
Halbwertsbreite bestimmt werden.

100 k2
]
L 1
A} :
100 k2 »—o
_1 1nF
1nF 200 k2 -

ABB. 5. Schaltbild des selektiven Filters.

Nun wird der Filter nach ABB. 6 entdampft. Fir Ry
wird eine Widerstandsdekade eingebaut und Ry = 10k(.
Es wird eine kleine Signalamplitude von U = 25mV,,
eingestellt.

A}
100 k2 | Q
_1 1nF
InF 200kQ2

L

ABB. 6. Schaltbild der Entdampfung des selektiven Filters.

Der Widerstand R; wird so weit herunter gedreht, bis
die Schaltung zu schwingen beginnt. Anschliefend wird
der Widerstand etwas hoher gewéhlt, sodass die Schaltung
noch nicht zu schwingen beginnt, und mit LabVIEW der
Amplituden- und Phasengang gemesssen.

2. Untersuchung eines Signals mit dem selektiven Filter

Es soll die spektrale Zusammensetzung eines Sinus-,
Dreieck- und Rechtecksignals bestimmt werden. Dazu
wird der im vorherigen Versuchsteil aufgebaute Frequenz-
filter verwendet, indem die Frequenz des abzutastenden
Signals variiert wird. Man beginnt bei der Grundfre-
quenz und reduziert die Frequenz dann, bis das néchs-
te Maximum der Ausgangsspannung auf dem Oszillo-
skop erscheint. So werden die Frequenzen der ersten drei
Oberschwingungen bestimmt. Abschlielend wird mit Lab-
VIEW der Amplituden- und Phasengang der Rechteck-
spannung aufgenommen.

III. MESSWERTE

A. Untersuchung eines Signals mit dem selektiven
Filter

Die manuell ermittelten Oberschwingungen

IV. FORMELN
Die folgenden Zeichen und Einheiten wurden im Weite-
ren verwendet
o V ohne Einheit: Verstiarkung des selektiven Filters

o V* ohne Einheit: Tatséchliche (frequenzabhéngige)
Verstarkung

« V* ohne Einheit: Das globale Maximum von V*
o Ua g in Volt [V]: Ein- bzw. Ausgangsspannung

e win 1 pro Sekunde [s7!]: Die Kreisfrequenz des
Eingangssignals

e wp in 1 pro Sekunde [s~!]: Resonanzkreisfrequenz
des Filters

o 7 in Sekunden [s]: Inverse Resonanzkreisfrequenz
des Filters

e Aw in 1 pro Sekunde [s~!]: Bandbreite des Filters
e () ohne Einheit: Giite des Filters

o v in Hertz [Hz): Frequenz des Eingangssignals

o 1y in Hertz [Hz|: Resonanzfrequenz des Filters

Ubertragungsfunktion: Die komplexe Ubertragungs-
funktion des Bandpasses lautet

jwtV
1+ (3= V)jwr — w272

Uy =Ug (2)

Daraus ergibt sich die reelle Verstéarkung als

UA wtV

= 3)

Vv =
V(1= w272)2 + ((3 — V)wrT)?




Maximale Verstarkung: Der Realteil der maximalen
Verstérkung ergibt sich zu
~ %
Vi=V= —— 4
TV (4)

Bandbreite: Die Bandbreite des selektives Filters ist
gegeben durch

3-V

T

Aw =

= (3 V)wo (5)

Diese ist auch durch die Halbwertsbreite der Reso-
nanzkurve gegeben.

Giite: Die Giite ist das Maf} fiir die Dadmpfung eines
Resonators
wWo 1

V=TV ©

V. AUSWERTUNG
A. Umkehr-Differenzierer

Bei einer Eingangsamplitude von U = 100mV,, erfiillt
die Schaltung ihre Funktion als Differenzierer bis zu einer
Frequenz von ungefidhr 21 kHz, an dieser Frequenz wird
die Betriebsspannung des OpAmps erreicht, somit geht
auch die differenzierende Eigenschaft in den Bereichen der
Sattigung verloren, zu sehen ist dieser Effekt in ABB. 7
an den Plateaus der Ausgangsspannung. Unter einem
Eingangspegel von 74 mV,, wird die Betriebsspannung
nicht mehr erreicht. Die Ausgangsspannung sinkt dann
jedoch ab einer Frequenz von ungefahr 20 kHz.

Der Innenwiderstand der Quelle fuhrt zu einer Pha-
senverschiebung zwischen Eingangs- und Ausgangssignal,
wodurch die differenzierende Eigenschaft verloren geht.

Die Eigenschaften des Umkehr-Differenzierer konnten
auch mit Rechteck- und Dreiecksspannung bestéatigt wer-
den, siche ABB. 8 und 9.

B. Umkehr-Integrierer

In ABB. 10, 11 und 12 ist das Ausgangssignal des Inte-
grierers fiir verschiedene Eingangssignalformen zu sehen.
Im Gegensatz zum Differenzierer wird der Integrierer bei
niedrigen Frequenzen durch die Betriebsspannung limi-
tiert. Bei einer grofleren Wellenlédnge, steigt die Fliache
unter den Kurven und somit das Ausgangssignal. Bei
groflen Frequenzen wird somit das Ausgangssignal immer
kleiner, sodass es irgendwann im Rauschen untergeht.

Der zum Kondensator parallel geschaltete Widerstand,
dient dazu den Kondensator zu entladen. Wird der Wider-
stand entfernt und der Eingang der Schaltung auf Masse
gelegt, wird erwartet den Offsetstrom zu messen. Dieser
konnte jedoch nicht nachgewiesen werden, da der verwen-
dete Operationsverstéirker zu gut optimiert ist und keinen
Offsetstrom aufweist.
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ABB. 7. Wirkung des Umkehr-Differenzierers auf ein Sinussi-
gnal mit Upp, = 100mVy, und v ~ 21 kHz
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ABB. 8. Wirkung des Umkehr-Differenzierers auf ein Recht-
ecksignal mit Upp = 100mVyp, und v < 21kHz
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ABB. 9. Wirkung des Umkehr-Differenzierers auf ein Dreieck-
signal mit Upp = 100mV, und v < 21 kHz
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ABB. 10. Wirkung des Umkehr-Integrierers auf ein Sinussignal
mit Upp = 5 Vpyp

Eingangsspannung Ug [V]

Ausgangsspannung Ua [V]

i
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C. Selektiver Filter
1. Bandbreite eines aktiven Filters

Der Frequenzabhéngigkeit der Verstdrkung und der
Phase ist fiir den Frequenzbereich von 100 Hz bis 100 kHz
in ABB. 13 und 14 zu sehen. Die Ubertragungsfunktion

T

=g T T T T

Verstarkung V' [dB]
|
-
I
q

L
102 10% 10* 10°

Frequenz v [Hz]

Frequenzgang o
Fit ]:ag,(l/) - - - -

ABB. 13. Frequenzabhéngigkeit der Verstarkung des selektiven
Filters
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ABB. 11. Wirkung des Umkehr-Integrierers auf ein Rechteck-

signal mit Upp = 5 Vpp
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ABB. 12. Wirkung des Umkehr-Integrierers auf ein Dreiecksi-

gnal mit Upp = 5Vpp
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ABB. 14. Frequenzabhéngigkeit der Phasenverschiebung des
selektiven Filters

des Bandpasses fiir die reelle Verstarkung ist gegeben
durch Gleichung 3, somit wurde eine Fitfunktion der
Form

abw

J@) = V= @2 1 (3 - byaw)?

an die Messwerte in ABB. 13 angepasst. Vergleicht man
den Fit mir Gleichung 3, so fiihren die Fitparameter auf

o Vo =0.9942

e wp=10108s"!



e vy = 1608 Hz
Die Halbwertbreite ergibt sich nach Gleichung 5 zu
Aw = (3 —V)wy =20276s""

Nach Gleichung 6 ergibt sich fiir die Giite somit Q) =
0.499.

2.  Entdampfung des Filters

Durch Variation der Widerstandsdekade wurde ein Wi-
derstand von Ry = 4.89 k() ermittelt. Dies entspricht einer
Verstarkung von

Ry 10k
V=14—=1
+ Ry + 4.89kS)
ab welcher die Schaltung zu schwingen beginnt. Bei einer
etwas geringeren Verstarkung, also einem etwas grofieren
Widerstand R ergibt sich der in ABB. 15 und 16 sichtbare
Verstirkungs- und Phasengang.
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ABB. 15. Frequenzabhéingigkeit der Verstdrkung des unge-
dampften selektiven Filters

Vergleicht man die Verstéarkungskurven des entgedampf-
ten und geddmpften Filters, so féllt auf, dass der entddmpf-
te Filter eine deutliche grofiere Verstarkung V = 2.9812
bei der Resonanzfrequenz v = 1616 Hz von aufweist.
Durch die fehlende Dampfung kommt es zu einer Reso-
nanzkatastrophe, wobei die maximale Ausgangsspannung
jedoch von der Betriebsspannung begrenzt ist.

Auch der Phasengang unterscheidet sich. Beim ent-
dampften Filter kommt es bei der Resonanzfrequenz zu
einem Phasensprung von 90° zu —90°, wahrend diese Pha-
senverschiebung beim geddmpften Filter kontinuierlich
auftritt.

D. Untersuchung eines Signals mit dem selektiven
Filter

Mit Hilfe des selektiven Filters kann eine Fourierana-
lyse eines angelegten Signals durchgefiihrt werden. Dazu
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ABB. 16. Frequenzabhéngigkeit der Phasenverschiebung des
ungeddmpften selektiven Filters
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ABB. 17. Vergleich der Ubertragungskurven fiir den gedimpf-
ten und entdampften Filter.

wird die Frequenz der Eingangssignals durchgefahren und
das Ausgangssignal auf Resonanz beobachtet. Resonanz
tritt genau dann auf, wenn die Frequenz des Eingangs-
signals genau der Durchlassfrequenz entspricht oder die
Durchlassfrequenz eine héhere harmonische der Eingangs-
frequenz ist. Man erhélt also durch die Amplitude die
Fourierkoeffizienten des Eingangssignals.

Fiir die Fourierkoeffizienten gelten die folgenden Zu-
sammenhénge aus den jeweiligen Fourierreihen.

4h | . 1. 1 .
SRechteck (t) = — |sinwt + 3 sin 3wt + 5 sin bwt + - - -
T
2h 1 1
fDreieck(t) = —— [sin wt — 3 sin 2wt + 3 sin 3wt F - - ]
T

Demnach gilt fir das Rechtecksignal wy = %wo, Wy = %wo
und fiir das Dreiecksignal w, = %wo, Wy = %wo.

Die gemessenen Resonanzen und die theoretische vor-
ausgesagten sind fiir beide Signale in Tabelle I dargestellt.

Ein Vergleich zu den theoretischen Werten kann nicht



Rechtecksignal
gemessen [kHz| theoretisch [kHz|

1620 -
540 540
323 324

Dreiecksignal
gemessen [kHz| theoretisch [kHz|

1620 -
807 810
540 540

TAB. I. Vergleich der gemessenen und der theoretische voraus-
gesagten Resonanzen.

vorgenommen werden, da keine Amplituden erfasst wur-
den.

VI. FEHLERBETRACHTUNG

Es werden die relativen Abweichungen der gemessenen
Werte von den theoretischen bestimmt.

A. Bandpass

Resonanzfrequenz: Die Resonanzfrequenz wurde ge-
messen mit vy = 1608 Hz. Der theoretische Werte
betrigt 79 = (2rRC)~! = 1592 Hz. Damit ist die
relative Abweichung

1592 Hz — 1608 Hz

=1.
1592 Hz 0%

Qlvo, o) =

Verstidrkung: Die Verstirkung wurde als V' = 0.9942
ermittelt. Die theoretische Verstarkung betragt V =
1.0. Es ergibt sich also eine relative Abweichung von

0.9942 - 1.0

oooaz  ~ 06%

QIV,V] =

Bandbreite: Als Bandbreite ergab sich aus der Messung
Aw = 20276 s~!. Theoretisch sind erwartet A& =
(3=V)(RC)~ = 20000s~. Also gilt fiir die relative
Abweichung

20276571 — 200005~

QlAw, AG] = Py =13%

Giite: Fiir die Giite konnte berechnet werden () = 0.499.
Theoretisch vorausgesagt ist ¢Q = 0.5.

A 0.499 — 0.5
2[Q,Q] = 0499

B. Entdampfter Bandpass

=0.2%

Resonanzfrequenz: Die Resonanzfrequenz wurde ge-
messen mit vg = 1616 Hz. Der theoretische Wert

betrigt 0y = (2rRC)~! = 1592 Hz. Damit ist die
relative Abweichung

1592 Hz — 1616 Hz

=1
1592 Hz 5%

Q[VOal)O] =

Verstidrkung: Die Verstirkung wurde als V' = 2.9812
ermittelt. Die theoretische Verstarkung betragt V =
3.0. Es ergibt sich also eine relative Abweichung von

. 2.9812 - 3.0

AVVI= gz~ 6%

VII. ZUSAMMENFASSUNG

In dem Versuch wurden integrierende und differenzie-
rende Schaltungen, die mit Hilfe von einem Operations-
verstéirker realisiert wurden, untersucht.

a. Umkehr-Differenzierer Im ersten Versuchsteil wur-
de das Verhalten des Umkehr-Differenzierers betrachtet.
Die differenzierende Eigenschaft bleibt erfiillt, bis die
Amplitude des Ausgangssignals die Sattigung erreicht.
Die differenzierende Eigenschaft ist auch abhéngig vom
Innenwiderstand der Quelle, welcher zu einer Phasen-
verschiebung fithrt und die differenzierende Eigenschaft
aufhebt.

b.  Umkehr-Integrierer Im zweiten Versuchsteil wur-
de das Verhalten des Umkehr-Integrierers betrachtet. Die
integrierende Eigenschaft bleibt erfiillt, bis die Amplitude
des Ausgangssignals im Rauschen verschwindet. Durch
Entfernen des Parellelwiderstandes sollte ein Ansteigen
der Ausgangsspannung als Folge der Aufintegration des
Offsetstromes zu erkennen sein. Der verwendete Operati-
onsverstirker war jedoch zu gut optimiert und wies keinen
Offsetstrom auf.

c. Bandpass Fiir den Bandpass wurden charakteris-
tische Groflen ermittelt.

o Verstarkung V = 0.9942

e Resonanzfrequenz vy = 1608 Hz
 Bandbreite Aw = 2027651

o Giite Q = 0.499

d. Entddimpfter Bandpass Bei Ry = 4.98 2 wurde der
Bandpass entddmpft. Es ergaben sich die neuen Parameter

o Verstarkung V = 2.9812
e Resonanzfrequenz vy = 1616 Hz
e. Fourieranalyse Mit dem entddmpften Bandpass

wurden ein Dreieck- und ein Rechtecksignal in seine Fou-
rierkomponenten zerlegt.
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