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ATOMSTRUKTUR

Atomstruktur

1.1 Dirac-Gleichung, Elektronenspin und Feinstruktur

Die Schrodingergleichung ist nicht relativistisch, d.h. der Spin muss nachtréglich eingefiihrt
werden.

Dirac Einfithrung eines relativistischen Hamiltonoperators H in die Schrodingergleichung
ihd,p = Hy

wobei H nur eine einfache Ortsableitung enthdlt, da in der Relativititstheorie Ort und Zeit
in gleicher Beziehung zu einander stehen, muss der Impuls p in H linear sein. Es bietet sich
folgender Ansatz an:

H=cx-p+ Bmoc? (1.1)

« und B sind dimensionslos und sind zu bestimmen. X

Die relativistische Energie-Impuls Beziehung lautet:
E? = p?c? + mic* (1.2)
Bemerkung: Im Grenzfall gilt:

E =4p2c2+mjct mit p3c® < mic!

p2c?
m3c4

1 p?
~moc?(1+ > —b—
Moc ( 2mic?

= moc?. |1+

p2
2m0

=moc® +

Ahnlich der Energie-Impuls Beziehung wird der Ansatz des relativistischen Hamiltonopera-
tors quadriert, um anschliefend einen Koeffizientenvergleich machen zu kénnen:

A2 = (- p)° +moc® (B - p + & - pP) + Bmic?
Der Koeffizientenvergleich mit Gleichung (1.2) liefert:
p2c? =c2(x - p)° (1.3)
0=moc*(Bx-p+cx-pP) (1.4)
mict = BPmict (1.5)
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1.1 | DIRAC-GLEICHUNG, ELEKTRONENSPIN UND FEINSTRUKTUR

Aus Gleichung (1.5) folgt:
B+0 p?=1.

Aus Gleichung (1.4) folgt, dass & und B keine c-Zahlen sind sondern:

W o-p

Aus Gleichung (1.3) folgt:
p? = (- )’
=(a-p)(ax-p)

[z (zer)

Explizites ausfithren der Summen liefert:

P = xioup1p1 + i aprPa + a1 X3P1P3 + Koo Papr
+ 0 0P2P2 + X3 P2P3 + K31 P3P1 + K32 P3P2 + K3X3P3P3

Da p;pr = prP: gilt:

(o + i) Pi P

N| —

OiPiPk
K
52

=p

Aus Gleichung (1.3) erhalten wir somit:

1

iMe F M-

] KO + O = 20k (1.6)

Insgesamt bedeutet dies, dass «; und S Matrizen sein miissen, deren einfachste Losungen

Kx
a=|c,|, B
Xz

sind 4 x 4 Matrizen. Mit Hilfe der Pauli-Spin-Matrizen

s (01 (0 i) . (1 0} . (10
9%=\1 o) =i o) 927lo 1) *T\lo 1)

kann fir «; und B folgende Darstellung gefunden werden:

(0 Gy (0 & (0 b, (1 0
“={g. 0) o, 0) *lo6. o) B=lo 1)

2013-10-23



ATOMSTRUKTUR

Konsequenz: Die Wellenfunktion ¢ hat 4 Komponenten, d.h.

"4
12
a =
W3
12 S
Interpretation:

Wir betrachten stationédre Losungen, d.h. es wird folgender Ansatz verwendete:

iEt

Y(r,t) =y(r,t=0)e

und in die Dirac-Gleichung eingesetzt. Dies fiihrt zur stationdren Dirac-Gleichung :

‘ (ca-iJ+Bm0c2)w=Ew‘ (1.7)

Fir ¢ verwenden wir hierbei die Darstellung:

_(Pa . (Y _(¥s
"”(w) wobel "’A’(wz>’ Vo (W)

Dies bezeichnet man auch als Dirac-Spinoren. @, reprasentiert hierbei ein Teilchen und
@y das dazugehorige Antiteilchen. Die Interpretation Diracs folgte durch die Theorie des
sog. Dirac-See. Dabei wird bei einer Paarbildung (z.B. Elektron und Positron) ein Teilchen
aus dem Bereich negativer Energie angehoben, sodass ein Loch im negativen Energiebereich
entsteht. Dieses Loch spiegelt das Antiteilchen wider. Mit Hilfe der Spinoren erhalten wir das
DGL-System:

. 1 ,
(6-p)yp = E(E —MeC?)Pa (1.8)
. 1 )
(T -p)Ys = E(E +MyC?) Py (1.9)

0 entspricht hierbei einen Vektor mit den Pauli-Matrizen als Komponenten.

Bemerkung: Durch das Skalarprodukt (& - p) manifestiert sich bereits hier die Spin-Bahn-
Kopplung. -

Fiir ein ruhendes Teilchen p @45 = 0 erhalten wir:

» zwei Losungen zur positiven Energie E = mc?:

1 0
WA:(0)1<1) und =0

20131023 3
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1.1 | DIRAC-GLEICHUNG, ELEKTRONENSPIN UND FEINSTRUKTUR

» zwei Losungen zur negativen Energie E = —mc?:

1 0
(I/B:(O),<l) und @, =0

Der Spinor ¢4 entspricht somit Teilchen mit zwei »Arten« (Spineinstellungen). Der Spinor
3 hingegen entspricht Antiteilchen mit zwei »Arten«(Spineinstellungen).

1.1.1 Der Spin des Elektron

Wir betrachten zunachst den Operator:
~ h{o 0
$= 2 (0 a')'

Er erfillt die Kommutatorrelation fiir Drehimpulse:
[.S‘Ai,gj] = ihSiijAk

Wirkt zum Beispiel S, auf einen Eigenzustand, so erhalten wir dessen Spin:

1 0
S. 8 :+g:r S. (1) :72:1
0 0
Kommutatorrelationen Es gelten folgende Relationen (Beweis siehe Anhang A):
[S,HD] = —ihc(a X p) (1.10)
[i., AD] =ihc(a X p) (1.11)
[i+§, AD] = [],HD] =0 (1.12)

BEWEIS Es soll im folgenden fiir eine Komponente von Gleichung (1.10) der Beweis gefiihrt
werden, fiir die anderen gilt analoges Vorgehen.

| hfox 0 hAc 5

[Sx,Hp] = [5( 0 w)’T“' V + Bmc ]
_@ 0 OxO P+ 0-poy
" 2\ooc-pt+o-pox 0
B @ 0 Oypz + 0Py
- 2 \oyp:+ozp, 0
= —ihc(x X p),

Rest siehe Ubungsaufgaben. ]
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ATOMSTRUKTUR

Gleichung (1.10) zeigt, dass § keine Frhaltungsgrofe mehr ist, gleiches folgt fiir I aus
Gleichung (1.11). Die Summe beider Operatoren, also Gleichung (1.12) fihrt jedoch auf eine
Erhaltungsgrofe, den Gesamtdrehimpuls mit den Quantenzahlen j und m;.

Jetzt bleibt noch die Frage nach den Gesamtdrehimpulsfunktionen (fiir L sind dies die
Kugelflachenfunktionen Yy, (8, ¢)). Im jetztigen Fall miissen die Eigenfunktionen somit
zweikomponentig sein.

»l Beispiel 1) Seif=0,j=0+1/2,m; =m,; =1/2:
|j=1/2,mj=1/2)=|l=0,m5=1/2)

m; ist hier eine gute Quantenzahl, da keine Linearkombonation der alten Zustande
existiert.

2) Seif=1,j=0-1/2, m; =m, =1/2:

lj=1/2,m;=1/2) = \/glml =1,m;=-1/2) —\/g\ml =0,ms =1/2)

m; ist hierbei keine gute Quantenzahl mehr, da der Zustand des Gesamtdrehimpuls
eine Linearkombination aus den Spinzustianden up und down ist. <

1.1.2 Das magnetische Moment des Elektron

Dirac-Regel

(oc-a)(og-b)=a-b+ioc(axb) (1.13)
X

Um das magnetische Moment des Elektrons und dessen Landé Faktor zu bestimmen miissen
Gleichung (1.8) und Gleichung (1.9) um den Term eA ergdnzt werden, so das gilt:

S

1
(p+eA)y; = E(E - MeC?) P4 (1.14)

1
(p+eAy, = E(E +MoC?) Py (1.15)

S

Fir langsame Elektronen gilt die Ndaherung:
E ~ mqc?

weshalb die Klammern auf der rechten Seite sich zu 2moc? reduzieren.

*LO'-( +eA) +0 U—z
(I/szmc p Wa o2

Eingesetzt in Gleichung (1.14) ergibt sich:

1 T S
C(E—mc WWa=0 (n+eA)2mC0 (p+eA)Py

20131023 5
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1.1 | DIRAC-GLEICHUNG, ELEKTRONENSPIN UND FEINSTRUKTUR

Mittels Gleichung (1.13) folgt:

%(E —mc2 )Py = [(p +eA) +i0 - (p +eA) X (p + eA) |2

N J

)
Hierbei gilt zu beachten, dass
[p,A] 0.
Damit wird () zu:
(p+eA) X (p +eA) = ehrotA.

Der Dirac-Hamiltonoperator H, geht im Falle langsamer Elektronen in den Pauli-Hamiltonperator
Hp tiber.

g 1 2 eh
Hp = 2m(p +eA) 1+ ZmU B (1.16)

Daraus folgt das magnetische Moment des Elektrons und der Landé-Faktor:

eh Hs

T 2m 734?5
=g

H;
g ist hierbei der Landé-Faktor (im Grenzfall langsamer Geschwindigkeiten).

1.1.3 Das Wasserstoffatom in der Dirac-Theorie

Im Folgenden wollen wir die Energieniveaus und die Wellenfunktionen des relativistischen
Wasserstoffatoms berechnen. Fiir das Potential gilt das bekannte Zentralpotential (Coulomb-
Potential)

Ze? 1

1 (1.17)

vir) = Tdmey 1’

wobei Z die Kernladungszahl ist. Mit der Dirac-Gleichung die um ein Potentialterm erweitert
wird

Hy=ca-p+Bmc’>+Vr) -1
und Gleichung 1.17 gilt es folgende stationére Dirac-Gleichung in Matrixform zu 16sen
V() + mc? co-p Wa)  (Pa
( co-p V(»'/) _ ch W =E W (1.18)

6 2013-10-30



ATOMSTRUKTUR

Um zu erkennen ob eine Separation in Radial- und Winkelanteil giinstig ist, tiberpriifen wir
den Term o - p auf seine Symmetrie in dem wir uns der Dirac-Identitdt und Kugelkoordinaten
bemdchtigen.

o-p=1-0-p
(=)o
%(a-r)(—ihr-v+ia-€)

:l(a-r)[fiha,Jria"q]
v s

Es zeigt sich, dass der Term —ih0, nur auf den Radialanteil und

ia-€=%(j2—#2—s2)

nur auf den Winkelanteil wirkt. Eine Separation in Radial- und Winkelanteil erleichtert somit
das vorgehen. Fiir die weitere Rechnung wird noch die Kenntnis tiber die Wirkung von o - 7,
bzw. o - £ auf die Eigenzustinde xjmj (die Unterscheidung zwischen + und — beruht auf den
zwei verschiedenen Moglichkeiten bei vorgegebener Quantenzahlen j des Bahndrehimpulses
£ und des Elektronenspins s = 1/2 zu kombinieren).

+ 1/. 2 N

(0 &) Xim, = ﬁ(l - - SZ)XJ_'mj

=hlj(G+1D -+ 1) = s(s+ 1)]Xjm,

=0

2
Wir wissen, dass %" ein Skalar ist, dass die Relation (%) = Ty erfiillt. Da [%Jz] —0
folgt dass Xj,,, auch Eigenfunktionen zu % sind. Bei Rauminversionen gilt
g-r g-r

Y - —v ESS - 5 -
T s

D.h. Z* hat ungerade Paritat. Es folgt somit

(o-r) . _ .
7 Xim; = " Xjm;-

Im folgenden ist P(x) der Paritdtsoperator.
P(Xin,) = Xim (1)
= (-1 X,
Explizite Darstellung

cr-r71< z x71y>

r  r\x+iy -z
cos® sinfei®
sinf@e®  —cos0

2013-10-30 -
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1.2

FELDQUANTISIERUNG

Fir die Losung der stationdre Dirac-Gleichung

V(r) + mc? c?(—ihay-t-i%l) Wa\ _ p(¥a
cZr (fihay + i‘%‘”) V(r) - mc? wg)  T\Ws
verwenden wir den Ansatz

WA\ [ F) X, (0,)
(wB) - (iG(T)xfmA,(G,@ (1.19)

Der Losungsansatz fiihrt uns auf die Separation in Winkel- und Radialanteil. Die Losung
des Winkelanteils ist hier bereits erledigt, da diese durch xjmi gegeben ist. Einsetzen in
Gleichung 1.19 fithrt auf zwei gekoppelte Differentialgleichungen.

. h | . , .
c[lhay - (71 T (J + 5))]fom, = (E-mc* - V)FXjm, (1.20)
c[ihay - ig (—1 + (j + %))]ijmj = (E+mc® - V)tiJ'fmJ_ (1.21)
Es folgen zwei Gleichungssysteme fiir den Radialteil (nur fur (+)).
ch[—ar— %(j+%)]G= (E-mc?-V)F (1.22)
ch[ayf%(jf%)]F:(E+mc27V)G (1.23)
Dies fiihrt nur auf sinnvolle Loésungen fiir Z < 137. Fiir die Energieeigenwerte folgt somit.
. mc?
E(n,j) = > (1.24)
1+ o
n=(j+1/2)++/(j+1/2)2=(Zx)?
« entspricht hierbei der Feinstrukturkonstante
o = et 1 (1.25)
" 4meghe T 1377 25
Entwickeln wir dieses Ergebnis in Potenzen von « so erhalten wir
) . 1(Zx)? 1 (Zw? 1 3
E ~ 2 1-= _ = _ Y 5
(n,.J) ~ me [ 2 2 2w \jr12 an) PO
1.2 Feldquantisierung
Die Maxwellgleichungen im Vakuum sind gegeben durch
rotE = -B (1.26)
rotB = po&E (1.27)
divB =0 (1.28)
divE =0 (1.29)

8 2013-10-30



ATOMSTRUKTUR

Aus ihnen folgt die Wellengleichung
V2E = i82E (1.30)
=20 1.30
Losungen von Gleichung 1.30 sind mitunter gegeben durch

E = Asin(kz — wt + ¢)

Yo

\/

< L

SITUINNNNNNNNNNNNNY
B N

Y

» 1 EM-Feld in einer eindimensionalen Cavity

Elektromagnetisches Feld in einer eindimensionalen Cavity: Im folgenden wollen wir Abbil-
dung 1 betrachten. Sei die Polarisation in x-Richtung, so gilt

E(r,t) = Ey(z,t)ey.
Also

Ec(z,t) =, /%jq(t) sin(kz)

V entspricht hier der Lange der eindimensionalen Cavity, q(t) ist ein zeitabhédngiger Faktor
mit der Einheit einer Liange. Fiur das Magnetfeld gilt hierbei

&)\ [2w? .
B, (z,t) = (MLO) Vifoq(t)cos(kz).

q entspricht hierbei dem kanonischen Impuls, also

p(t) =4q().

Die klassische Feldenergie ist dementsprechend die gesuchte Hamiltonfunktion.

_1 2 1
H-= > J[EOE (r,t) + HOB (r,t)} dv

1t 2 1.,
> . &Es(z,t) + %By(z,t) dz
L 2.2
=5 (p*+wa)
Dies entspricht dem harmonischen Oszillator mit einer Masse von m = 1. I«

2013-10-30 9
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1.2 | FELDQUANTISIERUNG

Das elektrische Feld tibernimmt also hier die Stelle eines Ortes ein, und das magnetische
Feld die eines Impulses. Somit erfolgt eine Quantisierung des Lichtfeldes

—

T
K~}

- P
wobei

[a,p] =inl (1.31)
Das elektrische und das magnetische Feld sind somit Operatoren

N 2w?2 .
E, V—qu(t) sin(kz) (1.32)

. [2w?
B, = “(;50 %p(t)cos(kz) (1.33)
0

Die Beschreibung des Feldes erfolgt durch nicht hermitsche Operatoren. In Anlehnung an
den quantenmechanischen harmonischen Operator sind dies d und a' (Glauber).

1

. .

&= s (i +ip)
1

. o

i = (i - ip)

Theorem Fiir den Kommutator der Leiteroperatoren, bzw. Glauberoperatoren gilt

[a,af] =1 (1.34)

Damit lassen sich elektrische und magnetisches Feld umschreiben

Ex ~a+at
B, ~i(a-a")

Bemerkung: Fir das quantisierte elektrische und magnetische Feld in einer Dimension gilt
E.(z,t) = Fo(a + a') sin(kz)
B, (z,t) = By(a — at) cos(kz)

wobei fir £y und B,

[hw
fo— 207‘/

_ &) sohw?
BO_(k %

gilt. £y und B, konnen hierbei als elektrisches und magnetisches Feld pro Photon interpretiert
werden. -
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ATOMSTRUKTUR | 1

Der Hamiltonoperator lasst sich dann schreiben als
. |
H=hw(aa+ 5)
Wobei die Anzahlzustiande, bzw Fockzustdnde |n) als Anzahl der Photonen in einer Mode

interpretiert werden kénnen.

Theorem Der Anzahloperator ist wie folgt definiert:

(1.35)

Fir die Schrodingergeichung bedeutet dies

H|n) =E|n)

1
:>En=hw(n+5> und nenN
D.h. dass das Problem auf den quantenmechanischen harmonischen Oszillator reduziert
wurde, dessen Losung wir bereit aus der Quantenmechanik kennen, bzw. in Abbildung 2 zu
sehen ist.

n=2 2hw
P 3

n=1 shw
n=0 %ﬁw

» 2 Losungen des harmonischen Oszillator

Theorem Fiir die Leiteroperatoren gilt

aln)y=vnin-1)
atm)=vn+1n+1). x

2013-11-06 11



1.2 | FELDQUANTISIERUNG

1.2.1 Quantenfluktuationen

Betrachten wir zunéchst den Erwartungswert von E, aus vorherigen Kapitel.

() = (n|E|n)
=f0sm<kz>[<n|a+ |n)+(n|d|n)]

~- 2g

=0 =0

=0

Die Fluktuationen des elektrischen Feldes sind durch die Varianz gegeben. fiir diese gilt

= \/fg sin® (k) {(a")* + (@)° + aat + ata)

= E}sin’ (kz)(aat + ata)

— Esin® (kz) (2ata + 1)

= \/2f§ sinz(kz)<ﬁ + %>

= 2T, sin(kz),[n + %

> Beispiel Wir betrachten eine Box mit 1 mm Kantenldnge mit Vakuum (N = 0), so gilt fir
die Grundmoden bei verschiedenen Wellenldngen

A=2mm = F,~0.15Vem™!
A=500mm = Fo~10Vem™ I«

1.2.2 Multimoden Felder und Zustandsdichte

Wir betrachten die verschiedenen Moden in einer Box, wie in Abbildung 3, fiir diese gilt

21T

ko = (T)m"
27T

ko= (5 )ms
21T

ke (T)mz

Fiir die Wellenzahl bedeutet dies

2013-11-06



» 3 Moden in einer Box mit Kantenldnge L

MMy

2
k= Tn My,
m;

Fir die Anzahl der Moden im Intervall ergibt sich:

Am = Amy - Am,, - Am,

L 3
- 2(5) Aky - Ak, - Ak,

Der Faktor 2 rihrt daher, dass 2 unabhédngige Polarisationen existieren.

Frage: Wie viele Moden liegen in der Schale |k| + dk bzw. w + dw wobei w = ck ?

» 4 Zweidimensionale Moden in einem infinitesimalen Kreissegment dk

2013-11-06
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1.3 | LAMBSHIFT

Flir die Beantwortung der Frage betrachten wir Abbildung 4 wobei wir annehmen, dass A < L,
so dass fiir das wir folgenden Differentialoperator erhalten

\%4
dm = Zdedydz

v

N 28Tr3

k? dk sin(0) d0 d¢p
=41

A"
= oogdmkid

Damit ergibt sich die Modendichte zu

k2
2
otk dk = 5 dw (1.37)

1.3 Lambshift

In Abbildung 5 ist die Lambaufspaltung des Wasserstoffatoms angedeutet, eine zusatzliche
Verschiebung der Energieniveaus. Ursachen des Lambshifts :

n=1—
N
S
N

A 1812 - 8.17 GHz

\,

,LS“ ,Lamb-Shift“

» 5 Lambaufspaltung des 15;,, Zustands des Wasserstoffatoms

1.) Aus der spontanen Paarbildung von Elektronen und Positronen folgt die Quantisierung
des Vakuums. Vgl. Abbildung 6.

e

€+

» 6 Spontane Paarbildung im Feynmandiagramm

2.) Vakuumfluktuationen des elektrischen Feldes induzieren eine Oszillation des Elektrons
(keine Zitterbewegung!). Vgl. Abbildung 7.

14 2013-11-06



ATOMSTRUKTUR | 1

Das Elektron sieht nur ein
verschmiertes Potential.

» 7 Veranschaulichung der Vakuumfluktuationen

Abschétzung der Energieverschiebung (6V) durch Oszillationen nach Welton (Phys. Rev. 74,
1157 (1948)). Wir unterziehen V einer Taylorentwicklung

2
6V=Zaa:;6x S SR A
1

i i‘k 2 0Xi0Xk
Da die Fluktuationen isotrop sind, verschwindet das zeitliche Mittel
(0x); =0
und unabhéngig beziiglich der Richtung ist
(6xi0x); =0 far i+ k.
Weiterhin gilt:
(6r?), =3(6x).
Fir (6V) bedeutet dies
(8V) = £ (V) (57°).

Wir betrachten nun (AV (7)),

(AV(V))=<n,€,m‘A< ¢! 1) ‘n,#,m>

_47TE();
ez
- <_?> (n,,m|&(r)|n,€,m)
0

e’ 1 z¢

S f fiur £=0
& Ttag n
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LAMBSHIFT

Die Deltadistribution 6 (r) zeigt, dass der groRte Effekt am Ursprung auftritt. Es folgt fur

den zweiten Faktor

(6v%) = > (o7)

k

wobei wy = ¢ - k ist. Wir bedienen uns folgendem Ansatz:

mo#y = eEj el k!

e E iwit
2

= 0ry = —
Wi

Somit ergibt sich

(ort) =3 S (E)

o wim?
v e 2 3
= 28 J"rnzc”‘k4 <E"’> dk

k2 dk-4m
Mit
(Ex) = (3 sin®(kz))

_ hkel
T Ve 2

ergibt sich

11 e h (1
or?) = - — — —dk
{6r°) 2 w2 mac3 gy Jo k

(1.38)

Diese Integral divergiert aber beziiglich der Integrationsgrenzen, d.h. es muss sowohl fiir die
obere als auch untere grenzen eine Grenze gefunden werden, so dass eine sinnvolle Losung

gefunden werden kann.

Untere Grenze: Die niedrigste Energie ist durch den Abstand zum nédchsten Energieniveau

gegeben.
Eo me*Zz?
BT (41re0)22R2
Egyan . 1 1
O tn= (7,-7.)
min hc mtn n2 (n+1)?

Obere Grenze: Bewegung des Elektrons wird durch die relativistische Massenzunahme

gehemmt (Awyax = Mc?):

mc?

kmax = =

hc h

16
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Somit folgt fiur Gleichung 1.38

kmax | camregh [2
me k=2l =570 )

Fir (V) bedeutet dies

4 4
(5V) = e*h Z <c4rreoh 2).

1
6 gg3agmac3 nd e2Z \'n

Hierbei ist der Term Z*4/n3 dominant da der Logarithmus mit ~ In(n/Z) abfillt, bzw.
ansteigt.

In Tabelle 1 sind verschiedene Zustiande und deren exakte sowie mit der obigen Rechnung
gefundenen Werte zu sehen.

Zustand exakt [GHz] Rechnung [GHz]

1812 8.17 11.7
2812 1.057 1.69
2P 2 -14 0
3812 0.313 0.544
» 1 Vergleich exakter und durch die Rechnung ermittelten Werte der Lambverschiebung fiir

verschiedene Zustande des Wasserstoffatoms.

1.4 Hyperfeinstruktur und Zeemaneffekt im Wasserstoffatom

Hyperfeinstruktur

Der Atomkern hat im allgemeinen elektrische- und magnetische Multipole. Die Wechselwir-
kung von Kernspin und Elektronspin fiihrt zur Hyperfeinstruktur, sie ist wesentlich kleiner
als die Feinstruktur weshalb zu deren Messung im allgemeinen eine besonders hohe spektrale
Auflosung erforderlich ist.

Fragen 1.) Wie kann man die Hyperfeinstrukturaufspaltung berechnen?

2.) Wie groB ist pg - B.(v = 0) ? -

Im Folgenden wird der s-Zustand des H-Atoms betrachtet, wobei der Atomkern ein magneti-
sches Moment py besitzt, bzw. einen Kernspin und das Elektron einen Elektronenspin. Vgl.
Abbildung 8. Fiir die Magnetisierung gilt

M(r) = —gotipS - |W100(r) | (1.39)

20131113 17
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1.4 | HYPERFEINSTRUKTUR UND ZEEMANEFFEKT IM WASSERSTOFFATOM

» 8 Atomkern mit magnetischen Moment und Elektron mit Spin im Wasserstoffatom beziiglich
eine s-Zustands

wobei der Term S - |W100(7) \2 die Spindichte reprasentiert und g.uzs - |W100(¥) \2 die magne-
tische Dipoldichte . Zerlegen wir unser Problem in Kugeln mit konstanter Magnetisierung M;,
so gilt fiir die Gesamtmagnetisierung am Koordinatenursprung

M(0) = > M;

Bemerkung: Aus der Elektrodynamik wissen wir, das eine Kugel mit konstanter Magnetisie-
rung ein Magnetfeld am Ursprung erzeugt, fiir das

2
B(0) = gqu (1.40)
gilt (siehe J. D. Jackson. Classical electrodynamics. Bd. 3. Wiley New York etc., 1962). -

Unter Verwendung von Gleichung (1.40) gilt fiir das Magnetfeld am Kernort

2
B(0) = Ho > M;

2
§H0Me(0)5

und mit Gleichung (1.39)

4
B, (0) = =3 HouisS - |00 (1)1 (1.41)
———
="173
_ _4“0l«l§s (1.42)
3mag

Fiir den Wechselwirkungsterm im Hamiltonoperator folgt somit

Hypr = —p,B,

4u,
= I-S .
3mal IplkUp (1.43)

Die in der Gleichung aufkommenden Konstanten sind in Tabelle 2 mit ihren Definitionen
aufgefihrt. Im Fall des Wasserstoffatoms nimmt der g-Faktor g, den Wert 5.58 an. Fir

18 2013-11-13
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Konstante Kennzeichnung Definition
Bohrmagneton eh
g Up Imac
eh
Kernmagneton Uk
2myc
» 2 Definitionen von Kern- und Bohrmagneton

Gleichung (1.43) bedeutet dies

a
Hyr = ﬁI - S (1.44)

Mit F = I + S konnen wir folgende Relation herleiten
F?—1?-S*=(I+S8)"-1*-§?
=2I-§ (1.45)

Gleichung (1.45) in Gleichung (1.44):

HyF (F? 1% - §?%) (1.46)

-1
© 2h2
Fir die Konstante a gilt:

2
oM s ~ 1420MHZ - h.

a=5.58- -
4mrad

Ausgedriickt durch die Quantenzahlen gilt fiir Gleichung (1.46) unter Berticksichtigung, dass
sowohl Elektronenspin als auch Kernspin den Wert 1/2 haben:

Hr

%[F(F+ D-IT+1) =SS +1)]

a 3
‘E[F(F”)_E]
a
R F=1
- 3a
g =0

Bemerkung: Durch die Kopplung I - S werden die Kern- und Elektronenzustande verschrankt,
d.h. der unkorrelierte Produktzustand

I, mp)|S, mg) = |I,m, S, mg)

ist keine Eigenbasis mehr unter der I - § Kopplung (jedoch weiterhin eine Orthonormalba-
sis).Die neue Eigenbasis ist jetzt

|F,mg,1,5) = Z [, my, S, mg) (I, my, S, ms | F,mg, I, S) .

mp,mg

()
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1.4 | HYPERFEINSTRUKTUR UND ZEEMANEFFEKT IM WASSERSTOFFATOM

(x) sind die sogenannten Clebsch-Gordon-Koeffizienten. Es handelt sich dabei um Entwick-
lungskoeffizienten, mit denen man aus der Basis der Einzeldrehimpulse, bzw. Einzelspins in
die Basis des Gesamtdrehimpulses, bzw. Gesamtspins libergeht. Die einzelnen Koeffizienten
konne nach allen Regeln der Drehimpulsgymnastik bestimmt werden. -

Zeemaneffekt

Durch anlegen eines schwachen Magnetfeldes erwarten wir eine Aufspaltung der Energieter-
me wie in Abbildung 9, den Zeemaneffekt. Schwach heilkt hierbei, dass die Feinstrukturauf-
spaltung groR gegeniiber dem Magnetfeld ist, d.h.

AEyrs > ugB. (147)

Die fiir F = 1 skizzierte Aufspaltung entspricht hierbei dem linearen Zeemaneffekt (aus der
entarteten Storungstheorie) und die fiir F = 0 entspricht einem quadratischen Zeemanef-
fekt (aus der nicht entarteten Stérungstheorie). Der Wechselwirkungsterm im Hamiltonian

entspricht:
o7 linearer Zeemaneffekt wegen entarteter Sto-
F=1——HeZ2--- .
~. rungstheorie
F—0 quadratischer Zeemaneffekt wegen ,nicht

N entarteter Storungstheorie”

~

» 9 Lineare und quadratische Zeemanaufspaltung am Wasserstoffatom

Hp=—f1, - B=2uzB-8§.. (1.48)

Fir die Basiszustande gilt:

|[F=1,mp=1)=|+)s|+); (1.49)
1
|F=lamF=0>=ﬁ(|+)s|—>1+|—>s|+>1) (1.50)
[F=1,mp=-1)=|-)s|-) (1.51)
1
|F=O,mp=0>=ﬁ(|+>s|—)1—|—>s|+)1) (1.52)

Bemerkung: Der Zustand (1.49) ausgedriickt in der alten Basis ist:

|[F=1mp=1)2 |S = ,mg=+%,1=%,m1=l>.

N | —
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Gleichung (1.49) und Gleichung (1.51) werden auch als gestreckte Zustdnde bezeichnet.
Gleichung (1.50) ist ein symmetrischer Zustand, Gleichung (1.49) ein antisymmetrischer
(analog fur Rest).

Werden starkere (vgl. (1.47)) Magnetfelder angelegt, betrachten wir
Hges =al - S+2uzB- S, (1.53)

Die einzelnen Matrixelemente sind in Tabelle 3 zu sehen. Wir 16sen also die Schrodingerglei-

F,mg 1,1 1,-1 1,0 0,0
1,1 %+uB-E

1,-1 & _ B -E

1,0 “LE B
0,0 ugB %+E

» 3 Matrixelemente des Hamiltonian

chung:
Hlyp) = Ely)
= det(A - E1) 0

Dies bedeutet

4 B - E 0 0o 0
0 a_WB-E 0 0
det 4 0 a =0
0 0 I*E [JBB
0 0 ~usB & —E

Mit Hilfe der Blockstruktur kénnen die Eigenwerte bestimmt werden, diese sind

a
E1/2 = Z + HBB (154)
a a 2upB\?
By= =5 = 5\1+ (27) (1.55)

Gleichung (1.54) sind hierbei die Eigenwerte zu den gestreckten Zustdanden (linearer Zeeman-
effekt), und Gleichung (1.55) sind die Eigenwerte des quadratischen Zeemaneffekt, allerdings
bei kleinen Feldern (fiir groRe Felder wieder linear). Abbildung 10 veranschaulicht die Auf-
spaltung.

Vorsicht Wir haben vernachléssigt, dass g = p, + gy ist. Korrekt wére:
Hy = —p - B = gousBS. — gpuxBI.

d.h. fir g, uxBI, = a/2 ist eine Kreuzung zu beobachten (B = 16.7T). -
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hat |+) |—) Charakter fir up > a
d. h. diese beiden Zustande veran-
dern ihre Eigenbasis mit B.

[=)1-)

» 10 Lineare und quadratische Zeemanaufspaltung im Wasserstoffatom

1.5 Uberginge und Auswahlregeln

Wir betrachten induzierte Ubergédnge zwischen stationdren Zustinden. Die dominierende
Wechselwirkung ist die Dipolwechselwirkung, fiir diese gilt:

Hyw = -d - E,

wobei

E = |Ey| Re(e ' E).

Polarisationsvektor:
Ex =&,
& +ig,y,
&, = —
* \/z

Fiir die Ubergangsrate gilt:

2
Ubergangsrate o |Ey|? ‘ Jw} (fi . T)q/i av

wobei d = e - #. Somit

Ubergangsrate oc [eEo|?| (f | # - E | i)]°.

N
N
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Der Term | (f | # - € | i) | entspricht dem Dipolmatrixelement. Diese kann durch explizites
Ausrechnen bestimmt werden.

) 2
- . r-I .

(f | +-E | i) = JRnf'(zf(T)‘r?’Rniqlgi (r)dr J JYZ’},WWY@UW sinfdo dg¢

0 00

Im Allgemeinen ist der Radialteil ungleich Null, verschwindet also nicht. Die Auswahlregeln
kommen aus dem Winkelanteil. Betrachte dazu zundchst

L—l(xe + V&, + ZE;)
=7 x T VEy z
= sin 0 cos &y + sin O sin Ppe,, + cos O¢;
£, +ig, —(&x +1ig,)
Yi 1 —F+Y 10+ Y1 ——— 1.56
oC Yq,-1 /3 1,0€z 1,1 2 (1.56)
—_— —_—
£* &t
E kann wie folgt umgeschrieben werden
E=A; &+ An& + Ay, (—€5) (1.57)
Merke
g8 =1 (1.58)
X
Somit folgt fiir den Term % (bzw. Gleichung (1.56) mal (1.57)):
1’“-’5‘2 <Ay Y11 +ArYip + Ag, Y1,
wobei

[ 3
Yl,O = E cos 0

»| Beispiel Wir betrachten die 1r-Uberginge.

ist.

I™ = J Y cos 0Y;sin0do d¢
Unter Verwendung der Rotationssymmetrie um s, bzw. Rotation um den Winkel ¢, ergibt
sich:
I™ = ei(mi—mf)z;bop'r
Diese Gleichung ist somit nur dann erfillt, bzw. verschwindet, wenn my = m,; oder
Am =0 (1.59)
Fiir die o.-Uberginge folgt analog
Am = 1|, (1.60)

wobei Am = my — m; zu beachten ist. <
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Weitere Auswahlregeln

Weitere Auswahlregeln folgen aus dem Winkelanteil, dazu betrachte

J‘Y}‘ Y1 Y; dQ (1.61)
Durch Verwendung der Eigenschaften von Kugelflaichenfunktionen:

YimYem = AYp v1,mem, + BYe,—1,m1-m

wobei A und B sind bekannte, jedoch uninteressante Konstanten. Weiter gilt die Orthonor-
malitcitsrelation der Kugelflachenfunktionen:

J Y Yo dQ = 800 Smm: . (1.62)
Flr Gleichung (1.61) bedeutet dies

J Y YimYidO = A8, 4,01 8mpmpom + Bty 011 Ompmym
Diese Gleichung ist erfiillt fur

(1.63)

In obiger Gleichung spiegelt sich die Drehimpulserhaltung im Lichtfeld wieder.

Bemerkung: Die hergeleiteten Dipolauswahlrelgeln geben nicht nur Auskunft dartiber, ob
ein Ubergang erlaubt oder verboten ist, sondern auch welche Art von Polarisierung das Licht
aufweist. So liegt beim 1r-Ubergang linear polarisiertes Licht vor, bei einem o.-Ubergang
rechts oder links zirkularpolarisiertes Licht. -

Definition Zundchst definieren wir den Paritiitsoperator P, welcher eine Spiegelung des
Zustandes an der Null verursacht. Folgende Transformationen werden durch ihn veranlasst

r— —r
0—-0-1
b+
0 wird reflektiert und ¢ rotiert (vgl. Abbildung 11). X
Es zeigt sich, dass die elektromagnetische Wechselwirkung invariant unter P ist, d.h.
[p.A] =o.
Die Eigenwerte des Paritdatsoperators ergeben sich zu +1, da
P2=1

d.h. P entspricht einer Involution.
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» 11 Spiegelung eines Zustandes am Ursprung durch den Parititsoperators P

Die Kugelflachenfunktionen sind Eigenfunktionen zu P, denn

PYin(0,¢) = (=1)"Yom.
Im folgenden wollen wir die Wirkung des Paritatsoperators auf den Winkelanteil des Dipol-
Matrixelements untersuchen, also

P [ ¥pvim¥ido = (14U [y viyido,

d.h A muss ungerade sein (insbesondere A¥ =+ 0).

Bemerkung:  1.) Die Paritdt muss beim Dipoliibergang verschieden sein, d.h. Anfangs- und
Endzustand haben unterschiedliche Paritit, da das Dipol-Matrixelement antisymme-
trisch ist.

2.) Das Dipolmoment kann nicht groRer sein als der Uberlapp beider Wellenfunktionen.
Fir Experimente bedeutet dies, dass ein starkerer Laser und damit verbunden mehr
Geld benotigt wird. -

1.6 Das Heliumatom

Das Heliumatom entspricht einem schwereren Problem als dem des Wasserstoffatom, da

es dhnlich dem Drei-Korper-Problem in der klassischen Mechanik nicht exakt losbar ist.

Abbildung 12 veranschaulicht das Problem.
Der Hamiltonoperator ist durch
I:I = I:I 1+ I:I 2+ I:I 12
gegeben, wobei H;, der Coulombwechselwirkung der beiden Elektronen entspricht. Im

folgenden soll eine Losung mittels geeigneter Ndaherungen gefunden werden. Folgende grobe
Néaherungen werden hier beachtet:

2013-11-27 25
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1.6 | DAS HELIUMATOM

L8 ‘
e N

» 12 Prinzipielle Struktur des Heliumatoms

1.) Vernachldssigung aller relativistischen Effekte:
» £, s, s, - Spin-Bahn Wechselwirkung
» £, -s,, 4, - s, - Spin-other-orbit Wechselwirkung
» §1 -S> - Spin-Spin Wechselwirkung

» £ - £ - Bahn-Bahn Wechselwirkung

e
41EQT2

2.) Vernachldssigung von Hy, = (Coulomb-Term)

Ein geeigneter Losungsansatz ist

Yo = Unem (r1) = Up o (12)
=Uqa(1) - up(2)

=u(ab)
Hierbei sind ¢, und u, ¢, die Wasserstoffwellenfunktionen. Fiir die Energien ergibt
sich
E=E,+E,.

Wenn die Wellenfunktionen tiberlappen, kann Elektron 1 und Elektron 2 nicht unterschieden
werden, d.h. es existiert eine entartete gleichberechtigte Losung

Po =ua(2) - up(l)
= Upa,

also der Wechsel der Indizes von u,,. Die allgemeine Losung setzt sich aus beiden Losungen
zusammen

U= Ugp + PUpg.
H, hebt die Entartung auf, da H,, invariant unter P ist,
PHi; = +Hyy,
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d.h. es werden Zustinde gleicher Paritit gekoppelt. Der Hamiltonoperator H;» ergibt sich
somit zu

- (Uap | Hi2 | Uap)  (Uap | Hiz2 | Upa) (1.64)
12 (uha ‘HIZ |uab> <uba |H12 |uha) ’

Die Diagonalterme, auch direktes Integral genannt ergeben sich zu

dv, dv,

_ 20 2
(uahlfhzluab>:l[( e)lua(1)|"(=e)|up(2)|

417601’12

Jgu(l) op(2)
4180712

op(1) - 0a(2)
41T 802

= (Upa | Hi2 | Upa)

dv, dv,

dv; dv,

Die elektrostatische Abschirmung ist hierbei wie folgt definiert

- Jga(l) op(2) av, dv,
41012

Die Aulerdiagonalen Terme, auch Austauschintegral K genannt entsprechen einem »quanten-
mechanischen Interferenzterm« aufgrund der Ununterscheidbarkeit der beiden Elektronen.
Er misst den Uberlapp der Wellenfunktionen.

J-AE K\ _
de{( K j4—AE>'_0

Dies fiihrt auf die Eigenwerte
AE=]+K

die die Aufspaltung in Abbildung 13 erklédren.

E

1
—— U = ﬁ(uub + ulm)

. : 2K
/" J Y l]\ - 7(uab Ml'/u)
’ V2
El’l + EV” E——

» 13 Aufspaltung der Energieniveaus im Heliumatom.

Um der Frage nach zu gehen ob Uberginge zwischen u; und u, erlaubt sind, betrachten wir
zundchst den Austauschoperator Pi,, dieser hat die Eigenschaft

Prouy = —uy

Ppous = u,.

N
~
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Betrachten wir die Wirkung des Austauschoperators auf den Dipoloperator
Piodiy = Pra(er +er)
= (ery +ery)
= +a12.

Wirkt der Austauschoperator auf d;, so gilt

Plz Ju;‘dlzuA dQ = —Iuj‘dlzuA dQ
(1.65)
=0

Der Austausch der Bezeichnungen der beiden Elektronen in Abbildung 13 darf den Wert
des Integrals nicht dndern, weshalb das in Gleichung (1.65) berechnete Matrixelement 0 ist.
Die Symmetrieeigenschaft beziiglich Py, bleibt erhalten. Mit andern Worten, P;, ist eine
Konstante der Bewegung.

Bemerkung: Die ganze Rechnung ist nur erlaubt falls
AE < Ey, E;,

ist (erste Ordnung Stérungstheorie). -

Im Grundzustand E(1s?) verschwindet u 4. Fiir die Energie gilt
E(1s%) = 2E(1s) + AE.

Hierbei entspricht E(1s) der Grundzustandsenergie im Wasserstoffatom, also —54.4 eV, AE
berechnet sich aus

e? 1 5 ¢
= —7Z— =34eV.
<41T507’12 > 41180 4 249 ¢

Abbildung 14 stellt den Grundzustand mit den von uns verwendeten Ansatz dar, sowie einen
durch numerische Methoden bestimmten Wert. Die Abbildung zeigt, dass unser Losungsan-
satz nicht die Exaktheit des numerischen Wertes entspricht und dementsprechend verbessert
werden muss.

1.6.1 Angeregte Zustande

Im Folgenden wollen wir nun auch angeregte Zustandande betrachten, wie z.B. fiir ein ange-
regte Elektron, sodass wir folgende Konfiguration erhalten

(1s) (nd).

Die erste Klammer entspricht dem inneren Elektron die zweite dem duleren Elektron. Die
Energie beziiglich He" (1s) ist dann

E=E,+] =K.
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He++

—54.4eV

-108.8eV He™" (1s)

—54.4eV +34eV =-20.4eV
—24.58eV

1s2

v
He (1s?) numerische Losung

¥
152 ohne H,

» 14 Grundzustandsenegie des Heliumatoms unserer Rechnung und im Vergleich dazu der nu-

merisch ermittelte Wert
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J ist dafiir verantwortlich, dass die £-Entartung (vgl Wasserstoffatom) aufgehoben wird, da
die Exzentrizitit des Zustands von £ abhéngt.

Fir hohe n ist die Abschirmung somit immer besser, d.h. Energien ndhern sich dem des
Wasserstoffatoms an.

1.6.2 Elektronenspin und Pauli-Prinzip

Wir betrachten die Wellenfunktion eines Teilchens
Y1) =u(l)x.(1), (1.66)

wobei =+ stellvertretend fiir Spin up/down zu verstehen ist. Wir betrachten nun nur x. bei
Spin s = 1:

X+(1)X+(2) 7M5 =1
Xs =1 70X (X (2) +x.(2)x-(1)] ,M;=0 (1.67)
X-(1)x-(2) M, = -1

Xs ist die Triplett Spinwellenfunktion , die auch als Orthohelium bezeichent wird.

Betrachten wir Spin s = O:

1
Xa= ﬁ[x+(l)x7(2> - Xx+(2)x-(1)] (1.68)

Xa ist die Singulett Spinwellenfunktion , die auch als Parahelium bezeichnet wird.

Nach Pauli gilt
UuasX
Ya ={ s (1.69)
UsXa

zudem gilt das Interkombinationsverbot, d. h.
AS = 0. (1.70)

Dies gilt jedoch nur solange S und m; gute Quantenzahlen sind. Diese werden durch die
LS-Kopplung aufgehoben.

Der Grundzustand des Heliumatoms ist somit ein Singulett Zustand (S = 0) 1s?

Theorem Fiir viele Elektronen mit Einteilchenwellenfunktionen @ (1) ...y, (N) kann mit der
Slaterdeterminante die antisymmetrische Wellenfunktion bestimmt werden.

) Pull) ... WalN)

Wa =

TN (1.71)

Wy(1) ... wy(N) .
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(152s)4 s = 1 Triplett
3§, T =1600s

152 Singulett s = 0

» 15 Singulett und Trippletaufspaltung des Heliumatoms

1.7 Alkali Atome
»1 Beispiel Fur die Elektronenkonfiguration von Natrium gilt
1522522p%3s

Die ersten drei abgeschlossenen Schalen respektieren hierbei eine spharische Symmetrie.
d.h. die Zentralfeldndherung ist gut. I«

V(r)a

» 16 Zentralpotential und reales Potential fiir Alkali Atome

Fiir groRe ¥ erhalten wir Wasserstoff-dhnliche Losungen, fiir kleine £ ist die effektive Ladung
E.g groler als im Wasserstoff, deshalb erhalten wir eine stiarkere Bindung. Fiir die Energie

gilt

1

Enp=—-hcR——— (1.72)
" (n-60))°
*

Hierbei ist §(£) der sogenannte Quantendeffekt. In Tabelle 4 sind fiir die verschiedenen
Schalen explizite Werte gegeben. Dabei fallt auf, dass der Quantendeffekt fiir groRe Quan-
tenzahlen [ abnimmt. Dies ist darauf zurtickzufiihren, dass die Wellenfunktionen fiir groRe
31
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1.8 | GRUND- UND ANGEREGTE ZUSTANDE VON MEHRELEKTRONENATOMEN

Quantenzahlen [ eine sehr geringe Aufenthaltswahrscheinlichkeit ndhe des Kerns aufweisen.
Sie splihren damit eine Potential, welches dem Wasserstoffatom &hnelt und sich quasi nur in
der Kernladungszahl Z unterscheidet.

6(s) 1.35
6(p) 0.86
o(d) 0.01

» 4 Werte zum Quantendefekt der verschiedenen Schalen

In Tabelle 5 sind fir n* verschiedene Beispiele aufgefiihrt.

Li Na K Rb  Cs

n 2 3 4 5 6
n* 16 16 1.7 1.8 1.9

» 5 Werte zu n* zu verschiedenen Alkali Atomen

1.8 Grund- und angeregte Zustinde von Mehrelektronenatomen

Im folgenden wollen wir die Hundschen Regeln besprechen:

1. Regel: S ist maximal, da so die CoulombabstoBung durch den Austauschterm minimiert
wird.

2. Regel: L ist maximal, wobei L = 3 ¢;
»| Beispiel Die Elektronenkonfiguration von Phosphor (Z = 15) ist:
1522522p%3523p3
Die ersten vier Schalen sind abgeschlossen, die Valenzelektronen sind in 3p. Nach den
Hundschen Regeln gilt
» {1 =1,0, =1, f3 =1 mit jeweils m; = -1,0,1
» 3 Valenzelektronen: S =3 -1 =3

» Mittels der Slaterdeterminante folgt fiir die Wellenfunktion yspace:

1) 0 -
WS ace — /57 +(2) 0(2) 7(2)
VLG o) -

1

\/G(HO_) +10-+)+[-4+0)—[|-0+)—[+—-0)— 10+ -))
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Dies fiihrt auf M; = 0, also L = 0. Der Grundzustand von Phosphor ist somit

183/. <
\ 2 1 0 -1 -2
toor ot
3/2 Pauli-Verbot Pauli-Verbot T 0 = P P
o
,,,,,,,,, A A R N U
T 730 [ e L A
+ 0 - TP o+ =0
,—l
T —— [
77777777777 + - 0
L
,,,,,,,,, A T R N U
B I e (N U L S
I i e e R S
,—l
Y - 1 to
********** + - 0
[
-3/2 Pauli-Verbot Pauli-Verbot T 0 = P P

» 6 Tabelle fiir den Grundzustand und der angeregten Zustidnde (ohne Hundsche Regeln, sondern
nur mit Pauli Prinzip)

1.9 Geonium

Im folgenden wird eine Penning Falle wie in Abbildung 17 betrachtet.

-Q/2
By
zZ
L | |
X
-QJ/2

» 17 Aufbauprinzip einer Penning Falle

Flr das elektrische Potential gilt:

¢elekrr. = A(X2 + yz - 222)
= A(r? - 22?),
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d.h. die Falle ist in z-Richtung orientiert, wobei

4eA
w; =,/
me
gilt. In der xy-Ebene fiihrt dies zu einer Kreishewegung mit der Zyklotronfrequenz wc:
eBy

we = ——
mec’

sowie zu einen E X B-Drift:

_ 09,
Fy—earr

Il
N
m
h
=
S

m
= ——wWirr

wobei F, der elektrischen Kraft entspricht. Betrachten wir zusatzlich die Lorentzkraft so
gilt:

wr Mo
mewzr:eTBof ¢ w3y

2 z
| S N —
B E

Durch multiplizieren mit m, und » sowie umformen fiihrt fir w¢ > w, auf:

2

w
wz—wcw+—22 =0

Fir wce > w, folgen die beiden Losungen:

2
z

’
W] = We = Wce — 20
C
w?
W2 = Wy =
ch

Hierbei liegt die Zyklotronfrequenz im Bereich von ~ 100 GHz und die Magnetronfrequenz
von ~ 100 kHz.

Bemerkung: Eine 2-dimensionale Kreisbewegung hat die Niveaus eines 1-dimensionalen
harmonischen Oszillator (siehe Landauniveaus). -

Eine Quantenmechanische Rechnung liefert die Energie:

Enm, kg = hwosng + hw; (n + %) + f’mu(n+ + %) - hw,(n, + %)

Mit

1/2
__4qB __am (q3>27 a®,
Ws=79 @ 2me © [ 2mc 2mad?
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n=2

gusB
EIAE =—(g — 2)ugBy = 100 MHz

» 18 Energieniveaus bei der Penning Falle

lasst sich die Frequenz w; ausdriicken durch
ws = %(w+ +w_).

Durch die Messung der Anomalie a

w
azg—lzis—l
2 w, + w_

L Wy - Wy W
Wi + w-

Da alle Frequenzen experimentell hinreichend genau bestimmt werden koénnen, ist die
Anomalie eine stabil zu messende GroRe.

1.10 Rydbergatome

1.10.1 Grundlegende Eigenschaften von Rydbergatomen

Ein Rydberg-Atom liegt dann vor, wenn sich das dulerste Elektron in einem Zustand mit
Hauptquantenzahl n befindet, die weit tiber den bei Atomen im Grundzustand vorkom-
menden Maximalwert von n = 6 liegt. GemalR dem Korrespondenzprinzip geht dabei die
quantenmechanische Beschreibung in die klassische Beschreibung tiber, wodurch gewisse
Effekte im Rahmen der klassischen Mechanik beschrieben und verstanden werden kénnen.

In Abbildung 19 ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte, sowie die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit des 43s-Zustands (nur Radialteil) beim Wasserstoffatom tiber dem Atomradius
aufgetragen.

Anhand dieser Abbildung wird der Ubergang zur klassischen Mechanik besonders deutlich.
An den Umkehrpunkten, i.e in der ndhe des Atomradius ist die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
am groften, was in volliger Analogie zum Klassischen ist (man denke dabei z.B. an einen
harmonischen Oszillator). Des weiten stellen wir fest, dass die Aufenthaltswahrscheinlichkeit
nahe am Kern verschwindend gering ist, wohingegen diese beim Wasserstoff-Grundzustand
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RYDBERGATOME

T
3.10-10 Ryzo(r)? |
2-10710
1-10710
0 - . 0 . 5
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
¥ in Einheiten von a, v in Einheiten von ag

» 19 Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte (blau) und Aufenthaltswahrscheinlichkeit (lila) des
43s-Zustands beim Wasserstoffatoms. Signifikant ist hierbei vor allem die hohe Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit am Umkehrpunkt.

dort ihr Maximum besitzt (am Kernort selbst ist auch beim Grundzustand die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit Null). Dies ist ein typisches Merkmal fir Rydbergatome, wobei diese
Aufenthaltswahrscheinlichkeit noch kleiner wird, wenn der Drehimpuls maximiert wird.
Weitere typische Eigenschaften von Rydbergatomen sind:

» Die Bindungsenergie skaliert mit % Dies ist auf die Tatsache zurtickzufiihren, dass
aufgrund der hohen Anregung Feinstruktur- und Hyperfeinstrukturwechselwirkung
vernachldssigt werden kénnen und damit die Bindungsenergie durch E,, = — ﬁ% mit der
Rydbergkonstanten R, gegeben ist.

» Die Aufspaltung der Energieniveaus skaliert mit %
» Der Atomradius nimmt mit n? zu.

» Die Lebensdauer (spontaner Zerfall) von Rydbergzustinden nimmt mit n3 zu.
Durch die Schwarzkorperstrahlung kommt es allerdings zu stimulierten Emissionspro-
zessen, wodurch die Lebensdauer verkiirzt wird (dazu spater mehr)

» Die Dipolmomente skalieren mit ~ n?

» Die Polarisierbarkeit skaliert mit n’

1.10.1.1 Zur Lebensdauer von Rydbergatomen (am Beispiel von Wasserstoff und
Rubidium)

Anhand der obigen Auflistung sehen wir, dass Rydbergatome ~ 1000 mal langer Leben als
normale angeregte Zustidnde. Die Linienbreite eines Ubergangs zwischen zwei Niveaus ist
dabei durch den Einstein-A-Koeffizienten gegeben:

(03

F=Ayne = 59— ‘ <1’l,€, my

3meohcs d ‘ n”#”m‘"> ‘2

Daraus ergibt sich schlieflich die Lebensdauer eines angeregten Zustands gemaR

-1
Tspont = Lo = Z Anpner

n .l
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Neben diesen Zerféllen durch spontante Emission von Photonen kommt es aber auch durch
die Schwarzkorper-strahlung zu stimulierten Emissionsprozessen, welche die Lebensdauer
der angeregten Zustdande verkiirzen. Die Rate fiir stimulierte Emission ist dabei durch den
effektiven Einsteinkoeffizienten A = 1A gegeben. Hierbei ist n = m die mittlere
Photonenzahl der Schwarzkorperstrahlung. Die durch Schwarzkorperstrahlung induzierten
Lebensdauern sind dabei gegeben durch

Tlgk} = Z Anl’ﬂn’ 0
n't
Die resultierende Lebensdauer ergibt sich dann aus Superposition beider einzelnen Lebens-
dauern also Tspont+bp- Dabei berechnet man fiir den 43s-Zustand des Wasserstoffatoms:

Tspont+bb = 46118

Bei Raumtemperaturen dominiert hierbei jedoch der Zerfall durch die Schwarzkorperstrah-
lung. Demnach bietet es sich an die Temperatur so weit wie moglich zu senken, wenn man
mit Rydbergatomen arbeitet.

1.10.2 Rydbergatome im elektrischen Feld

Wegen ihrer vergleichsweise groRen raumlichen Ausdehnung und der groRen Anzahl an
eng benachbarten, bzw. fast entarteten Energieniveaus reagieren Rydbergatome besonders
sensitiv auf elektrische Felder. Dabei weisen jedoch Rydbergzustande mit unterschiedlichen
£-Quantenzahlen verschiedene Stark-Effekte auf. Nicht entartete Zustinde weisen dabei einen
quadratischen Stark-Effekt auf und entartete Zustidnde den linearen Stark-Effekt. Dies ist in
den Abbildung 20 und Abbildung 21 fiir Wasserstoff und Rubidium dargestellt.

-0.06
-0.08
-0.1
= -0.12
L
v —0.14
2 ,
g -0.16
s3]
-0.18
-0.2 ]
—0.22 fn=58 7—;;;;?:5_::, e —
| | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

» 20 Stark-Effekt im Wasserstoff
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623.750

623.700

623.650

623.600

623.550

Laserfrequenz relativ zum 5P;,,-Niveau (THz)

0 5 10 15 20 25 30
elektrisches Feld (Vem™!)

» 21  Stark-Effekt im Rubidium

1.10.3 Sonstiges
1.10.3.1 Detektion von Rydbergatomen

Da es sich bei Rydbergatomen um stark angeregte Elektronenzustdnde handelt, deren
Energie unweit von der Kontinuumsschwelle entfernt ist, konnen diese sehr leicht ionisiert
werden. So fiihrt bereits etwa eine Storung mit der Umgebung zur Ionisierung. Dadurch
kommt ein Elektronenfluss zustande, der dazu genutzt werden kann, um Rydbergatome zu
detektieren.

1.10.3.2 Verwendung von Rydbergatomen
Dadurch das Rydbergzustiande (vor allem bei niedrigen Temperaturen) besonders langlebig

sind, stellen Rydbergatome einen bedeutenden Schritt in Richtung zur Realisierung eines
Quantencomputers dar.
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Atom-Licht Wechselwirkung

2.1 Zwei Niveau System: Rabi Oszillation

2.1.1 Jaynes-Cummings-Modell

Das Jaynes-Cummings-Modell stellt eine vollstandige quantenmechanische Beschreibung der
Atom-Licht Wechselwirkung dar. Betrachten wir zum Beispiel die verschiedenen Zustiande
eines Atoms wie in Abbildung 22

le) — — mPs -¢—
Feinstruktur
o mPyp, -+

lg) — m Sy

Magn. Untterzustiande (1)

» 22 Atomniveaus, wobei |¢) ein angeregte Zustand sein soll und \ g) der Grundzustand

Durch Auswahlregeln, wie etwa der Polarisation des Lichts und durch Frequenzscharfe,
bspw. durch ein Laser kann das Problem (oft) auf zwei Niveaus reduziert werden, wie in
Abbildung 23 zu sehen ist.

—x— le)

h Wy

» 23 Zwei Niveau System
Definition: Wir definieren folgenden Operator

Gij = 11} (J| iL,j=eg (2.1)
D.h. wir konnen einen Erzeuger 0., und Vernichter G4, der atomaren Anregung finden der

39
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2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABI OSZILLATION

Form
Oeg = le) (gl (2.2)
6—ge = |g> (el (2-3)
X

»| Beispiel Wirkung von (2.2) und (2.3) auf den Grund-, bzw. angeregten Zustand
Oeg lg) = 1€)(glg) = le)
Oge le) = |g) (ele) = |g)
6—99 |g):|g) (€|g)=0 I«

Hintereinanderausfiithrung von (2.2) und (2.3) ergibt
&ega-ge = |e> (g‘g) (e‘
= |€) (el = é-ee
(é_egé_ge> = <W|e> (el(ll)
= [ely)|* = P,

P, ist hierbei die Wahrscheinlichkeit, dass das Atom im angeregten Zustand ist, P, wére
dementsprechend die Wahrscheinlichkeit, dass das Atom im Grundzustand ist.

Der Hamiltonoperator des Zwei Niveau System lautet dementsprechend

HAtom = hwoa—egé—ge (2.4)

Quantisiertes Lichtfeld

Im Folgenden betrachten wir ein Quantisierungsvolumen V.

V=13
Das elektrische Feld E (7, t) in der Box kann zerlegt werden in eine Summe aus ebenen Wellen
(Fourier Transformation).

E(r,t) = > [e,Exex exp(—iwt —ik - ¥) + c.c.]
kyp

Hierbei gilt fir den Wellenvektor

Kx 21Tm;
k= {ky| , k==
k.

Ej entspricht der Amplitude der Mode und e, dem Polarisationsvektor (zu jedem k gehoren
2 orthogonale Polarisationen). Der Faktor & ist nur ein Vorfaktor und ist

£ = hwk
K7 2g,V°
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Bemerkung: Die Polarisation erfolgt in p = x, ¥ oder in p = +, —, letzteres entspricht einer
sphérischen Basis. -

Ein endliches Quantisierungsvolumen V hat diskrete Moden zur Folge. Fiir V — « erhalten
wir also ein kontinuierliches Spektrum, d.h. die Summe geht in ein Integral tiber und zwar
der Form

Z...—»f...d3k.

Planck: Jede einzelne Mode kann nur diskrete Energien annehmen! X

Die klassische Amplitude E; geht also in quantenmechanische Operatoren tiber.
E,Ef — ag, aj.

Fiir die vollstandige Herleitung sei auf die Literatur verwiesen. Das Ergebnis ergibt sich somit
zu

E@r,t) = Ze,,ek [&k,p exp(—iwyt +ik - r) + ri,t’p exp (iwyt — +ik - r)] (2.5)
k.,p

Jede einzelne Mode verhilt sich wie ein quantenmechanischer harmonischer Oszillator, d.h.
fiir eine Mode k, p gilt:

Ek,p = hwy (1’[ + %)

Das Energiespektrum, bzw. die Zustande sind in Abbildung 24 dargestellt.

— |n)

— 12
— 1)

— 10)
O__-

» 24 Energien des HO zu verschiedenen Zustianden |[n) fiir eine bestimmte Mode k.
[n) entspricht dem Zustand mit n Photonen in der Mode. Dieser wird auch als Fock Zustand
(engl. number state) bezeichnet.

|0) entspricht dem »Vakuumzustand« (0 Photonen), wobei Ey = hiwg/2 > 0, die Nullpunkt-
energie ist. Sie ist eine Konsequenz der Heisenbergschen Unschérferelation (vgl. harmoni-
scher Oszillator).
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Im folgenden wollen wir nun Erzeuger und Vernichter einfithren (Ubergang ins Heisenberg-
bild, bzw. Wechselwirkungsbild):

~t it A1
i =€y, (2.6)

Arp = €' dx,y (2.7)

Bemerkung: Der Ubergang ins Heisenbergbild stellt sich hier als sinnvoll heraus, da dann
die Zeitabhdngigkeit eliminiert werden kann. -

d,t‘p, bzw. dk,, sind Erzeuger, bzw. Vernichter eines Photons in den Moden k, p. Wir betrach-
ten genau eine Mode mit Frequenz

wjp = 2Tl'fL

und definierter Polarisation. Die Wirkung der Vernichter und Erzeuger ist:

atmy=vn+1n+1)
an+1l)y=+vn+1|n).

Der Hamiltonoperator des »single-mode« Feldes ist dementsprechend

Hriaa = howy (lifli + %) (2.8)

Durch verschieben des Nullpunkts, kann jedoch der hintere Term vernachldssigt werden.
Hierbei ist

der Anzahloperator.

Zustand des Gesamtsystems

Fiir die Wellenfunktion gilt

@) = |Atom) ® |Feld) = |Atom, Feld) .

»| Beispiel »bare states«:

le,n) , lg,m+1) I«
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Ein Ubergang von |e) — |g) bei festgehaltener Photonenzahl n steht im Folgenden mit
der Frequenz wj in Verbindung. Ist diese Frequenz etwa so groR wie die Frequenz des
Ubergangs

li,n) — li,n+1) i=eyg , (2.9)

also
wr = Wy

so hat dies zur Folge, dass
A=wy—wr K Wy

gilt. Dabei ist A diejenige Frequenz, die den Ubergang in das nichstgelegene Energieniveau
beschreibt. (siehe Abbildung 25).

E/hy

y le,n)

lg,n+1)
Wy
le,n—1)
A

{ S lg,n)
oL le,m —2)
¢ lg.n—1)

» 25 »bare states« Leiter

Wechselwirkung

In Erinnerung an die elektrischen Dipolndherung wissen wir, dass die Wellenldnge des Atoms
viel kleiner ist, als die Wellenldnge des treibenden Feldes. D.h. wir entwickeln exp(ik - ) um
r-k=0,darv =~10""mund k = 10’ m~! und somit

r k=103

exp(ik-r)=1+ik-r+...
~1
Der Hamiltonoperator der Wechselwirkung ist dementsprechend (wobei d = e?)
Hyw=-d-E (2.10)
=e > 1i) (ilrlj) (i (2.11)

i.j

Flr ein zwei-Niveau-System, gilt i, j = e, g. Wobei
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» y,; = e(ilr|j) das Dipolmatrixelement ist
> Hee =Hg5=0
> Mo g =Hg,
Damit vereinfacht sich die Summe zu
Hyw = Heog (Geg + Gge) (2.12)
Wird der Operator fiir E (single mode) benutzt gilt

E=e,e(a+al)

Der Hamiltonoperator der Wechselwirkung kann dann umgeschrieben werden.

I:IWW = —a . E
= NhQ(Goy + Gye) (A + at)

Hierbei ist

_ Heg - €p - &k

@ h

die Rabi Frequenz. Sie gibt im wesentlichen die Starke der Kopplung an. Der Hamiltonoperator
der Wechselwirkung hat nach expliziten ausmultiplizieren vier Terme, zwei »energieerhal-
tenede« Terme und zwei »nicht energieerhaltende«Terme. Die energieerhaltenden Terme
sind:

0eg - 4: Erzeugung der atomaren Anregung und Vernichtung eines Photons
040 - al:  Vernichtung der atomaren Anregung und Erzeugung eines Photons

Sie koppeln eine zusammenliegendes Paar von »bare states«. Die »nicht ernergieerhaltenden«
Terme sind dementsprechend:

Gge - d: Verneichtung der atomaren Anregung und Vernichtung eines Photons
G0 - a': Erzeugung der atomaren Anregung und Erzeugung eines Photons

Sie stellen eine Kopplung zwischen den iiberndachsten Paaren dar.

»| Beispiel
Gy -dle,n) — le,n—1) (2.13)
Gge - atle,n—1) — |g,n) (2.14)
Oge - dle,n) — [g,n-1) (2.15)
Gog -dllg,n) — le,n+ 1) (2.16)

1<
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Fir A < w( konnen die Beitrdage der »nicht energieerhaltenden« Terme vernachlassigt
werden (auch »Rotationg Wave Approximation«genannt).

Vollstindiger Hamiltonoperator

Der vollstandige Hamiltonoperator setzte sich dementsprechend aus Haom, Hriela und Hyw
zusammen:

Hges = hwpaTd + hwo e 0oy — NQ(0gd + Ggedt) (2.17)

Der Hamiltonoperator (2.17) in Matrixdarstellung hat eine Blockstruktur bestehend aus 2 x 2
Matrizen

(2x2) 0
~ (2x2)
ngs = . (2.18)

0 (2x2)

Dieser Hamiltonoperator wird auch als Jaynes-Cummings Hamiltonoperator bezeichnet und
ist exakt losbar. Die Eigenzustande werden auch als »dressed states« bezeichnet. Zu jedem
n existieren 2 Eigenzustande.

1 + +
|+, n) = ﬁ(q; lg,n+1) = Cz le,n))

Die Variablen C; und C; kénnen mittels Diagonalisierung von (2.17) bestimmt werden.

Bemerkung:  1.) Experimentelle Umsetzung in »High-Finess-Resonatoren« (z.B.: optisch
und Grundzustand, Mikrowelle und Rydbergatom)

2.) Auch ohne Photonen (n = 0) gibt es eine Kopplung. Deren Stédrke hangt vom Vorfaktor
& ab. Durch »Uberhéhung« einer Mode im Resonator kann diese Kopplung verstérkt
werden (Vakuum Rabi Splitting)

3.) Ein Laserfeld (kohdrenter Zustand) ist eine Superposition von Fock-Zustianden

lo) = e 2o

>
— |n)
o n!
Fir tbliche Laserintensitaten

(n) ={x|n|a) -0 = n+l=n

Voi 1

(ry ~ ym

E

D.h. die Quantisierung kann oft vernachldssigt werden. -
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2.1.2 Zwei-Niveau-Atome

Lorentz Modell

Das halbklassische Modell nach Lorentz beschreibt ein an ein Atom gebundenes Elektron,
welches durch ein elektrisches Feld zur Oszillation angeregt wird. Die mathematische Mo-
dellierung entspricht der Differentialgleichung eines geddmpften harmonischen Oszillator,
d.h. Atom und Elektron sind mit einer »Feder« gekoppelt (aus klassischer Sicht). Wahrend im
klassischen Fall kontinuierliche Werte erreicht werden, sind sie quantenmechanisch diskret
(Vgl. Abbildung 26).

w
y 0

@/\N\M/\( T

Wo

@ Wy
——|g)

» 26 Darstellung des Lorentz Modell

Bemerkung: Wesentlicher Unterschied der der zum klassischen Lorentz Modell gemacht
werden muss:

» Im klassischen kann beliebig viel Energie, bzw. Intensitdt im Oszillator gesteckt werden,
d.h. die Amplitude wird beliebig gro

» Hier gibt es allerdings eine Grenze der Amplitude (angeregtes Niveau) von dort geht es
dann auch wieder zurtick -

Das klassische Lichtfeld wird hierbei durch
E = Eycos(w;t)

beschrieben. Der Hamiltonoperator der Wechselwirkung ist also
HAyw = —d - E.

Es gilt d = e und # ist der Ort des Elektrons gemessen vom Kernort. Die zeitabhingige
Schrodingergleichung ist somit:

ihd,y = (Ho + Hyw ) . (2.19)
Die Eigenzustande von H, sind hierbei
How1p = E1pWi,.

Die Wellenfunktion  stellt dabei eine Superposition der beiden Eigenfunktionen y, und >
dar

@ =cr (D) @re Bt 4oy (8) pe Eet/h, (2.20)

46 2014-01-15



ATOM-LICHT WECHSELWIRKUNG

@7 und @, miissen Dipoliibergangerlaubte Zustande sein, z.B.: beim Wasserstoffatom slp-
Zustdande. Mit den Anfangsbedingungen

Cl(t=0)=1
C2(t=0)=0

und dem Dipolmoment
Ay = fw*(t)iiw(t)dv
=écic (1|r|2) et + écfc, (2]r|1) e w0t

welches aus den Diagonaleintragen besteht, folgt

2
2 _ Wk o QL
= e ()

Fur wp gilt hierbei

wr=(1]er-Ey|2)= %Eo J Yyiry,dv (2.21)

Dies entspricht der Rabifrequenz, wenn die Verstimmung A = 0 ist. Allgemein jedoch (A # 0)
gilt (Vgl. Abbildung 27)

Q = w3 + A2 (2.22)

Dies ist die verallgemeinerte Rabifrequenz.

» 27 Darstellung der Verstimmung A + 0

Abbildung 28 zeigt:

» Hier sieht man schon den Sattigungseffekt. Er oszilliert, steigt also nicht beliebig an
fiir wachsende Qt (im klassischen Fall wiirde ein beliebiges Anwachsen beobachtet
werden). Die Charakteristik zeigt, dass nur 2 Niveaus existieren.

» Der Anfangliche »response« fir lila und griin ist genau gleich. Man kann wie folgt
argumentieren: »Bei kurzen Pulsen kann noch nicht entschieden werden ob Q resonant
(also ohne Verstimmung) oder nicht ist.«

» Das zwei-Niveau-System entspricht somit einem Pseudospin.
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P, = ‘CZ‘ZA
1 4

» 28 Rabifrequenz fiir verschiedenen A

» Wenn ¢; noch mit dazu kommt, bekommt man eine Phase mit (Minusvorzeichen). Erst
nach 47 ist man wieder beim Ausgangszustand (vgl. Spin).

» 271 Puls: [1) — —|1)
» 471 Puls: 1) — |1)
» tPuls:ci|1) + ¢ |2) — —i[c1 12) +¢c2 |1)] &2 —iSWAP

» 11/2 Puls: |1) — V%(Il) —112)), d.h. die Population im Grund- und angeregten
Zustand ist gleich.

Bemerkung: Es zeigt sich, dass es zwischen einem zwei-Niveau-Atom und Spin 1/2 einen
Isomorphismus gibt. -

Dichtematrix

Im folgenden wollen wir die Dichtematrix einfiihren.

0= Y) (Yl

C1
= <C2> (Cl CZ)
Alal? el
el eal?
_(en @
Q21 Q22
Wie jede 2 x 2-Matrix lasst sich auch die Dichtematrix mit Hilfe der Pauli-Matrizen und der

Einheitsmatrix ausdriicken.

1( 1+R. RX—lRy>:%(]1+R.O-) (2.23)

€= 5\R,+iR, 1-R.

Dabei ist R der sog. Blochvektor. In unserem Fall ergibt sich dieser zu

u Q12 + @21
R=| v | =|-i(e1z-e2) | (2.24)
-—w Q11 — Q22
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Fiir den reduizierten Hamiltonoperator (Hyeq = Hatom + Hww) - der daraus folgt, dass
Uber n — 1 Moden ausgespurt wurde, sodass nur ein einzige tibrig bleibt - ergibt sich in
Matrixdarstellung

_ wWo  Wg
H= h(w; 0 ) (2.25)

Aus der Von-Neumann-Gleichung
. i
¢=—5[H.el (2:26)

lassen sich die Blochgleichungen ableiten. Diese lauten

un=20v (2.27)
V=-0U+ wrw (2.28)
= —(WRV. (2.29)

u ist hierbei die Komponente in Phase, v die Komponente auler Phase (17/2) mit treibenden
Feld. Nur u liefert einen Beitrag zur Lichtkraft, siehe Abbildung 29. Der Blochvektor gibt die

<

m E

» 29 Zur Veranschaulichung von u und v im Bezug zur Lichtkraft

Position auf der Blochsphdre an, sieche dazu Abbildung 30 Alle Uberlagerungszustinde von

Y>

.-

» 30 Blochsphire

y, und @, mit maximalen Dipolmoment liegen auf der Aquatorebene der Blochsphire. Des

2014-01-15 49

2



2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABI OSZILLATION

weiteren lassen sich die Blochgleichungen als klassische Kreiselgleichung umschreiben:

WR
Q=10
)
R=RxQ

R entspricht einer Kreiselgleichung (Berry Phase unterscheidet dies vom klassischen Kreisel).
Es zeigt sich also, dass die Blochgleichungen analog zur Kreiselgleichung der Bewegung
sind.

Bemerkung:  1.) Im Vektor Q ist wg die Frequenz des treibenden Feldes

2.) Die Bewegungsgleichungen des Blochvektors gehorchen einem Kreuzprodukt
R=RxQ
Der Vergleich mit der klassischen Mechanik liegt in der Kreiselgleichungen
L=QxL. (2.30)

3.) Rund R sind senkrecht aufeinander, d.h. |[R|2 = const. = 1. Somit kénnen auf der Ein-
heitskugel, bzw. Blochsphére alle Zustdnde erreicht werden. Siehe hierzu Abbildung 31

4.) Das Dipolmoment ist maximal am Aquator der Blochkugel und verschwindet an den

Polen, d.h. Sattigung. -
s
N N e A
Q

2T

Eigenzustiande Wr wg

R=0,dh.R| Q. Q=101 Q=10

0 0

» 31 Dargestellt ist der Vektor Q auf der Blochkugel bei Verstimmung, Resonanz und die Eigen-
zustdnde parallel zu Q

Fassen wir u, v und w als Erwartungswerte von Sy, S, und S. auf, also

u = (Sx)
v ={(S,)
w = <Sz>
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so reprasentiert dies ein Spin 1/2 System. Die Dynamik ist analog zur Spindynamik in einem
fiktiven Magnetfeld Q

WR
Q=0
o
Die Prazessionsfrequenz ist der Betrag des Vektors, also

Q| = \wi + A2,

dies entspricht gerade der verallgemeinerten Rabifrequenz.

2.1.3 Spontane Emission und optische Blochgleichungen

Im Folgenden betrachten wir ein Zwei Niveau Atom im Strahlungsfeld mit der Frequenz wg
und Verstimmung 6. Siehe hierzu Abbildung 32. Dabei bezeichnet ¢ die Dichtematrix des

\ [~

Lichtmoden A

Entropie
Wg, 0

» 32 Zwei-Niveau-Atom im Strahlungsfeld

Gesamtsystem aller Lichtmoden A. Der reduzierte Dichteoperator ¢ fir das zu betrachtende
Zwei Niveau Atom ist in diesen Zusammenhang durch

0 =tra(0) (2.31)
gegeben. Diese Spur wird aber nur iiber alle A gebildet, d.h. das Ergebnis ist eine 2 x 2 Matrix,
sprich & ist eine 2 x 2 Matrix.

Klassischer Grenzfall

Wir greifen die Uberlegungen des Lorentz Modell nochmals auf, das besagt, dass ein Elektron
an einem Atom durch die Differentialgleichung eines harmonisch getriebenen, gedampften
Oszillator beschrieben werden kann, also

F(t)

X + Bx + wix = o cos(wt). (2.32)
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F(t) sei hierbei eine langsame, veranderliche Einhiillende. Wir suchen Losungen der Form
x = ucos(wt) — v sin(wt). (2.33)

Ansatz (2.33) in (2.32) und sortieren der auftretenden Terme liefert zwei Gleichungen fiir u
und v:

u=(w—wo)v—ﬁu

2
)~ (w0 — _B,_EO)
UV =(w-wo)u 2v PM©

Hierbei wurde verwendet, dass 7 < wv und ¥ < w?v, aufgrund der langsam, verdnderli-
chen Einhiillenden. Fiir 1t = v = 0 gilt fiir w = wo:

w? — w3 = (W + wy) (W — wp) = 2w(w — wq).

Damit folgt
I R
82+ (B/2)* 2mw
B/2 F

52+ (B/2)? 2mw

wobei 6 = w — wy ist. Die Phase zwischen x(t) und F(t) ist
v
= arctan( — |.
¢ (u )

In Abbildung 33 ist der Verlauf der Phase zu sehen. Betrachten wir nun die Energiebilanz.

i

‘W

Wy

» 33 Phase zwischen x(t) und F(t)
Fir die Gesamtenergie gilt:

1 1 . 1 . )
Eges = mez + Emwéx2 A imw(uZ +v?)

Fiir die zeitliche Ableitung gilt
Eges = mw? (Uit + vv)

w
= —BE-Fv.
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Es zeigen sich also die folgenden Proportionalitaten:
E < x? ce Pt
x = xoe P2 cos(wt + P)
Quantenmechanisch ldsst sich die Van-Neumann-Gleichung modifizieren, indem wir dem
angeregten Zustand eine Zerfallsrate I' zuordnen. Die Van-Neumann-Gleichung lautet dann
6= —F1H,0l+ 5+ 0. (2.34)

Wobei der Hamitlonoperator aus (2.25) zu verwenden ist. Die Losungen dieser inhomoge-
nen Differentialgleichung ergeben die Blochgleichungen im geddmpften Fall mit spontaner
Emission:

w=20— gu (2.35)
. r

U =-0u+ wrw — SV (2.36)

w=-wrv-T(w-1) (2.37)

Dies sind die optischen Blochgleichungen . Die optischen Blochgleichungen beschreiben ein
Ensemble von Atomen, die gleichzeitig beobachtet werden.

Im Gleichgewichtszustand gilt fiir die Blochgleichungen
un
v |=0.
w

Dies fiihrt zu folgendem Blochvektor

u
R=1|v
w

CUR(S

1 r

- ), ®f I2 wRiz

ol 3+ e+

Die Darstellung lasst sich durch Einfiihren einer dimensionslosen Zahl, dem Sdttigungspara-
meter

w22

T 52 112/4 (2:38)

verschonern. Fiir das Matrixelement g, der Dichtematrix bedeutet dies
022 =P,
1-w
2

w3 /4
8%+ w3 /2 +T2/4
1 S
2S+1°
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Filt S <« 1, so ist man im linearen Bereich, wie vom Lorentzmodell bestatigt. Erst fiir groRere
S tritt Abweichung zum Lorentzmodell auf. Abbildung 34 zeigt dieses Verhalten. Fiir groRe
S konvergiert g, gegen die Wahrscheinlichkeit 1/2.

Pop - Lorentz-Modell (klassisch)

N =

=

i

[ E "

» 34 Wahrscheinlichkeit in |e) zu sein in Abhdngigkeit des Sittigungsparameter versus dem
Lorentzmodell

2.2 Lichtkrifte und Laserkiihlung

Theorem Das Ehrenfest-Theorem lautet
d .
ar (A) = —ih([H, A]) + (0:A).

A ist hierbei ein quantenmechanischer Operator (physikalische Gréfie) der im Allgemeinen
zeitabhdngig ist und H der Hamiltonoperator des Systems. X

Bemerkung: Das Ehrenfestsche Theorem besagt, dass sich quantenmechanische Observablen
im Mittel klassisch Verhalten. AuRerdem gilt:

» Verschwindet der Kommutator [A, H] = 0 und ist zudem 0;A = 0 bleibt der Erwar-
tungswert erhalten. Es folgt dann:

d a _
Eprob[A L aylyg(t)]=0.

» Ein klassisches Analogon stellt hierbei die Poisson Klammer dar
d
&f(lh,lﬂi,t) ={f,H} +o.f.

Das Ehrenfest-Theroem erlaubt eine klassische Naherung, indem wir den Eigenwert der Kraft
F(x) in eiener Taylorreihe entwickeln um den Erwartungswert (x), d.h.

(F(x)) = <F(<x>> LX) (x - (X)) + %F”((x))(x e 0(x3)>

=F((x)) + F'({x)) {(x — (x))) +%F”(<X>) ((x = (x))?) +{O(x*))

=0 =(Ax)?2

— F((x)) + %F"«x»(Ax)Z (O
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Wird nur der erste Summand betrachtet (nur erlaubt, falls die Kraft eine lineare Funktion ist),
also

(F(x)) = F({x}),
so erhdlt man eine Differentialgleichung der Form

dZ

man (x) = F({x)).

Die Erwartungswerte bewegen sich also auf klassische Bahnen, d.h. das Ehrenfest-Theorem
liefert uns direkt die Newtonsche Bewegungsgleichung, wenn wir nach dem Korrespondenz-
prinzip die Operatoren durch klassische Grofen ersetzen. -

2.2.1 Dipolkraft und spontane Lichtkraft
e
g

o
» 35 Zur Berechnung der gemittelten Kraft und der Naherung
Zunachst berechnen wir die gemittelte Kraft mit Hilfe der obigen Bemerkung
Mawm(R) = (Vr(d - E)).

Der Nabla-Operator wirkt hierbei nur auf R, da A > d, bzw. ¥ nur wenig Angstrom betragt
(Vgl. Abbildung 35). Insbesondere gilt

mAmm(R) = z (d,) . VE,

Jj=x,,z

Im Folgenden berticksichtigen wir die Naherung, dass mit punktférmigen Teilchen gerechnet
werden kann, also

(R) =R,
da die DeBroglie-Wellenldnge viel kleiner ist als die des Feldes (optisch), also

)\dB < )\optisch -
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Jetzt betrachten wir ein »ruhendes Atomg, d.h. wir bekommen die Gleichgewichtslésungen
fir (d;).
(dy = tr[g . [i]
= di2(012 + 021)

= 2di>(ug coswrt — vg sinwit)

Bemerkung: Nur die AuBerdiagonalelemente geben ein Dipolmoment, d.h. liefern einen
Beitrag. -

Die Bestimmung von ug, bzw. vy soll anhand verschiedener Uberlegungen erfolgen. So
betrachten wir folgendes elektrisches Feld

E = €Ey(R) cos(wrt + ¢p(R)).
Gradient auf eine der Komponenten von E ergibt
VE; = gjcos(wit + ¢p) - VEy — &;Epsin(wt + ¢P) - V.
Die Lichtkraft ist somit:
F=>1d,)) VEjt (2:39)
=& -dpp[usVEy + v Eg V] (2.40)

Hierbei ist der Term usVE, die in Phase Dipolkraft und vs.EyV ¢ die spontane Lichtkraft
(wird auch als Lichtdruck bezeichnet). Im zuge der Rechnung wurde beachtet, dass in
zeitlichen Mittel tiber eine optische Periode sowohl Sinus als auch Kosinus verschwinden.
Die Klammer kann wie folgt umgeschrieben werden

hwru
Fpipol = —ﬁﬁ(VwR)

Fspont = hvaSt(vd))-

»| Beispiel » Fir eine laufende Welle mit E = €E, cos(wt — k; - r) folgt:
P(R) =—ky T
54 V¢ = —kL

Die spontane Lichtkraft ist somit

Fspont = vaSthkL
r s

“oseintk

Es zeigt sich, dass die spontane Lichtkraft bei ghkL sattigt.
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» Eine stehende Welle (mithilfe zwei laufender Wellen)
E = €Ecos(kyz) cos(wit)

Berechnung der Dipolkraft

S 1

S+1wg R
S
S+1

-t
FDipol = -hé

o hk; tan(k; z) <€

Bemerkung:  1.) Fur 6 = 0 ist die zeitlich gemittelte Dipolkraft
-t
F Dipol — 0,

aber grolRe Fluktuationen.

2.) ngpol ist nicht wie die zeitlich gemittelte spontane Lichtkraft szom nach oben begrenzt.

Fur jedes wg gibt es ein §, dass die gemittelte Dipolkraft flt)ipol maximiert. Typischer
Wert (wg > T) zeigt

0 o< wp,

und somit
=11
FDipOl = hka.

D.h. stimulierte Absorption-, bzw. Emissionszyklen. -
2.2.2 Laserkiihlung

2.2.2.1 Abbremsen von Atomen

S,

» Maxwell-Boltzmann-Verteilung

» konstante Frequenz Ap = K - vp

» Nachfahren der Frequenz

Up v

» 36 Der Atomstrahl aus einem Ofen wird durch einen entgegenkommenden Laserstrahl dahin-
gehend beeinflusst, das dessen Atome abgebremst werden. Anschaulich handelt es sich um die Ge-

schwindigkeitsverteilung (Dichte der Atome iiber der Geschwindigkeit aufgetragen) vor und nach
dem kiihlen.
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Die Laserktihlung und die damit verbundene Geschwindigkeitsverteilung wie in Abbildung 36
kann experimentell durch folgenden Versuch erreicht werden. Atome aus einem Ofen treffen
auf eine Blende durch deren Loch sie fokussiert werden. Ein entgegenkommender Laserstrahl
eines Lasers nahe der Resonanzfrequenz der Atome verursacht das Abbremsen der Atome.
Dies gelingt dadurch, dass die Atome im Atomstrahl vom entgegenkommenden Laserstrahl
Lichtquanten absorbieren (Laserlicht muss in dem Fall auf die atomaren Resonanzlinien
abgestimmt sein) und dabei einen Photonenimpuls von

Ap = hk

ubertragen bekommen. Die Geschwindigkeitskomponente der Atome in Laufrichtung dandert
sich dementsprechend um
Ap _ hk

pooet

AV = — =
m

Das angeregte Atom gibt seine Energie schlieRlich durch Fluoreszenz wieder ab. Die Atome
erfahren dabei einen RiickstoRimpuls. Die Fluoreszenz wird jedoch statistisch iiber alle
Richtungen emittiert, so dass der Impuls im Mittel tiber die Absorption-Emissionszyklen
verschwindet. Nur bei Absorption wird er in eine Richtung tibertragen, weshalb sich dieser
bei vielen Zyklen aufaddiert. Dies ist ja gerade wiinschenswert. Also muss ein Weg gefunden
werden um moglichst viele solcher Zyklen zu verursachen. Das Atom muss deshalb bei
Emission moglichst wieder in den Grundzustand tibergehen und nicht in andere Zustande.
Mit anderen Worten, es miissen geeignete Atomiibergange gesucht werden. Fiir den Fall der
Dopplerkiihlung ist eine ausfiihrliche theoretische Behandlung im Anhang zu finden.

2.2.2.2 Ausflug in die Atomphysik: Welches Atom kann man kiihlen?

Im Folgenden betrachten wir verschiedene Atome um ihre Moglichkeit auf Laserkiihlung zu
bestimmen:

1.) Das Wasserstoffatom weist eine Sattigungsintensitat auf von Is = 7.20‘1"1—;. Vergleiche

— 221)}\2

A=121.6nm

—Y 125‘1 /2

erlaubter Ubergang
» 37 Atomiibergang von Wasserstoff

hierzu Abbildung 37. Es zeigt sich aber, dass es derzeit nicht moglich ist Laserkiihlung
bei Wasserstoff anzuwenden, da es keine Laser der Intensitat A = 121.6 nm gibt.
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2.) Das Heliumatom weist eine Sattigungsintensitat auf von

Is =0.17mWcm™2.

3p,

A =1083nm

%Sl
Ubergang im Triplettzustand

» 38 Atomiibergang von Helium

Vergleiche hierzu Abbildung 38. Es zeigt sich dass bei bei einer Lebensdauer von
T = 100ns in einen Triplett-Ubergang es moglich ist Helium zu kiihlen. Dies ist bei
Argon, Neon, Xenon oder Krypton dhnlich. Metastabile Edelgasatome sind also gute
Kandidaten.

3.) Bei Alkaliatomen (Li, Na, Rb, K, Cs) zeigt sich, dass ein sogenannter Riickpumper notig
ist, d.h. ein zweiter Laser. Die Sattigungsintensitéat liegt bei

mw
Ig ~1.5—.
s 5Cm2
*Py)2
_)P]"7
A =780nm
A =795nm

b} Sl /2
Hyperfeinstruktur Rb

» 39 Atomiibergange von Alkaliatomen am Beispiel von Rubidium
4.) Bei Erdalkalimetallen (Mg, Ca, Sr, Ba, Yb, Dy, Er, Ho) liegt die Linienbreite bei I'/21r =
31 MHz und die Sattigungsintensitat bei (Abbildung 40)

mW

Is = .
5 60(:m2

Es zeigt sich, dass ein eigentlich nach den Auswahlregeln verbotener Ubergang eine
Laserkiihlung erméglichen wiirde.

5.) Im speziellen wollen wir nun Chrom (Cr) anschauen. Auch hier wird ein eigentlich
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3 Pl

A =657nm

A =422nm (eigentlich verboten)

ISO
Ubergang bei Ca

» 40 Atomiibergange von Alkaliatomen am Beispiel von Calcium

A =425nm Dy

7S3 1 = 6pg

» 41 Atomiibergange von Chrom

verbotener Ubergang verwendet. Das Verzweigungsverhiltnis betrigt ca 107> und die
Sattigungsintensitat

1, s = 8 Cﬁ .
Siehe insbesondere Abbildung 41.

6.) Sind auch Molekiile Laserkiihlbar? Zusatzliche Freiheitsgrade (Rotation, Schwingung)
erschweren ein zwei-Niveau-System.

Bemerkung: Die JJ-Kopplung erlaubt auch Ubergéinge im Falle des Interkombinationsver-
bots. -

2.2.3 Die Dopplerkiihlung

Im Folgenden betrachten wir zwei-Niveau-Atome zwischen zwei entgegengesetzt gerichteten
Laserstrahlen. Das Atom emittiert hierbei spontan Photonen in alle Raumrichtungen und
bewege sich mit einer Geschwindigkeit v nach links, siehe hierzu Abbildung 42. Bei der
Dopplerkiihlung nutzen wir den Dopplereffekt des bewegten Atoms sowie die Verstimmung
der Lasers aus. Die Laser haben hierbei ein Geschwindigkeitsprofil wie in Abbildung 43. Die
spontane Lichtkraft ist gegeben durch

F =Thk « P,.
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Laser

» 42 Zwei Niveau Atom zwischen zwei entgegengesetzt gerichteten Lasern mit der Verstimmung
6 <0.

P, entspricht hierbei der Wahrscheinlichkeit im angeregten Zustand zu sein und k dem
Wellenvektor des Lasers. Die spontane Lichtkraft eines Lasers ist demnach

» 43 Die spontane Lichtkraft der beiden Laser iiber kv aufgetragen. Die Laser weisen hierbei
eine typisches Lorentzkurve auf, sowie die Uberlagerung beider Kurven zu einer resultierenden
mit linearer Ndherung im Ursprung. Die am linken Maximum bestimmte Geschwindigkeit veinfang
wird Einfanggeschwindigkeit genannt dessen Grofe bei kveinfang = I'/2 liegt.

w3/2
62 +T12/4°
Im Folgenden betrachten wir die Ndherungen fiir § < 1 sowie v # 0, also bewegten Atomen
und die Kraft fiir ein einziges Lichtfeld (linker Laser).

I s
F=55i1
S§1r

ES(é)hk

F <P, < S(6) =

v+0 I’

~ 55‘(6 - kv)hk.

Unter Berticksichtigung des anderen Lasers erhalten wir fiir die Gesamtkraft

hkT

Foes = T[S(é—kv)—5(6+kv)]. (2.41)
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Linearisieren wir die Kraft im Ursprung, also um v = 0 erhalten ein Kraft der Form
F=—-xv.

Hierbei entspricht « einem Reibungskoeffizienten, wie wir ihn aus einem Dampfungsterm
der klassischen Mechanik her kennen. Eine kurze Rechnung zeigt, dass
_ hk?STwi

62 +T2/4°

Fluktuationen zu einem dissipativen Term fiihren, der noch vernachldssigt wurde. Dieser
kommt aus der Diffusion der Atome (Random walk). Unter Berticksichtigung besagten Terms
gilt fir den Impuls

(p(t)) =0 (2.42)
(p2(1)) = 0. (2.43)

D.h. der Impulsmittelwert verschwindet, nicht jedoch der quadratische Impulsmittelwert. Bei
der Diffusion gilt nach dem typischen random walk

(p2(1)) = 2Dyt, (2.44)

wobei D, die Diffusionskonstante im Impulsraum ist.

Bemerkung: Es gilt

ksT = lm(ﬂuz)

2
Ap = hk
_ Ap? h%k?
= AV= 2mh ~ 2mh’

Ap entspricht dem Impulsunterschied zwischen absorbierten und emittierten Photonen, d.h.
emittierte Photonen haben eine unterschiedliche Frequenz als absorbierte. -
Demnach gilt

(p*(1)) = (MK)’Tic(v = 0)(1 + ) -t.

—
2D,

Die Terme der Klammer (1 + &) haben hierbei die folgende Bedeutung:
» Die 1 entspricht hierbei der statistischen Verteilung der absorbierten Photonen.

» Das & entspricht hierbei der statistischen Verteilung der emittierten Photonen. In einer
Dimension ist & = 1. Fiir linear polarisiertes Licht in drei Dimensionen wird & = 2/5.

I ist in diesem Kontext die Streurate (sc 2 scattering). Im Gleichgewicht gilt

D Legyree T 2r))
T == =" M o5
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Tp Elemente
240 pK Na
38 uK He*

120 pK Cr, Rb

» 7 Doppertemperaturen verschiedener Elemente.

Die I sind hierbei Intensitaten. Fur kleine Intensitaten I < I, folgt

Ar(1+E . r
kBTD‘min_7< > ) fur 6——5. (2.45)

Es zeigt sich, dass Gleichung (2.45) unabhéngig von GroRen wie m, k, A, ...ist, sondern nur
von I abhéngt. Tabelle 7 gibt hier verschiedene Dopplertemperaturen Tp an.

Bemerkung: Die Dopplertemperatur ist in der GréRenordnung von ~ 100 pK. -

Der Vergleich mit experimentellen Messungen zeigt, dass die erreichten Temperaturen ge-
ringer als der theoretische Wert ist, d.h. das Experiment besser als die Theorie ist. Grund
dafiir sind zusatzliche Interferenzeffekte die im Versuch auftreten und die Kiihlung un-
terstiitzen. Zur Bestimmung der Temperatur miissen immer zwei Kurven (Verteilungen)
aufgenommen werden, die Anfangs- und die Endkurve. Nur so lasst sich die Kiithlung messen.
Eine ausfiihrliche theoretische Behandlung der Dopplerkiihlung ist im Anhang zu finden.

2.2.4 Magnetooptische Falle

Im Folgenden wollen wir einen s- und p-Zustand eines Atoms, wie in Abbildung 44 betrachten.
Wobei eine Aufspaltung aufgrund eines Magnetfeldes zu sehen ist. Wieder lasst sich die
spontane Lichtkraft um » = 0 linearisieren, wobei wir eine Kraft der Form

F = —yr, (2.46)
erhalten. y ist das Analogon zu einer Federkonstante mit

O(QHB%
hk -~

Abbildung 45 zeigt die schematische Anordnung in drei Dimensionen.

2.2.5 Die Sub-Dopplerkiihlung

Wir betrachten Die Kraft-Geschwindigkeitskurve in Abbildung 46. Wie im obigen Abschnitt
linearisieren wir im Ursprung. Das Experiment liefert jedoch tiefere Temperaturen T < Tpgppler
als die Theorie vorhersagt, d.h. der Ddmpfungsterm ist zu gering. Wir suchen somit eine
Funktion grofere Steigung im Kraftprofil, wie sie skizziert ist um diesen zu vergrofern.
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= +l AF

linearum 0
B ’7"

\

» 44 Aufgespaltetes s und p Niveau im Magnetfeld mit der spontanen Lichtkraft iiber den Ort
aufgetragen, um den Vergleich zu Abbildung 43 zu bemerken.

» 45 Dreidimensionale Anordnung: Zwei Spulen zwischen denen das Atom sitzt.

\\ r

» 46 Kraft Geschwindigkeitskurve mit Linearisierung im Ursprung und Verbesserung der Theo-
rie durch eine stirkere Steigung im Ursprung.
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D
- k37‘= —lﬁ
(0.4

Letztendlich wird eine Theorie gesucht die ein groReres A liefert. Eine Losung bietet das
»standing light field cooling for § > O« und die ortsabhingige Polarisation.
Standing light cooling

Ausgehend von einem zwei-Niveau-Atom in einem stehenden Lichtfeld mit der Verstimmung
6 > 0 erfolgt das »standing light cooling«. Fiir die Grenztemperatur erhalten wir

Wir betrachten hierbei Zustiande der Form |, n). n bezieht sich auf die Quantenzahl der
Photonen, d.h. die Anzahl der Photonen des Lichtfeldes (siehe auch Abbildung 47). Die

[1,n+1)
§n+l
[2,n+ 1)
2
[{gl+)1 spontane Emission

[1,n)

EH
[2,n)

» 47 Potentiallandschaft mit eingezeichneten Ubergingen mittels Streuung, also Abgabe von

Energie ans Lichtfeld. Spontane Emission reduziert die Anzahl der Photonen, die Ubergangswahr-

scheinlichkeit betrigt hierbei | (g]+) |2, bzw. | (g|-) |°. Aufgetragen ist die potentielle Energie Vo
iiber der Position, hier z. Siehe hierzu auch Chohen-Tannoudji.

Kihlung besteht darin, dass das spontan emittierte Photon das System verldasst und ein
Prozess der zum Aufstieg fiihrt nicht mehr stattfindet. Bei blauer Verstimmung 6 > 0 ist die
Streuung auf dem Potentialberg am hochsten, bei roter Verstimmung é < 0 dementsprechend
im Potentialtal. Man spricht auch vom Sisyphos Kitihlmechanismus. Bei blau verstimmten
Licht erfolgt zum Beispiel erst eine Streuung wenn ein Atom im Grundzustand auf einen
Potentialberg »gewandert« ist - unabhéngig ob es der néachste oder iibernachste Potentiaberg
ist (vgl. Sisyphos) - und somit eine Abgabe an Energie ins Lichtfeld. Das Modell entspricht
dem von Photonen im Resonator.

Im blau verstimmten Lichtfeld liegt die Laserfrequenz {iber dem angeregten Zustand, siehe
hierzu Abbildung 48. Wenn also
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w; > Wy
—t— le) —5— 19)

A=w;—wy>0
— g —Y— le)

» 48 Energieschema im blau verstimmten Lichtfeld und »rotating wave approximation«, wobei
A =wr — wqy > 0.

h
2\dB = ; = )\opt
h
= p= Aopt = hk,

dann gilt fiir die kinetische Energie

2 h2k2
Ekin = 2pim = om ; kBTrec;

mit der RiickstoRtemperatur Ty, die im GroRenbereich von ~ 1 pK liegt.

Ortsabhangige Polarisation

Mittels der ortsabhédngigen Polarisation ist es moglich auch fiir rot verstimmtes Licht 6 < 0
eine Kiihlung zu erhalten. Siehe dazu Abbildung 49. Dies fiihrt zu dem gesuchten Kraftprofil

AEnergie

60<0
N
N
\\
g. g,
} } } } — Z
1 2 51 an 51
8 3 3 8 3

» 49 Ortsabhangige Polarisation. Energie iiber Polarisation.

mit starkeren Dampfungsterm «, wie in Abbildung 46 gesucht. Die VergroRerung zeigt das
Kraftprofil um den Ursprung.

Um noch tiefere Temperaturen als Ty zu erlangen betrachten wir Abbildung 50, in der eine
Impulsverteilung mit Streuung im Impulsraum betrachtet wird. Um dies zu erreichen wird
das Modell eines Drei-Niveau-Atom wie in Abbildung 51 verwendet. Hier wird vor allem die
quantenmechanische Beschreibung der Bewegung wichtig.
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hk

L]

7

» 50 Impulsverteilung mit Streuung im Impulsraum.

WW/‘V\WW\,

-, —hk) lg., +hk)

» 51 Drei Niveau Atom und entgegengesetzte Lichtfelder. g+ und g— miissen im Impulsraum zur
konstruktiven, bzw. destruktiven Interferenz fiihren.

2.2.6 Subrecoil cooling

Wir betrachten ein System wie in Abbildung 52 dargestellt. Hierbei stellt 0. senkrecht
aufeinander polarisierte Lichtstrahlen dar. Uberginge der Form m = m’ = 0 sind verboten.
Die ebenen Wellen sind aufgrund der Impulserhaltung im System gekoppelt. Die Abbildung
beinhaltet jedoch keine Verstimmung 6 der Laser. Das A und \/-System (die Symbole sind

|€0rlﬂ) -1
o
NN\
J=1

m m:(g m=1
lg-,p — hk) 190, P g+, p + hk)

» 52 Ubergang bei dem J = J' = 1 erhalten bleibt, da er erlaubt ist. Der Impuls wird groRer bei
Absorption durch einen positiven Puls von links nach rechts, dementsprechend wird er kleiner bei
Absorption eines negativen Puls von rechts nach links.

stellvertretend fiir die eingezeichneten Uberginge) entkoppeln, d.h. es reicht sich nur mit /\
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zu beschiftigen. Der Hamiltonoperator is somit

(p-hk)2 0 0 0 1 0
ﬁ=2i 0 p? 0 h‘;R 1 0 1. (2.47)
m 0 0 (p+hk)? 0 -1 0
z}[a EI:Z‘V\V

H, ist hierbei der Anteil der externen Freiheitsgrade und Hynw der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator,
d.h. die Lichtkopplung.

1. Beobachtung Es existiert ein Zustand der vom Lichtfeld entkoppelt, dieser ist durch

1
[Wne(p)) = ﬁ[\g-,v—hk)+lg+,p+hk>] (2.48)

gegeben. Die Anregungsamplituden interferieren destruktiv (daher die Bezeichnung dark
state), d.h.

I:IWW W/na(p)) =0.

der orthogonale Zustand dazu interferiert dementsprechend konstruktiv und ist durch

1
Iwc<v)>=ﬁ[lg-,p—hk>—lg+,p+hk>] (2.49)

gegeben. Dieser wird daher auch als bright state bezeichnet. Das System kann somit reduziert
werden, bzw. vereinfacht dargestellt werden. In Abbildung 53 ist das reduzierte System zu
sehen.

leo, p)

lwe(p)) [Wne(p))

» 53 Reduzierte Darstellung des Systems mittels »dark state« [, (p)) und »bright state«| . (p)).
Die Kopplung der beiden Zustdande verschwindet nur, wenn (p) = 0 ist.
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2. Beobachtung Betrachten wir nun die Wirkung von |y, (p)) auf H,

1 {(p-hk)?
V2 2m

(p + hk)?

I:Iulq/nc(p» = m

lg-,p — hk) + |g+,p+hk>}

1 (p° hk)®
= o e ) + (g~ k) + g+ hK)]
——

Erec

hkp k) -

= o Lg-p —Nk) |g+,p+hk>]}
_(r _ hkp

- (27’”, +Ercc> ‘Wnc(p» m |(,Uc(p)>,

wobei & die Recoilenergie ist. D.h. die Bewegung (p # 0) koppelt an |,.) und |@.) und
damit wieder ans Lichtfeld. Nur p = 0 bleibt dauerhaft entkoppelt.

Bemerkung: Die Bewegung wandelt den dark state in einen bright state um. Wenn von p
gesprochen wird, ist meist der Erwartungswert (p) gemeint. -

[Wne(p)) ist ein stationdrer Eigenzustand des gesamten Hamiltonoperators.

Anschauliches Bild

Ist die Grundzustandspolarisation an jedem Ort gerade orthogonal zur Polarisation des
Lichtfelds, kann kein Licht absorbiert werden. Vergleiche hierzu Abbildung s54. Der Uberlage-

~An

» 54 Entgegen gerichtetes 0. und o_ polarisiertes Licht interferieren in den resultierenden Zu-
stand (Mitte). Veranschaulicht wird die Abhdngigkeit der Phase.

rungszustand

1
ﬁ[lgﬂn — k) + g+, p + hk)]

ist eine stehende Materiewelle mit »Polarisationsgradient« im Grundzustand (oder Matrixele-
ment d).

Fir 6 + 0 existiert dennoch ein dark state. (p) = 0 besagt, dass keine Bewegung im Mittel
stattfindet. Die Fluktuation, also {p?) verschwindet jedoch nicht.

Bemerkung: Vergleiche hierzu das Paper: J. Dalibard und C. Cohen-Tannoudji. ,,Dressed-
atom approach to atomic motion in laser light: the dipole force revisited“. In: J. Opt. Soc. Am.
B 2.11 (Nov. 1985), S. 1707-1720. -
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2.3 Drei-Niveau-Atome

2.3.1 Das klassische Modell

Das klassische Modell eines Drei-Niveau-Atoms erweitert letztendlich das Lorentzmodell des
Zwei-Niveau-Atoms um ein weiteres Niveau, d.h. um eine weitere Masse mit Feder.

» Im klassischen Modell entspricht ein zwei-Niveau-System ohne Sattigung einen ge-

dampften harmonischen Oszillator (Abbildung 55)- Das klassische Modell fiihrt auf

F(t) = Fe st
>

m K 7l
y A
> 55 Gedampfter harmonischer Oszillator als Kklassische Interpretation eines zwei-Niveau-
Systems.

die Absorptions- und Dispersionsreltationen die in Abbildung 56 dargestellt sind. Dies
entspricht der bekannten Kramers-Kronig-Relation.

Pz\bs Re(Xl(t))
(L)‘\-’— Wy M Wo
Absorption Dispersion
» 56 Geddmpfter harmonischer Oszillator als klassische Interpretation eines zwei Niveau Sys-
tems.

>

Ein Drei-Niveau-Atom kann im Sinne des Lorentzmodell als gedampfte, getriebene,
gekoppelte Massen wie in Abbildung 57 beschrieben werden. Im klassischen Modell
beschreibt y, effektiv ein Zerfall des |g,)-Niveaus und kann aufgrund des gewédhlten
Systems als kleine Stérung betrachtet werden. y; beschreibt demnach den Zerfall
des |e)-Niveaus. Zur Vereinfachung seien im folgenden K; = K, und m; = m,. Dies
entspricht der Entartung zwischen |g;) und |g»).

Bemerkung: Wird m; mit der richtigen Frequenz getrieben, so ist dessen Amplitude
Null, d.h. m, bewegt nicht. -
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F(t) = Fe iwst
«—

le)
Probe Coupling K 2 K M1 K

lg1) [g2)

Y1

» 57 Klassisches Analogon des Drei-Niveau-System. Hierbei wird Masse m; getrieben. Im Drei-
Niveau-System sind vorallem die Absorptions- und Dispersionseigenchaften des Probelasers (ein
schwacher Laser) interessant. Diesem wird ein Laser, der fiir die Kopplung der beiden Niveaus
zustandig ist, entgegen gerichtet.

Das klassische Modell kann mittels einem Differentialgleichungssystems beschreiben
werden, dieses lautet

X1+ ylkl + (U(Z)Xl — QZ(XZ -x1)=0 (2.50)
X2 + Yo + w3x2 — Q3 (x; — x2) = 0. (2.51)

Hierbei ist Q% = K/m. Das DGL-System ldsst sich mit den Anséitzen

Xl(t) = Nleiiwst

X () = Npe~iwst
16sen. N; sind hierbei komplexe Konstanten, also N; € C. Als Losung ergibt sich

(w§ — w3 —iy,ws)Fewst

- - . (2.52)
m[(w§ — w5 — iy ws) (W — ws —iyws) — Q4]

x1(t) =

Aus Gleichung (2.52) ergibt sich fiir die absorbierte Leistung P(t) gemittelt tiber eine
Periode

PH) =F-x1 (D).
D.h. wir erhalten

2miF2ws (w3 — w3 — iy ws)

Pe = c - - - - . (2. )
5T m[(w? - w? — iy ws) (w3 — w2 — iy,ws) — Q4] >3
Im folgenden wollen wir nun Gleichung (2.53) diskutieren
1.) Im ungekoppelten Fall, also Q = 0 gilt
21iF?w
Pg(ws) = > (2.54)

mlwf - w§ —iy1ws]’

Abbildung 58 zeigt den Realteil der Funktion. Dabei beschreibt y; in (2.54) die Linien-
breit.

2.) Im Fall der schwachen Kopplung, also Q <« y; ergibt ich Abbildung 59.
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APS

>

wo — W

» 58 Realteil von Gleichung (2.54) mit eingezeichneter Linienbreit y;. (Absorptionskurve)

Re(P)

Wy — W

» 59 Realteil der absorbierten Leistung im Fall der schwachen Kopplung, Die Maxima der Funkti-
on liegen dabei hoher als fiir ein Lorentzpeak eines 2 Niveau-Systems. Zusitzlich erkennt man die
Einschniirung bei 0. (Absorptionskurve)

Bemerkung: Die Resonanzfrequenz (Punkt der Einschniirung) fiir die destruktive Inter-
ferenz ist zwischen wg und wg
K, +K
2 _ 1
ws =",

d.h. eine Normalmode wird oberhalb und eine unterhalb der Resonanzfrequenz getrie-
ben. Die Antwort ist somit einmal in Phase und einem auler Phase. Die Gesamtauslen-
kung ist demnach Null! -

» Fir y, = 0 und ws = +/(K; + K)/m verschwindet Pg,also Ps = 0.
» Fur y; # Ound wgs = +/(K; + K)/m gilt fir Ps

2TF Wiy,

P . i srz2
S(08) = Ty yaw? + O]

=0

so wird das elektromagnetische induzierte Transparenzsignal, wie in Abbildung
59 zu sehen, nicht auf Null abfallen.

Re(P)

Ps

Wy — Ws

» 60 Realteil der Leistung fiir den Fall y + 0 und einer Frequenz ws = K; + K/ /m
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3.) Im Fall der starken Kopplung, also Q > y; erhalten wir die Absorptionspeaks der star-
ken Kopplung in Abbildung 61. Man spricht auch von der Autler-Townes Aufspaltung.
Hierbei ist die Aufspaltung der Normalmoden weitaus groRer als die Linienbreit y»

Aufspaltung der Normalm-
oden > Linienbreite y;

» 61 Absorptionspeaks der starken Kopplung und Autler-Townes Aufspaltung

4.) Fur die Dispersion erhalten wir die verschiedenen Fille wie sie in Abbildung 62 dar-
gestellt sind. Im Fall der starken Kopplung erhalten wir hohe Transmission und hohe

Starke Kopplung Schwache Kopplung

Absorption /\ /\> ‘/\/\>

Dispersion /\\/ /\\/; .AVA7,

» 62 Absorptions- und Dispersionskurve der starken und schwachen Kopplung.

normale Dispersion, dies entspricht einer langsamen Gruppengeschwindigkeit.

Bemerkung: Nun stellt sich die Frage, wo das Licht hingegangen ist, dazu betrachten
wir Abbildung 63. D.h. es bildet sich ein Uberlagerungszustand der beiden Grund-
zustdnde. Der Probelaser »schreibt« sozusagen in das Drei-Niveau-Atom hinein. Das

» 63 Zur Veranschaulichung des Prozesses

Ausschalten des Lasers fiihrt zu einem Uberlagerungszustand. Einschalten des rechten
Lasers fithrt dann zu einer Beugung am Uberlagerungsmuster. Damit kommt selbes
Licht wieder hinaus, wie jenes, das vom Probelaser hinein kam (und zwar Phasen-
gleich).

—

2014-04-30

73

2



2.3 | DREI-NIVEAU-ATOME

STIRAP (Stimulated raman adiabatic passage)

Im Experiment STIRAP (Stimulated raman adiabatic passage) verwendet man ein Drei-Niveau
System wie in Abbildung 64. Ziel ist es alle Atome von Niveau |1) in Niveau |3) zu bringen.
Dies geschieht dadurch, dass der Laser P aufgedreht wird, wahrend der Laser S langsam
abgeschaltet wird. Der Hamiltonoperator des Systems ist hierbei durch

» 64 STIRAP Drei Niveau System

0 Qp(t) 0
H(t) = [Qp(t) 2Ap Qs (t)
0 Qg(t)  2(Ap — Ag)

gegeben. Dabei werden die folgenden Zustéande durchlaufen
la*) =sinf@sin¢ 1) + cos¢ |2) + cos Osing |3)
|a®) = cos O |1) —sin 6 |3) (2.55)
la”) =sin@cos¢|1) —sing [2) + cosOcos¢ [3).

Hierbei entspricht 6 einem Mischungswinkel der durch die Definition

_ Qp(1)

Qs(1)
gegeben ist. Der Winkel ¢ steht im Zusammenhang mit der Rabi-Frequenz und dem Detuning.

Er spielt jedoch keine Rolle fiir die folgende Diskussion, sodass keine explizite Darstellung
des Winkels erfolgt. Die Eigenwerte der Zustande (2.55) lauten

We=0p A +Q3+Q2  w’=0. (2.57)

Die Eigenzustdande |a*) beinhalten den Zustandsvektor |2), fiir den kein Populationszu-
wachs erfolgen soll. Der Zustand |a®) enthélt die beiden Zustinde |1) und |3) fiir die ein
Populationstausch statt finden soll, sodass wir diesen Eigenzustand untersuchen. Der Hil-
bertraumwinkel 0 lisst sich experimentell kontrollieren, sodass |a®) so pripariert werden
kann, dass er Anfangs dem Zustand |1) entspricht (6(0) = 0) und nach einer Zeit t dem
Zustand [3) (0(t) = 1r/2). Findet die Anderung des Winkels 0 im Hilbertraum adiabatisch
statt, d.h.

tan 0

(2.56)

[(a* [a") ] <1,

so lasst sich ein Populationstranfer von |1) — |3) durch die Variation von Qp respektive Q;
erreichen, ohne dass der Zwischenzustand |2) involviert ist.

X
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2.4 Elektromagnetisch induzierte Transparenz (EIT) optischer Medien

Wir betrachten Boxen mit Zwei- und Drei-Niveau-Atomen die mit einem Laserstrahl bestrahlte
werden, vgl. Abbildung 65. Wir sind am Absorptionsverhalten des Medium interessiert. Durch

> Azk— /_® —>Azk—
[ ) [ ) [ )

I e o o o

Io

» 65 Box mit Zwei-Niveau Atomen und eingezeichneten Absorptionsgesetz nach Beer (links) und
eine Box mit Drei-Niveau Atomen. Bei Drei-Niveau Atomen wird ein Kontrolllaser zusatzlich mit
eingestrahlt.

die Atomzahl N und das Volumen V ist eine Dichte gegeben. Im Folgenden wollen wir das
Absorptionsgesetz herleiten. Dazu betrachten wir eine diinne Schicht der Breite Az der Boxen
(vgl. hierzu Abbildung 66). In der Schichtdicke Az sind

Az\“//a
~
@ 9

N4

» 66 Box mit Flache A und Dicke Az. Die Flichen o stellen der Streuquerschnitt da.

1
~—.n-Az-
y n-Az-o
Atome. D.h. es handelt sich um den Bruchteil der durch den Absorber besetzten Flache.

Somit folgt

Al = —-Azol
Al
— =-nol
Az no
= I =Ie "9?, (2.58)

wobei o abhédngig von w ist (Inverse Lange). Hierbei handelt es um das Beersche Absorptions-
gesetz.
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Es gilt jedoch zu beachten, dass bei der Herleitung keine Sattigungseffekte berticksichtigt
wurden, da n = n, (Grundzustandsbesetzung). Die Eigentliche Differentialgleichung ist

dI
- —(ng —n.)o(w)l

Hierbei beschreibt der Faktor (ny, — n.) mit ny, die stimulierte Absorption und n. die

stimulierte Emission. Diese sind tiber die Einsteinkoeffizienten bestimmt, siehe hierzu
Abbildung 67. Somit folgt weiter
7}
AZI% BZI B 12
2

B2 = B

» 67 Stimulierte Emission und Absorption, sowie spontane Emission in einem Zwei-Niveau-
System. A»;, B>1, Bi» sind hierbei die Einsteinkoeffizienten der spontanen Emission, stimulierten
Emission und Absorption.

(ng —n.)o(w)l = n.A hw.

Die spontane Emission tibernimmt die Rolle der Stérung. Erinnern wir uns an die Blochglei-
chungen, so lasst sich o (w) wie folgt umschreiben.

A21hw Ne _ Azﬂ’lw%

= o(w) = 1 Ng — Ne 1 w

(2.59)

Erinnern wir uns an das Zwei-Niveau System, so ergibt sich mit n, = g¢.. und ny, — n. = w

_ Amhﬂ) Q2/4
o(w) = T AZ_T2/4 /4 (2.60)
Mit I = goc|E|? und Q2 = ({d) E)? erhalten wir
T2c? 1 r
O'((U) =3 (L)(Z] AZ]EAZ i r2/4 . (2.61)

Der Faktor 3 ist hierbei abhédngig von der Polarisation und Orientierung (fiir ein ideales
zwei-Niveau Atom ist er gleich 3).

Bemerkung: Fir w = wy, also der Resonanzfrequenz erhalten wir fiir Gleichung 2.61

o(w=wq) = —A"— (2.62)
Definieren wir nun X := A/27 so erhalten wir

o (wg) = 61A. X
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Starker Ubergang

Schwacher Ubergang

A
» 68 Wirkungsquerschnitt o iliber das Detuning A aufgetragen. Zu sehen sind starke und schwa-

che Ubergiinge.

Bemerkung: Wie in Abbildung 68 zu sehen, zeigt sich, dass die Absorptionsflache, bzw. der
Wirkungsquerschnitt nur von der Wellenléinge abhéingt. Starke- und schwache-Ubergéinge
unterscheiden sich um die Fldche unter der Kurve, nicht jedoch um deren Peakhohe. D.h. die
Ubergénge haben den selben Wirkungsquerschnitt. -

Die Intensitat ist somit
I((U,Z) oc Ioe—na(w)z.

Bis jetzt haben wir nur die Absorption betrachtet. Da jedoch auch die Dispersion wichtig ist,
betrachten wir die Suszeptibilitdt, die die Beziehung zwischen Polarisation und elektrischen
Feld darstellt. Erwiinscht wére

e—iiz kz .
Bemerkung: Nun stellt sich die Frage nach der Suszeptibilitat

x =X +ix"
eines Mediums, im Falle von 3-Niveau Atomen? -
Betrachten wir zunéchst die Polarisation P

P = goXxE = ndogyyp.

n bezieht sich hier auf die Anzahldichte und g, beschreibt die Population im Uberlage-
rungszustand |a) und |b) (Abb. 69). Dargestellt ist ein Drei-Niveau System mit Koppellaser
und Probelaser. D.h. wir suchen die Blochgleichungen eines 3-Niveau Atom . 94 erhalten wir
aus der Gleichgewichtslosung der Bewegungsgleichungen der Dipolmomente/Dichtematrix

o= [Q,FI] —-T. (2.63)

Hierbei hat der Hamiltonoperator H unter Beachtung der RWA die Form

Wg, QP 0
H=|wpr wp Q| (2.64)
0 Q w.
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|a)

» 69 Drei-Niveau Atom mit Kopplungslaser ., Probelaser Qp und Verstimmung A. y,; be-
schreibt hierbei spontane Emission in den Zustand |b) und y., in einen anderen Zustand.

und fir die Dichtematrix gilt

Qaa Qab Qac
0=|0Cpa Ow Qnc|- (2.65)
Qca Och Qcc

Interessant ist jedoch nur die Kohédrenz auf gg,y.

Bemerkung: Bedienen wir uns zunachst der Naherung fiir ein schwaches Probelicht, d.h.
Qp <T,Q,

und resonanter Kopplungslaser, d.h.
Age = 0.

Unter diesen Ndherungen erhalten wir

oup = iQpelrt(y, +1iA)
W o (Yap +18) (yep +1A) + Q2/4]°

hierbei ist Q die Rabifrequenz und w die Frequenz des elektrischen Feldes. -

Schreiben wir also die Polarisation etwas um, indem wir x = x’ +ix’’ einsetzten
P = goXE = ndapQap-

Hierbei gilt

, _ nldap|*A

QZ
thz |:ycb(Yab + YCI/J) + (AZ —YebYab — TC):| (2.66)

, nldal? 02\ ]
= Eo;lll; AZ(Yab + Yeb) — Yeb A? - YcbYab — TE | (2.67)
2 QC : 2 2
z=|A" = YabYeh — 2 )t A% (Yab + Yeb)©- (2.68)
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X AX
-1 s ‘ 1 A/}/ub
Halbwertsbreite

» 70 Absorption x’ und Dispersion x’’ iiber A/y,;, aufgetragen. Im Vergleich dazu gestrichelt das
2-Niveau Atom.

im folgenden wollen wir Gleichung (2.66) und (2.67) naher diskutieren, wobei wir Abbil-

dung 70 begutachten. Dort sind Absorption und Dispersion eingezeichnet. Fiir A = 0 gilt
X' <yn , X' =0

Hierbei ist die Breite des Transparenzfenster proportional oc %i. Fiir die Transmissionsfunk-

tion gilt

T(vp,z) = elkzx — iz (X'+ix")

D.h. das Transmissionsfenster wird mit zunehmender optischer Dichte noz immer schma-
ler

2
Ay @21
Yab VNOZ

fir optische Dichte noz > 1. Fiir die Dispersion ist die Halbwertsbreite noch schmaler

w? 1

c
Yap NOZ’

AVDisp =
d.h. extreme Dispersion und hohen Transparenz.
Bemerkung: Der Faktor y., wird als Dephasierungsrate bezeichnet. -
2.5 Pulspropagation

Es zeigt sich, dass die Breite des Absorptionspeaks in einer dichten Zelle immer schmaler
wird. Um die Pulspropagation ndher zu untersuchen, fithren wir die GroRe 6 ein, die durch

5:(1)13*(1)0
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PULSPROPAGATION

A
\/‘ \/A/ydb

» 71 Drei-Niveua-System mit Kopplungslaser und x’'.

bestimmt ist. Fiir kleine 6 und y., < ya» (vergleiche Abbildung 71) erhalten wir
, 3

2Yap
- 3c¥a 2
X = 4Tr2n2\ we 6+ 0(6°).

Hierbei gilt fiir den Brechungsindex n beziiglich einer Taylorentwicklung um 6 = 0

n=41+x (2.69)

~1+3nx2aals, (2.70)
Q¢

Bemerkung: Fir die Gruppengeschwindigkeit ist nur der Realteil interessant, bzw. eine Ent-
wicklung um 0 geht mit einem Extremum von x” einher, d.h. der Imaginarteil verschwindet.—-

Fir die Gruppengschwindigkeit vy, gilt

_dw c

ar — - dn -
dk ls-o0 ‘}’lJr(Upm

wp bezieht sich hierbei auf die Frequenz des Ubergangs im drei-Niveau-System. Berticksichti-
gen wir jetzt n als die Dichte, so gilt

dn _ 2 Yab

wp dwoy - 3NA“21TVPA Q%
_ Yab
= nO'c—Q%

!
= Ngy.

ng wird als Gruppenindex bezeichnet, der von einer Dichte n und dem Wirkungsquer-
schnitt abhéngt. Die Phasengeschwindigkeit des durchlaufenden Pulses entspricht hierbei
der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. Die Gruppengeschwindigkeit dagegen ist langsam.

Bemerkung: Es gilt zu beachten, dass fir die Phasengeschwindigkeit vpy, im Vakuum

(% w ¢ C
Ph = — = — =
k 5=0 n

gilt. -
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V2N e

» 72 Einlaufender Puls in ein Medium der Linge L.

Im Folgenden betrachten wir ein in ein Medium einfallenden Impuls, wie in Abbildung 72.
Hierbei ist die Zeit T4

. :L(L B 1)
Vg C

_ Lng,
[
Yab

Q2 (2.71)

=ILno

die Pulsverzogerung, d.h. die Zeit de dauert bis der Puls durch das Medium hindurch gedrun-
gen ist. In der Definition der Gruppengeschwindigkeit kommt jedoch nicht die Deformation
eines Puls, die durch das eindringen in das Medium verursacht wird zu tragen, d.h. lediglich
das Maximum beschreibt ob der Puls durch das Medium hindurch ist oder nicht. Hierbei
beschreibt der Term Lno die optische Dichte und der Gesamtausdruck auf der rechten Seite
von Gleichung (2.71) die inverse, dispersive Breite, d.h.

T4 =Lno = % = Av. (2.72)

C
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Atom-Atom Wechselwirkung

3.1 Streutheorie

Die fiir die Streutheorie wichtigen Lingenskalen sind der mittlere Teilchenabstand n~!/3 und
die Reichweite der Wechselwirkung a.
Wir betrachten das Regime eines verdiinnten, wechselwirkenden Gases, d.h.

na® < 1. (3.1)

Fiir na® > 1 liegt ein stakt Korreliertes Gas vor (siehe Vielteilchentheorie). Ein weitere
wichtige Lange ist die de Broglie Wellenlcinge Agg, die typischerweise von der GroRe der
optischen, bzw. thermischen Wellenlange ist, d.h.

)\th ~ Agpt > a.

Die Schlussfolgerung ist, dass eine quantenmechanische Streutheorie notig ist um das
Problem zu 16sen!

Bemerkung: Was ist a bzw. o < a®? -

Um dieser Frage nachzukommen, betrachten wir Abbildung 73. Zu sehen ist ein typisches

\% =0 de Broglie Wellenldnge
vdW ~ % 3
fn |
VLAY, , "

Reichweite der WW

|

|

|

|

|

|

:
Bindungslange ~a

» 73  Molekiilpotential und ein von rechts einfallendes Teilchen mit de-Broglie Wellenldnge

Molekiilpotential und ein von rechts einfallendes Teilchen mit de-Broglie Wellenldnge. Hierbei

2014-05-14 83

3



3.2

STREUPROBLEM

gibt es eine endliche Anzahl gebundener Zustiande und damit auch eine endliche Anzahl von
Nullstellen der Wellenfunktion.

Cs
Vput = ib

wobei a, der Bohrradius und a die Streuldinge ist.

Bemerkung: Liegt der letzte gebundene Zustand auf dem Dissoziationszustand, liegt Reso-
nanz vor, d.h. die Abschatzung gilt nur wenn der Abstand der Zustdande endlich ist. -

Im folgenden vereinfachen wir das Problem auf eine Raumdimension. Ist der Drehimpuls
{ ungleich Null, existiert eine Zentrifugalbarriere, vgl. Keplerproblem. vergeiche hierzu
Abbildung 74. D.h. das vereinfachte Potential gilt nur bei geringen Temperaturen, ansonsten

\% L+0

» 74 Zentrifugalbarierre bei £ + 0

muss ein allgemeines Potential beachtet werden.

3.2 Streuproblem

Im Folgenden betrachten wir eine von links einfallende unendlich ausgebreitete, ebene
Welle die auf ein Streuhindernis (bspw. ein Atom) V (#) féllt. Resultat ist eine um den
Winkel 6 auslaufende Welle ¢ die in ein Raumelement dA gestreut wird. Die Abstande
der einfallenden Wellenfronten entsprechen der de Broglie Wellenldnge Agg. Siehe dazu
Abbildung 75. Gesucht wird eine stationdre Losung der Schrodingergleichung. Aufgrund
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/\dk

Vi(r)

» 75 Streuung einer einfallenden, ebenen Welle ¢y an einem Streupotential V () und die resultie-
rende auslaufende Streuwelle ¢s.

ihrer Linearitét ist diese Gerade durch die Superposition von ein- und auslaufender Welle
gegeben.

¢ = o+ Ps (3.2)
d.h.

p° _
[Zm,, + V(r)]qb(r) = E¢(r), (3.3)

hierbei ist m, die reduzierte Masse.

Bemerkung: Behandlung im Schwerpunktsystem, d.h. wir machen eine Separation der Schwer-
punktbewegung. Dazu fihren wir die reduzierte Masse m, ein und betrachten den Fall
gleicher Massen, also m; = m, = m und erhalten

m, = mm,; ~m
H mi; + mo 2"

Die Energie E ist abhdngig von der Temperatur

pZ

E =kyT = om,”

Ab jetzt betrachten wir p = hk, als thermischem Mittelwert des Impulses. Spater muss dann
iiber eine thermische Impulsverteilung gemittelt werden. -

Um den richtigen Ansatz zu erhalten, verdeutlichen wir uns das Verhalten der auslaufenden
Streuwelle fir v — o

eikr

Ps(r — ) = f(0,p) (3.4)

7
wobei f (0, @) die Streuamplitude der Welle ist.

Ziel der Streutheorie ist die Bestimmung der Wirkungsquerschnitt o. Der Wirkungsquer-
schnitt ist hierbei die Anzahl der Streuereignisse geteilt durch die Anzahl der Teilchen,
genauer gesagt

. # Streuereignisse
Oror = B # Teilchen
Zeit - Zeit-Flache
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STREUPROBLEM

Das Ergebnis ist somit eine Wahrscheinlichkeit fiir die Streuung in Einheiten einer Flache.
Fiir die Streuung in ein Raumwinkelelement dQ gilt

do(E, 0,9) = |f(E,0,)|*dQ. (35)

Bemerkung: Der klassische Grenzfall des Schattenwurfs hinter einem Streuobjekt erklart
sich durch destruktive Interferenz von ¢, und ¢s in Vorwartsrichtung. -

Fur isotrope Potentiale gilt die Drehimpulserhaltung, d.h. wir konnen eine Partialwellenzerle-
gung nach den Drehimpulseigenfunktionen machen

©

Up\v
br =2 1) b (cos 0). (3.6)
¥
£=0
Hierbei sind Py(cos 0) die Legendre-Polynome und es wurde eine magnetische Quantenzahl
m = 0 vorausgesetzt. Setzten wir Gleichung (3.6) in die Schrodingergleichung ein, erhalten
wir

2
Zh—u}’(r) + [E = Vegrlue(r) = 0, (3.7)
my
wobei
2
Ear = V() + LD (3.8)
myr

ein effektives Potential mit Potentialbarriere ist.

Losung

1.) Fiir ein freies Teilchen, also V() = 0 addieren sich die Partialwellen zu einer ebenen
Welle.

2.) Fur V(r) = 0 aber V(r) — O fiir r — oo (Kurzreichweitig) erhalten wir die Losung wie
im freien Fall bis auf eine Phasenverschiebung

Se(k)

die durch den »inneren« Teil V (¥) # 0 erzeugt wird. Fiir die Streuamplitude dargestellt
in den Drehimpulseigenfunktionen ergibt sich

1

f(k, 0) = X

> (20 + 1)e'¢ sin 5Py (cos 0). (3.9)
¢

Der Streuquerschnitt ist somit

4 .
ot = k—g %(2# + 1) sin® 8 (3.10)

Hierbei gilt
oy(k) = (2€ + 1) sin® &.
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Bemerkung:  1.) Der maximale Wirkungsquerschnitt (unitarity limit) fur sin® §, = 1 ist

4
oy = k—Tzr(2€+ 1) =~ A3.

2.) Niitzliche Beziehung fiir s-Wellen (£ = 0) sind

fo(k) = %e”““‘) sin 8,
1

Im— = -k
fi
1
Re — = kcotdy(k
% o(k)
= folk) = —
0 = 1 . 1
Re(E) +1Im<ﬁ)
_ 1
~ kcotdy + ik

3.) Fir T — 0, d.h. k — 0 trdgt nur die s-Welle zur Streuung bei. Das Problem reduziert
sich auf die Berechnung einer einzigen Phase 6, oder f,

fo= lim %ei‘s”‘) sin 8 (k)
= a,
wobei a die Streuldnge ist und somit
o, = 4ma’®

4.) Fur identische Teilchen gilt, dass die Gesamtwellenfunktion (anti-)symmetrisch unter
Punktspiegelung werden muss (Pauli Prinzip) d.h.

r—-—-r , 0-0-m , —-Q@+T.

Die Streuwellenfunktion ist somit

ikr
Bs(r) = [F(0) £ flr - 9)]67,

wobei + fiir Bosonen und — fiir Fermionen einzusetzen ist, dies ist in Abbildung 76
dargestellt. Es zeigt sich, dass fiir identische Bosonen nur gerade Partialwellen besetzt
(s,d,...) und fir Fermionen nur die ungeraden (p, f,...) sind. im weiteren Sinne
bedeutet dies, dass fiir k — 0 ein ein-komponentiges Gas aus Fermionen ideal ist! -

Bemerkung: » Die relevante Skala ist die van-der Waals Lange ~ 5 mm.

» Eine einzige Phase reicht aus um den Streuprozess zu charakterisieren, diese muss
jedoch experimentell gefunden werden! -

Wie wir also gesehen haben, kann die Streulédnge als effektiver Radius fiir ein Harte-Kugelpotential
angesehen werden. Dieses Potential bezeichnet man auch als Pseudopotential.
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Bosonen Fermionen

» 76 Interpretation der Streuamplituden

3.2.1 Streuung am Kastenpotential

Im Folgenden betrachten wir das Verhalten einer von links nach rechts laufenden Welle in ein
Kastenpotential, wie es in Abbildung 77 zu sehen ist. Hierbei gelten die Anschlussbedingung

V)

Vo

» 77 Kastenpotential mit einfallender Welle von links sowie einfallende Welle ohne Potential
(freie Losung)

und Stetigkeitsbedingung

Y1 (r <mp) = Sin<\/k2TqZT)

W (¥ > 1y) = sin(kr + 6),

wobei

2m 2m
K= Gbn o 4= Ve

Aus den Anschlussbedingungen

Y1(ry) = Y2(ro)
Y1 (1) = Ya(ry)

folgt fir 6
s v ktan(\/q2 + kzro)
= —kry + arctan W . (3.11)
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Fur die Streuldnge a gilt

a = —lim tand
=
tan(«/q2 + kzro)
=-lim-r+ ———~—".
k=0 \Jaz + k2
und somit
_ tan(qro) (3.12)

a ="
qa

Tragen wir a liber g7y auf, so erhalten wir Abbildung 78. Wir sehen, dass in der Nahe der

Resonanzen die Streuldngen extrem negativ oder positiv werden, bzw. sich nicht im Bereich

der meisten Atome bei 1y befinden.

ap
To
S 1.0 N\5m 2.0m 25w 477
1. gebunde- : 2. gebunde- 3. gebunde-
ner Zustand ner Zustand

ner Zustand

» 78 Resonanzen der Streulidnge in Abhéangigkeit von gry
3.2.2 Temperaturabhingigkeit der s-Wellenstreuung
Fir den Wirkungsquerschnitt und die Streuamplitude von s-Wellen gilt

0o(K) = 75 sin (8, (k) = |fo|2de

1 1
folk) = 4ot (k) —ik ~ —1ja - ik’

Somit ergibt sich fiir verschiedene GroRen von a

41ra? oy =35 fira — o
oo(k) = ———— ke . (3-13)
0 1+ k2a? {0‘0 =4ma® fira < Ag 313

89
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Bemerkung: Fir jede Temperatur existiert eine ausgezeichnete Partialwelle, d.h. die thermi-
sche Energie entspricht der eines gebundenen Zustandes. -

Fir die s-Welle ist die Temperaturabhdngigkeit in Abbildung 79 zu sehen. Die Reichweite des

g

41Ta? 9o

! >
T T >

27T/ Ags k
» 79 Wirkungsquerschnitt iiber der Temperatur einer s-Welle

Potenzials wird tiber die van der Waalslange bezeichnet. D.h. 7, entspricht im vdW-Fall

n (2m\? C 2 i
(l) B [—ng] . (3.14)

2m\ 7y 7S h?

3.3 Feshbachresonanzen
Im Folgenden betrachten wir zwei Molekiilpotentiale, die nahezu iibereinander liegen, wie
sie in Abbildung 8o zu sehen sind. Die beiden Kandle seien Uiber eine anisotrope Kopplung

A miteinander verbunden. Mit anderen Worten fiihrt jede anisotrope Wechselwirkung zu

VA

geschlossener Kanal

”
offener Kanal

» 80 Zwei Molekiilpotentiale, die nahezu ilibereinander liegen. Das untere wird als offener Kanal,
das obere als geschlossener Kanal bezeichnet. A ist ein Kopplung.

einer Kopplung A zwischen den Potentialen. Als vereinfachte Modellvorstellung konne zwei
ubereinanderliegende Kastenpotentials mit unterschiedlicher Kastentiefe V;, dienen, wobei
die Hohe des einen Kastens mittels eine Magnetfeldes varriert werden kann. Siehe dazu
Abbildung 81. Der Hamiltonoperator H des Systems ist durch

2014-05-28
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Vo
Vin

» 81 Modell zweier iibereinanderliegenden Kastenpotentialen, mit einem Hohe variierenden Ma-
gnetfel.

2oy, A 7 0
fg=[2zm Vo L2 +H o (3.15)
A m + VIn7V0+uBB 0 m + VOut + HBB

r<ro

gegeben. Als Losungsansatz der Schrédingergleichung setzen wir eine zwei komponentige
Wellenfunktion an

o sinkr + Op
VY — 00, Bek’r L]

wobei

k=vE und k' =.Vou —E.

Die numerische Losung diese Systems ist in Abbildung 82 zu sehen. Fiir die Streuldnge a

» 82 Numerische Losung der Schrédingergleichung mit Hamiltonoperator (3.15).

gilt

a= aBG<1 - (B—AiBO)> (3.16)

und somit fithrt B = By zu einer Divergenz der Streuldnge.
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Ultrakalte Atome

4.1 Bose Einstein Kondensation

Merkregel Sein die Teilchendichte, C eine reelle Konstante so gilt fiir die kritische Temperatur
der Bose Einstein Kondensation Tc

kgTc = C - Energie(n,h,m)
_c 23
CZmn ’

wobei die Energie von h, n und m abhdngt, bzw. tiber die Energie-Impuls Beziehung. In einer
harmonischen Falle wie etwa in Abbildung 83 gilt

kT

d R

RS un oC mw(z)

= kBTC = Chw0N1/3.

n

Eine explizite Rechnung zeigt, dass C = 0.94. Typischerweise gilt

kgTc > @ (4.1)

kr; T

» 83 Harmonisches Potential mit eingezeichneter Nullpunktenergie und Energie bei der Kriti-
schen Temperatur fiir die Bose Einstein Kondensation.

4.1.1 Effekt der Atom-Atom Wechselwirkung

Unter Verwendung eines Harten-Kugel-Potential, auch Pseudopotential genannt, 16sen wir
die Schrodingergleichung fiir zwei Teilchen in einem 3-dimensionalen Kastenpotential wie in

Abbildung 84 zusehen ist. Dazu verwenden wir den Lésungsansatz
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Ausschlussvolumen

N NSNS S NSNS NSNS SIS NN

iy
>

a b r

» 84 Kastenpotential mit eingezeichneter Streuldnge a und Wellenfunktion. Der Teil links von
der gestrichelten Linie wird als Ausschlussvolumen bezeichnet, dass aus dem Pseudopotential re-
sultiert.

fir die Radialgleichung. Beschrianken wir uns auf s-Wellen (£ = 0) gilt

h? d?
iiﬁ@ + V(T)}P(Y) =EP (7). (4.2)

Es gelten die Randbedingungen

0 firr=a
P(r) = .
0 furr=»>»

Damit folgt

P =Csin(k(r —a)) mit k(b—a)=1n
h2k? h2m2n?
T 2m,  wmu(b-a)?’

En

Betrachten wir den Fall a <« b, d.h. wenn die Streuldnge viel kleiner ist als der Kasten, so
erfolgt eine Entwicklung

h?mla

En +
" m, b3

h2m? a\~?

= - - ~E(a=0)+
2m, b? ( b ) (a=0)
Der erste Term beschreibt hierbei die Nullpunktenergie im Kasten ohne Wechselwirkung, der
zweite Term die erste Korrektur, die linear in a ist (eine lineare Energieverschiebung). Der
Faktor b3 hat hierbei die Einheit eines Volumens. Es zeigt sich, dass die Storung proportional
zu a ist. Die Radialwellenfunktion R(7) ist dann (mit Entwicklung um kleine 7)

P(r) Csin(k(r —a))
r v

(1 - 5)_ (4.4)

R(r) = (4.3)

u

v

D.h. die harte Kugel kostet Energie. Die Radialfunktion ist in Abbildung 85 zu sehen.
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R(r),

sin(kr)
¥

| 5
‘ a )\\’V

tl
Ausschlussvolumen !

» 85 Radialfunktion R(7). Die Radialfunktion schneidet die 7-Achse bei der Streulinge a und der
thermischen deBroglie Wellenldnge Ay,.

4.1.2 Grundzustand eines BEC in einer harmonischen Falle

Wir betrachten das harmonische Potential
1
Vr) = imwzrz (4.5)
und berechnen das Eigenfunktional fir eine Testfunktion
w=A-eren, (4.6)

wobei b die Breite des GauB ist. Der Hamiltonoperator hat die Form

pZ

T _ 2
H——2m+v+g|q/| .
Somit gilt
B _ h? ) ,  4mh’a 4]
<w|H|w>—E(w)—”2m|Vw| + V) lypl® + p— lpl*|dr, (4.7)
—_—
=9

d.h. aufgrund der Isotropie bleibt bei der Integration tiber das gesamte Volumen nur noch
die  Integration ubrig. Mit dem Ansatz (4.6) wird die Energie nur abhangig von b sein.
Abbildung 86 zeigt die Energie in Abhédngigkeit des Parameters b. Insgesamt erhalten wir

E(b)

» 86 Energie aus (4.7) aufgetragen iiber der Potentialbreite b.

E(b) 3 {aﬁo bZ} gN 1

N T a1 T T emie b

hierbei ist ayo die harmonische Oszillator Lange (Ausdehnung des Gaus im HO-Potential).
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» Fiir g = 0 ist Enin(b) = %hw mit bnin = ano = Vh/(mw), d.h. wir erhalten den
Grundzustand des dreidimensionalen harmonischen Oszillator.

» Fiir g > 0 (repulsive Wechselwirkung), betrachte dazu b = a

Eint _ gN 4
Exn  ajohw 3(2717)312
_ 4-4m ., aN mw
T 3(2m)32 T mawo hhw
~1
a

auno
d.h. fur N > 1 jst Ejp > Eyn.

Fur grofe N konnen wir die Thomas-Fermi Nciherung anwenden

A= v +glyr
2m
~0

= [V) +glylP]ly) = uly)

wobei u das chemische Potential ist. Es beschreibt die Kosten an Energie, die bezahlt werden
miissen um 1 Teilchen dem System zuzufiihren. Somit folgt
_ mw?
)

2
RTF
2

v N,
n°¢|(,U\2°Cn<1——> und ny = %,
0 Rir 0 g

hierbei ist Rtr der Thomas-Fermi Radius der in Abbildung 87 veranschaulicht ist. Das chemi-
sche Potential ist durch die Normierung gegeben

u 8t
1= 2dv = = —R3
lel g 15"

somit erhalten wir fir u

_ @(151\1@)2/5 (4.8)

2 auo

Wie in Abbildung 88 zu sehen ist, stellt die Thomas Fermi Ndherung eine unphysikalische
Losung am Rand dar, da sie hier unstetig ist. Eine echte Losung, bspw. mittels einer numeri-
schen Methode bestimmt ist in Abbildung 89 zu sehen. Die GroRe & stellt hierbei die Healing
Léinge dar.

Kastenpotential

Die Thomas Fermi Ndherung fiihrt auch beim Kastenpotential auf eine unphysikalische
Losung am Rand, wie in Abbildung 9o zu sehen ist.
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Rp

Thoma‘s—Fermi—Radius

» 87 V(r) unter der Thomas-Fermi Naherung mit eingezeichneten chemischen Potential ;¢ und
Thomas Fermi Radius Rt.

» 88 Veranschaulichung der Unstetigkeit am Rand von V (¥) unter der Thomas-Fermi Naherung.
Bemerkung: Eine Quantenfliissigkeit passt sich dem Potential an. -

Die Gross-Pitaevskii Gleichung, bzw. die nichtlineare Schrodingergleichung hat die Form

2
ing(r,t) = [—;—mvz +V(r) +g|w(r,t)lz]w(r,t), (4.9)

2
wobei g = % und a die Streuldnge ist. Unter der Thomas-Fermi Ncherung versteht man

hierbei die Annahme, dass der Wechselwirkungsterm in Gleichung (4.9) grofer ist als der
Anteil der kinetischen Energie, d.h. wir konnen diesen vernachldssigen. Die Losung ist in
diesem Fall

1
= (u-V .
n(r) g (u (r))
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B@SE EINSTEIN KONDENSATION

Numerisch Losung am Rand des Potentials V()

1
1
1

1

echte Losung

> 9o Kastenpotential V(v) unter der Losung der Thomas Fermi Ndherung und vergleichende
numerische Losung.

Betrachten wir nun den Fall a < 0, d.h. bei attraktiver Wechselwirkung. In der Falle muss
hierbei die Anzahl der Atome unter einer kritischen Zahl N liegen. Hierzu betrachten wir
das Gross-Pitaevskii Energiefunktional

2
E[$] = j[z"’—mlwz Vil + %lqbr*] dr. (410)

Ein einfaches Modell bietet ein Gaull-Ansatz der Form

172 2
$(r) = (7]\[ ) e 2o,

w3aj,m3/2

wobei w die breite des Gaul ist. Vergleichen wir die mittels des Ansatzes gefundene Energie
mit der Energie des ungestorten harmonischen Oszillator, so erhalten wir

Ew) _ E(w’2 +w?) - (2m)

_12Nlal a-3
NhaHO 4 :

Ao

In Abbildung 91 sehen wir das Verhalten dieser Funktion. Eine explizite Auswertung fiihrt
zZu

Ncrit'“l _
Aaxo

0.57
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E/N,

w

» 91 Energie E(w) durch die Energie des ungestorten harmonischen Oszillator iiber der Gaul-
breite w aufgetragen.

D.h. mittels dieser Gleichung ist es moglich die kritische Anzahl von Atomen zu bestimmen,
bei der eine Bose-Einstein Kondensation mdéglich ist, falls a < 0.

Bemerkung: Bei der attraktive Wechselwirkung stehen somit der Quantendruck und die
Wechselwirkungsenergie in Konkurrenz. -

Wie wir bereits in Abbildung 9o gesehen haben stellt die Thomas-Fermi Ndherung an den
Réandern keine gute Losung der Wellenfunktion dar (Spriinge und Unstetigkeiten). Die He-
alingldinge & eines Bose-Einstein-Kondensats stellt hierbei eine Korrektur zu Thomas-Fermi
Néaherung dar, es gilt

1
8ttna’

Eun = Eww = & =

Hierarchie der Lingenskalen

Im folgenden Abschnitt sei a die Streuldnge, ayo die harmonische Oszillatorliange, n~'/3
der mittlere Teilchenabstand und & die Healingldnge. Um eine gewiinschte Hierarchie dieser
GroRen zu erhalten betrachten wir wieder das GP-Energiefunktional (4.10) und vergleichen
die kinetische und potenzielle Energie

LU N L nw? Lange?
2m Lange® 2 5

o 4 hZ
= Lange = m

Vergleichen wir zudem die kinetische Energie mit der Wechselwirkungsenergie

h? 1 41rah’®
= n

2mlinge  m
1
Lange = ——— = &.
= 8 V8tman &
Die Gross-Pitaevskii Gleichung ist nur fiir eine schwache Wechselwirkung na’ < 1 giiltig
2
§ = 1 > 1.

n?3  8mnlida
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HYDRODYNAMISCHE GLEICHUNGEN

Daraus folgt die gewtlinschte Hierarchie
E>n'B>»a

Falls

Na > 1 = TF Regime = Ryr > ayp.
auno

Damit erhalten wir insgesamt

Ry>ano>E>n""3>aqa (4.11)

Bemerkung: Beispiel: In herkémmliche Fallen (N = 10°, Wy = 200Hz, w, = 20Hz) misst
man

-1/3

R =31um > ayo = 760nm > £ = 190nm > n =170nm > a = 5.5nm -

4.2 Hydrodynamische Gleichungen

Multiplizieren wir die Gross-Pitaevskii Gleichung (4.9) mit ¢/* von rechts und subtrahieren
die mit komplexkonjugierte GP-Gleichung multipliziert mit y, also

GPy* — GP*y,
so erhalten wir
2 h?
_ n * _ * —
oyl V[2mi((l/ Vg —yvVy )] 0.
Gleichung (4.2) entspricht der Kontinuitdtsgleichung, wobei

h (W*Vy -yvyr)

 2mi lwl?

als Geschwindigkeitsfeld v interpretiert werden kann. Mit n = |y |? folgt

] an—vnv) = 0\ (4.12)

die Teilchenzahlerhaltung. Betrachten wir den Ansatz fir

1) ¢ = fePund [fI? =n,v = %qu. Hierbei ist | £|? die lokale Dichte und V¢ das lokale
Geschwindigkeitsfeld. Es gilt

h
VXU—%VX(V(;[)):O.

D.h. das Geschwindigkeitsvektorfeld ist wirbelfrei. Ein Wirbel in einem Bose-Einsteinkondensat
kann nur um einen Punkt verschwindender Dichte entstehen!
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2.) Mit Ansatz ¢ = fel® in die Gross-Piatevskii Gleichung (4.9) und nach Real- un Ima-
gindrteil sortieren. Der Imagindrteil fiithrt auf die Kontinuitatsgleichung, der Realteil
dagegen auf die Eulergleichung einer Quantenfliissigkeit

avffiv fvv—z 1y n vi/n fivv (4.13)
L 2 m \2myn m 413
Dies wir auch als die Bewegungsgleichung einer Quantenfliissigkeit bezeichnet, wobei
der Term
1 h? )
Q=Y <2mﬁv ﬁ)

als Quantendruck Q angesehen wird. Die perfekte Fliissigkeit hat links den Term
v —v X (VXv)=...

und rechts verschwindet der Term

1 h? )
Lo(vem) -0
Es gilt zudem

29
2

fir den Druck.

p=n

Bemerkung: Unterschied eines Bose-Einsteinkondensat zur klassischen Fliissigkeit
» Superfluid ist wirbelfrei = quantisierte Wirbel
» Quantendruck (Q = %V(...)) = Tunneleffekt

Frage: Wie sieht die Dispersionsrelation einer Quantenfliissigkeit aus? -

4.2.1 Anregung a la Bogoliubov

Bemerkung: Der folgende Ansatz ist ein guter, falls na® < 1 gilt. -

Die nichtlineare Wellengleichung ist durch

—h? .
{ﬁV2+V(7)+g|wlz}w=lhatw (414)

gegeben. Da wir an elementaren Anregungen (sehr kleinen Anregungen) interessiert sind,
storen wir die Wellenfunktion ¢ mit einer kleinen Stérung §y. D.h. betrachten die Linearisie-
rung um die Dispersionrelation, an der wir ebenfalls interessiert sind zu bekommen. Fiir die
Anregung im linearisierten Regime gilt

Y- y+oy (4.15)
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Setzen wir Gleichung (4.15) in (4.14) ein, wobei wir die Terme hoherer Ordnung vernachlassi-
gen, d.h.

l@|? = Y2 + Yoy* + Y*sy + |y|?. (4.16)
——
~0
Der Ansatz lautet somit ¢’ = ¢ + oy und fiihrt zu
2
GRS V(S + gRIPIESY + WA50) = ha,5. (417)

Analog erhalten wir

2
—Zh—mvzéw* +V()SY* + gRIpIPsy* + (y*)? sy) = ihd sy*. (4.18)
Als Losungsansatz der beiden gekoppelten Differentialgleichungen bietet sich
Sw(r,t) = e W[y (r)e @ — p*(r)el®t] (4.19)

an. Einsetzen liefert

2
[—;—mvz +V(r)+2n(r)g —u— hw}u(r) -n(r)gv(r)=0 (4.20)
h? _,
[—%Vz +Vr)+2n(r)g —p+ hw}v(r) -n(r)gu(r) =0 (4.21)

Diese werden auch als Bogoliubov Gleichungen bezeichnet. Hierbei ist

Y = n(r)e H/n,

Sei nun V(v) = 0, d.h. ein uniformes Gas mit konstanter Dichte n im Grundzustand. Es zeigt
sich, dass aus der Translationsinvarianz, Losungen der Form ebener Wellen resultieren

u(r) = uqei‘”\/% (4.22)

wobei 1//v lediglich ein Normierungsfaktor ist.

Mit u = n(r)g folgt

thQ
( o +ng - hw)uq - ngv, =0, (4.24)
2q2
( o T NIt hw)vq - ngu, = 0. (4.25)
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Setzen wir fg = % und schreiben die Gleichungen in Matrixgleichungen um, so gilt
A B
det(c D) =0 (4.26)
= 0= (E)+ng+ hw) (fg +ng - hw) -n?g? (4.27)
2
= (hw)’ = (£ +ng) - (ng)* (4.28)

= £9(£9 + 2ng). (4-29)

Hieraus folgt die Bogoliubov-Dispersionsrelation

E(q) = hw = \/(fg + ng)z - (ng)? (4.30)

Diese ist in Abbildung 92 aufgetragen. Es zeigt sich:

L£lq) 2 2
n-q A ~dq ~4q

«— 1 —>
WW frei

» 92 Bogoliubov-Dispersionsrelation. Dimensionslos mit charakteristischer Wechselwirkung ng
und Healing Lange &.

» Fiir g — «: E(q) = ) + ng.

» Fiir g — 0: E(q) = Shq, wobei S als Schallgeschwindigkeit der Form S = \/ng/m
betrachtet werden kann.

Es liegt somit lineare Dispersion vor!

Bemerkung: Ist g < 0, also attraktive Wechselwirkung, dann kann E(q) imagindr werden,
d.h. es liegt Instabilitat vor. -

4.2.2 Landauerkriterium

Wir betrachten ein makroskopischen Objekt in einer Fliissigkeit (vgl. Abbildung 93). Fir die
Bilanzgleichung nach Emission eines freien Teilchens gilt

(a-p?_a p-a_p*
>m  _ 2m_ 2m | 2m’ (@31
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1
m a

<
<
v |l

» 93 Makroskopische Objekt in einer Fliissigkeit. Rot dargestellt ein emittiertes Teilchen mit
Impuls —p.

mit F, fir ein freies Teilchen. Im Ruhesystem des bewegten Objekts (makroskopisch) gilt

E(w) =Ey+ %MUZ, (4.32)

wobei E; die Grundzustandsenergie im Ruhesystem der Fliissigkeit ist.

Betrachten wir einen Zustand mit einer Anregung zum Impuls p und der Energie der
Anregung E.. = Eo + E,, so erhalten wir (mit Gallileitrafo.)

1
Ecx (V) = Eo + fp —-p-v+ EM‘UZ.

Der Term %, — p - v entspricht hierbei der benotigten Anregungsenergie. Im Bezugssys-
tem des Objekts ist sein Potential statisch, d.h. ek kann keine Energie tibertragen werden
(Energieerhaltung)

Z,-p-v=0 (4.33)

Damit Anregungen moglich sind, muss die Ungleichung, auch als Landaukriterium bekannt
v =y (4.34)

erfiillt sein. Hierbei entspricht vp;, der Phasengeschwindigkeit. Nur fiir Geschwindigkeiten
groRer als die Phasengeschwindigkeit sind somit Anregungen moglich. Vergleiche hierzu
Abbildung 93. D.h. die Superfluiditat gilt nur bis zu einer bestimmten kritischen Geschwin-
digkeit (endlich und ungleich Null).

Alternative Herleitung des Bogoliubov-Spektrum

Die Kontinuitatsgleichung ist durch

%—’: +divin - v) =0 (4-35)

gegeben. Die Eulergleichung ist

2 2
ma—erV(—mv +gn+ Vexr — n A\/ﬁ):o.

at 2 2m Jn (4-36)
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Angregung mA9glich

keine Angregung mAYglich

» 94 Zur Veranschaulichung des Landaukriterium. Abgebildet ist einmal E/(nq) iiber g€ und £,
iiber p. Unterhalb der roten Linie sind keine Anregungen moglich, oberhalb schon. Fiir die kritische

Geschwindigkeit gilt v = min(Z,/p).

Jetzt linearisieren wir um eine homogene Dichte n,

n(r,t) =ny+on(r,t) und omn < ny.

(4.37)

Damit in Gleichung (4.35) und (4.36) und behalte nur lineare Terme in dn, v fithrt zu

oon+mnevV-v=0
2

mo;v + V(gén ~ 1 h

A(Sn) =0.
mmnyg

Losungsansatz mittels ebener Wellen

on = on elkr-wd

v = v, elkr-wb

Eingesetzt in Gleichung (4.39)

—iwdn; + noik - v; =0,
. . h2k?
—-miwv; + 1k{g6n1 + mmﬁnl} =0.

Bemerkung: v, || k longitudinale Dichtewellen (Fliissigkeit.)

Ineinander einsetzen ergibt

v, =ikl g + Wk ) om
1=kl g 4mn, ) niw”
Einsetzen in Gleichung (4.40) ergibt
A ) ) h2k2 6711 .
0 =iwdn; + npik - 1k<g + 4mno) o ’ -iw

ot Mok (WK
“Tm \Y 4mng )°
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Damit erhalten wir ebenfalls das Bogoliubov-Spektrum

27,2
wzzkzgno+hk

m " amz (4.43)

Jetzt wollen wir zusatzlich noch die dipolare Wechselwirkung, wie sie bspw. in Abbildung 95
zu sehen ist beriicksichtigen. Der Wechselwirkungsterm

» 95 Zur Veranschaulichung der dipolaren Wechselwirkung. Zwei Dipole deren Abstand durch »
und dem Winkel 0 beschrieben sind.

1 - 3cos?(0) Caa

Uaa = r3 41

enthilt den anisotropen Anteil 3 cos?(0) und langreichweitige Wechselwirkung 1/73. Je nach
vorliegenden System nimmt hierbei C,; unterschiedliche Werte an

Cor = %, el. dipolare Gase
da = Uou?, magn. dipolare Gase

D.h. die nichtlineare Schrodingergleichung (GP-Gleichung) wird um einen nichtlokalen Term
erganzt

hZ
oy = vy + [vm Lalpl?+ j WO, O P (r —v') &r’ ]w. (4.44)
m — : 3
(a)

)
Term (a) beschreibt hierbei die Kontaktwechselwirkung mit g = 41mh?a/m und Term (b) die

dipolare Wechselwirkung.

Betrachten wir nun Bogoliubov mit dipolarer Wechselwirkung. Hierzu zunachst einen Identi-
tat aus der Elektrodynamik

2
1-4% 9% 1 4m
" Tazzr 300 (445
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Mit Hilfe von Gleichung 4.45 fiihrt eine Fouriertransformation zu

am 2. (1),‘2
Cddudd(k)*kz F " 3
471 /K2
N k2 1
= udd:Cdd[ﬁ_g]

; 1
= Caaq [cosZ - §]'

Die Bedeutung des Winkels « ist in Abbildung 96 zu sehen.

ULTRAKALTE ATOME

» 96 Zur Veranschaulichung der Fouriertransformation und des Winkels «. Es zeigt sich k, =

k cos «.

Im Zusammenhang mit Bogoliubov gilt
gn(r,t) — gn(r,t) + Jn(r’, Ouga(r —v') d3r'.

D.h. wir erhalten

2m?

212
w? = kz[%(g+cdd(cosza—l/3)) + h°k }

(4.46)

Es zeigt sich, falls Cz4 > 3g und k — 0 wird w? < 0, d.h. es tritt eine Instabilitit auf
(Phononen induzierter Kollaps). Siehe hierzu die Dispersionsrelation in Abbildung 97.

Bemerkung: Allgemein geht die Fouriertransformation einer 2-Teilchen Wechselwirkung in

die Bogoliubov Dispersionsrelation iiber (siehe Abbildung 98).

2014-07-02
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77777777777772,
7777777772

» 97 Dispersionsrelation. Der schraffierte Bereich ist fiir die Instabilitit verantwortlich.

U(r) w

4 —— Roton

2m/ry K

» 98 Bogoliubov Dispersionsrelation.
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BEWEISE DER KOMMUTATORRELATIONEN

Beweise einiger niitzlicher
Kommutatorrelationen des
Dirac-Hamiltonoperators

Der relativistische Hamiltonoperator nach Dirac lautet
Hp =cx - p + Bmoc?. (A.1)

Mit den Beziehungen

(0 & (0 & (0 &\ . (1 0
O(X_(c"rx o)' O(y_(("ry o)' “Z‘(&Z o)‘ B‘(o —11)' (A-2)

Wie wollen nun zeigen, dass im Falle des relativistschen Hamiltonoperators die Quantenzah-
len [ und s keine guten Quantenzahlen mehr sind, der Gesamtdrehimpuls j hingegen schon.
Dazu muss gelten

[S,Hp] #0
[L,Hp]+0 (A.3)
[S+L,Hpl=1[J,Hp]l=0

[Si, Hpiracl = ¢[Si, &;p;] + moc? [Si, B]
-0

=c[Si, &]p; + co; [Si, ps]

("

=0

o 0 0 oj 0 o g 0
0 (0] ’ gj 0 B (o] 0 ’ 0 (o]
0 [oi,04]

[0, 05] 0
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Damit ergibt sich:

Zieijk()'k 0

. 0 o
=ihceip; (Uk 0k>

=ihceip o

h 0 2i&; 10
[Si, Hpirac] = §ij( e k)

=ihc(p X x)
= —ihc(x x p)

[Li, Hpirac] = [€ijx¥jPr, coepe] + moc® (7P, Bl
=0

= —ceijiloepe, vipr]

= —cep([owpe, vilpr + vilcwpe, prl)

= _Cfijk{ (ow[m, ri] + [, 7] m) Pr+7; (ow [pe, pi] + [xe, pic] m)}

=0 = =

—c &ijk Xepi(—ihdye))
=1ihc gip opi

=ihc(x x p)
Dies bedeutet fiir den Kommutator [S + L = J, Hpjracl:

[L + SvHDirac] = [LsHDirac] + [SvHDirac]
=ihc(x x p) —ihc(x x p)
=0
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Theoretische Behandlung der
Laserkiihlung anhand der
Dopplerkiihlung

Eine wichtige Anwendung der spontanen Lichtkraft

Fspont = hkLg% (Bl)
ist die Laserkiihlung (engl.: doppler cooling) von Atomen. Im Folgenden soll das Prinzip
der Dopplerkiihlung naher betrachtet werden. Die Atome sind hierbei in einem zwei-Niveau-
System mit einem Energieunterschied von hw. Sie sind zwischen zwei Laser gleicher Fre-
quenz w lokalisiert die von beiden Seiten eingestrahlt werden. Die Frequenz soll nahe der
Resonanzfrequenz der Atome sein, bei einer Verstimmung von 6 = w — wy < 0. Um die
Diskussion zu vereinfachen betrachten wir den eindimensionalen Fall (insgesamt zwei Laser
in z-Richtung ausgerichtet). Die Laserstrahlen haben hierbei die Wellenvektoren

kllz und -k| -z

Ein Atom im Feld beider Laser durchlduft Fluoreszenzzyklen. Ein Fluoreszenzzyklus besteht
hierbei aus der Absorption eines Photons eines Lasers im Grundzustand. Das Atom geht
somit in einen angeregten Zustand Uber. Spontane Emission fiihrt zum Ruckfall in den
Grundzustand. Sei n., (v) die Anzahl der Fluoreszenzzyklen pro Sekunde die ein Atom mit

k -k
J J
Laserstrahl (+) Atome Laserstrahl (—)

» 99 Das Prinzip der Laserkiihlung
der Geschwindigkeit v mit der Absorption von Photonen mit Wellenvektor k durchlduft und
n_(v) die Anzahl der Fluoreszenzzyklen mit Absorption von Photonen mit Wellenvektor

—k. Bewegt sich ein Atom nach links, vergleiche hierzu Abbildung 99, wird es gemalt dem
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Dopplereffekt Photonen der Frequenz w — kv vom Laser k und Photonen der Frequenz
w + kv vom Laser mit —k sehen. Aufgrund der negativen Verstimmung der beiden Laser sind
die Photonen mit Wellenvektor k ndher an der Resonanzfrequenz und werden im hoheren
Male absorbiert als jene mit —k. Dies fiihrt zu einer Kraft in +z Richtung. Umgekehrt fiir
Atome die nach rechts gehen eine Kraft in —z Richtung. Zusammenfassend werden also
Atome in +z Richtung bevorzugt Photonen mit Wellenvektor k absorbieren und Atome in
—z Richtung bevorzugt Photonen mit Wellenvektor —k. In beiden Fillen werden die Atome
abgebremst und eine Art viskose Kraft verspiiren. Die durchschnittliche Kraft auf ein Atom
mit der Geschwindigkeit v ist demnach

(F) = hk[n.(v) —n_(v)],
mit

2
n.(v) r ©k

_r - B.
- 45 Fkv)>+T2/4 (B.2)

Entwickeln von Gleichung (B.2) in Potenzen der Geschwindigkeit mit Ordnung v fihrt zu

n.(v) =

Twy/4 ( . 20kv )
02 +T12/4\" — 62 +12/4)°
Diese Gleichung gibt die durchschnittliche Anzahl von Fluoreszenzzyklen pro Sekunde
21/10

Tw2/4 r

=S

1
no = §[n+(v) +n_(v)] = m = 5

und eine Kraft proportional zu

o 46kv
02 +T12/4
= (F) = hk[n,(v) -n_(v)]
4hok?
82 +TI2/4

ny(v) -n_(v) =

=NV (B.3)

Die Viskositit y ist definiert als

v_
a - YV
Fir Gleichung B.3 bedeutet dies

IR S
Y= M T T T s24r2/a

y ist positiv, da é < 0. Ist ny konstant, so ist die Viskositdt maximal bei 6 = —I'/2, d.h.

4h2k? _ 8n0h2k2 _ 87’1()
7 ThramM T Ar

ymax - M r
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wobei Ex = Mv3/2 die RiickstoRenergie ist, d.h. die kinetische Energie wenn ein Atom ein
Photon de Impuls Ak emittiert und genauso die Energie die ein Atom annimmt bei Absorp-
tion eines Photons mit Impuls hk. vy ist dementsprechend die RiickstoRgeschwindigkeit.
Numerische Werte fiir y ergeben eine Beziehung der Form

y~5-1073n =2.5-107%TS.
Mit § < 1 folgt

1

It <ng! <y

Unter diesen Umstanden erhalten wir drei Zeitskalen im Problem, siehe dazu Abbildung 100.
Die Relation I'! < ng! zeigt, dass die Fluoreszenzzyklen nicht itberlappen und unabhéngig

A

g >

» 100 Eine Sequenz von Fluoreszenzzyklen

sind. Sei 5t ein Zeitintervall mit I'' < 6t < y~! und N. die Anzahl der Zyklen +k in diesem
Intervall. Da §t < y~! hat die Geschwindigkeit der Atome nicht die Zeit sich merklich unter
der Viskosenkraft im Intervall 6t zu dndern. Deshalb konnen wir iber das Intervall mitteln

(N.) =n.(v)dt.

Sei p(N,,N_, 6t) die Wahrscheinlichkeit N, (+k) Zyklen und N_(—k) Zyklen im Intervall 5t
zu beobachten. Da die Fluoreszenzzyklen unabhéingig sind, folgt die Wahrscheinlichkeit der
Poissonverteilung (Wahrscheinlichkeitsverteilung)

(N, YV (N YN- = (N4 =)
N,IN_!

P(N+,N_;6t) =

Wir verwenden hgq,...hqy, .~ um N, + N_ Impulse der spontan emittierten Photonen eines
Atoms im Intervall 6t zu bezeichnen. Dementsprechend bezeichnen wir mit 7Y

ny = hql + ...+ thJrH\L.

Die emittierten Photonen sind nicht miteinander korreliert und (Y) = 0. Die durchschnittliche
Variation der Impulse wahrend der Zeit 6t is aufgrund der absorbierten Photonen

(p(8D)) = (n+(v) — n_(v))hkdt.
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Die Varianz ist folglich:
Ap*(8t) = (p*(5t) — (p(51))%). (B.4)

Da die spontanen und absorbierten Photonen nicht korreliert sind und (hY) = 0 kénnen die
beiden Beitrdage separat betrachtet werden:

1.) Der Beitrag der Varianz der absorbierten Photonen ist
AP?(81) | oy = h2KE (N = N)? = ((N_) = (N.))*) = 2h2k*ngst

wobei aus der klassischen Eigenschaft der Poissonverteilung AN? = (N.) sowie der
Tatsache, dass die + und — Zyklen unabhangig sind,

(N+N_) = (N:)(N-).
folgt.
2.) Der Beitrag der emittierten Photonen ist
Ni+N-

Ap?(8t)| =h*(Y)=h > q?=h’k*(N) =2noh*k’st.
¢ i=1

m

Da wir uns auf den eindimensionalen Fall beschrianken gilt fiir die Photonenimpulse +hk
eine Wahrscheinlichkeit von 1/2. Somit finden wir fiir Gleichung B.4

Ap?(St) = 4ngh®k>6St.

Diese Resultat stellt ein Random-Walk im eindimensionalen Impulsraum dar. In solch einem
Random-Walk wird ein Schritt der Linge £ von rechts nach links mit der Wahrscheinlichkeit
1/2 gefiihrt. Nach N Schritten gilt also fiir die durchschnittliche Distanz (x) = 0. Die
quadratische Distanz ist aber nicht null sondern

(x?) = Ax? = N2,

Braucht jeder Schritt die Zeit T, so ergibt sich nach einer Zeit 6t = N1 die quadratische
Abweichung

2
Ax? = éét = 2Dét,

wobei D der Diffusionskoeffizient ist. Die kinetische Energie eines Atoms nimmt hierbei
um

Ap?(5t)
2M

zu. Daher neigt die Diffusion dazu die kinetische Energie zu steigern. Nimmt man Bezug auf
die statistische Mechanik gilt

1
E= ikBT’
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wobei T eine fiktive Temperatur darstellen soll. Wir sehen also, dass die Atome durch die
spontane Emission erhitzt werden, d.h. dass F zunimmt, was einer thermischen Bewegung
entspricht. Da jedoch kein thermodynamisches Gleichgewicht vorliegt, ist T nur fiktiv, d.h.
T ist fir ein isoliertes Atom wohl definiert. Die Viskositdat dagegen neigt dazu die Atome
zu bremsen, also sie zu kiihlen. Sind beide Effekte im Gleichgewicht erhalten wir eine
Gleichgewichtstemperatur, eine fiktive Temperatur der Atome im stationdre Fall. Diese
Temperatur bietet einen Weg die durchschnittliche Geschwindigkeit zu messen. Nach der
Definition der Viskositét erhalten wir fiir die zeitliche Anderung der Energie
dE 1 d . YP?

aE ) _1..d o _
at |y~ 2Mary = My

Mit dem Effekt der spontanen Emission finden wir

dE _ 2ngh’k*  yp®
dt - M M
Im stationdren Fall gilt dE/ dt = 0 und wir erhalten den Gleichgewichtswert

2n0h2k2 1
2= T < o,

ymax

wobei wir y = yma gewdhlt haben. Damit erhalten wir die Temperatur

_ P _1
kBTD— M = 2?11" (BS)

Die Temperatur Tp wir auch als Dopplertemperatur bezeichnet. Eine analoge Schreibweise
des stationaren Falls ist

D = ypl, = MykgT.

Diese Relation ist auch als Einstein-Relation bekannt und verbindet dem Diffusionskoeffizien-
ten mit der Viskositat. Es zeigt sich also, dass der Ursprung des dissipativen Prozesses die
spontanen Emission ist, die mit der nicht einheitlichen Evolution korrespondiert.
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Quantenmechanische Streuung

Die Streutheorie wird vorallem genutzt um Aufschluss tiber den Aufbau von Materie, aber
auch von Elementarteilchen, zu erhalten. Dabei haben wir ein Objekt vorliegen, welches
durch ein einfallendes Wellenpaket beschrieben wird, der Streuer besitzt hingegen ein Streu-
potential V (r), was auf das einfallende Wellenpaket wirkt. In einer unendlichen Entfernung
zum Streuer lautet das einfallende Wellenpaketzum Teitpunkt ¢,

3
d’k eik-r

ok ag. (Ca)

WYo(r,to) =
Wir legen die Koeffizienten ay so fest, dass die Welle mit der Gruppengeschwindigkeit
v = hky/m zum Streuer hinbewegt. Interessant ist die Wellenfunktion fiir spatere Zeiten,
insbesondere nach der Wechselwirkung mit dem Streuer. Fiir ein freies Teilchen ldsst sich
die Stationdre-Schroédingergleichung exakt 16sen, man erhdlt dabei die Eigenenergien
h’k*

o= . (C.2)

Nehmen wir an, dass @, Eigenfunktionen des Hamilton-Operators mit Streupotential V (¥)
sind, dann lautet unsere Eigenwertgleichung

hz
[*%A+V(T):|(l/k = ExWkg. (C.3)

Statt (C.1) nach ebenen Wellen zu entwicklen, kénnen wir (¥, to) auch nach Eigenfunktionen
der Losung von (C.3) entwickeln

d3k
Yol(r,ty) = J @me Wi Ak. (C.4)

Dabei sind die Koeffizienten Ax noch unbestimmt und charakterisieren spater das Storpoten-
tial. Aus der Schrodingergleichung erhalten wir die Zeitentwicklung unserer Wellenfuktion
(Cq)

ih o, y(r,t) =H y(r,t)
ih o, w(r,t) = Ex @(r,t)
W(r, t) = e B0 g (1 1) (C5)

_ [k ~iE (t-to) /h
yp(r,t) = J 2y Yr Ak €
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Unser Ziel ist es nun g (r) allgemein zu bestimmen, dazu betrachten wir erneut (C.3) und
schreiben diese um in

2m
(A+ k%) wilr) = 55 V() we(r). (C.6)
Diese Differentialgleichung ist eine Wellengleichung mit Inhomogenitat. Die Losung eines

solchen Problemes geschieht mit Hilfe der Greenschen Funktion, welche uns erlaubt die
Wellenfunktion in einen homogenen Teil und einen inhomgenen Teil zu separieren.

) = polx) + | Gl x)f(x)dx' (€7)
Dabei ist ¢ die allgemeine homogene Losung des Problemes und f(x) die Inhomogenitat. Es

bleibt noch die Greensche Funktion G(x,x’) zu bestimmen. In der Streutheorie bestimmen
wir diese Funktion durch die Bedingung

A+KHGr-r)=6(r—-7") (C.8)
Durch Transformation in den Fourierraum ergibt sich die Bestimmungsgleichung
G(q) = J A3y e Y G(y). (C.9)

Wobei zur Vereinfachung die Substitution » — ' = y verwendet wurde. Einsetzen von (C.9)
in (C.8) liefert

A (J A3y e @Y G(y)) + kzj dBye1YG(y) = J By e 1Y §(y). (C.10)
Ausfiihren der Ableitung im ersten Term nach y fiihrt auf

(k* —q*)G(q) = 1 (C1v)
Die Riicktransformation aus (C.9) lautet

G = [ @aer¥ . (Ca2)

Das Ergebnis aus (C.11) umgeformt und in die Riicktransformation (C.12) eingesetzt ergibt

G(y) = J d’q e (C.13)

1

k2 _ qZ
Dieses Integral enthdlt Polstellen und existiert daher bei g = +k nicht. Um dennoch einen
analytischen Ausdruck zu erhalten verschieben wir den Nenner um ein infinitesimal klei-
nes Wegelement ¢ in der imagindaren Ebene. Wir erhalten dann komplexe Polstellen und
konnen den Residuensatz anwenden. Je nachdem ob man die Pole nach oben oder noch
unten verschiebt erhdlt man als Losung die retardierte (¢ > 0), oder die avancierte (¢ < 0)
Greensfunktion. Wir betrachten im folgenden nur den Fall der retardierten Greensfunktion.
Das Integral besitzt dann die Form

1

- _1i 3gpay 1
G(y) 15193 J d3ge g i (Cag)
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» 101 Verschiebung der Pole in der komplexen g-Ebene

Die Polstellen des Nenners liegen bei g = k;“. Integrieren wir den Winkelanteil in (C.14) aus,

indem wir den Richtungsvektor y in die spharische z-Richtung legen, d.h. y = re_, erhalten
Wwir

1 2 T 0 , elar cos(9)
Gy) = fﬁ lziggj I J q° sin(9) PR de d¢ dq

elqr cos(9)

Gy =-——7 hmJ J q° sm(9) d9 dg

—igqr
GO =~ MJ_ j 4 e du da

(elqr _ —iqr) dq

1
GO =~ iy 1D Jo T

Substitution von g — —¢q im hinteren Term fihrt auf

0

q eiqr

1
- i B
) =~ iy I L, -k —ie 4
(C.15)
Wir konnen nun den Residuensatz anwenden
Res = ,(q) (C.16)
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Dabei ist z, die Polstelle k;“. Unser Residuum lautet also
. eiqr
Res = ————— lim 4
4im2r 0 2q | e
="z
N Ry (Ca7)
T dimer lslP(} 2 €
1 eikr
T T dimer 2

Das Ergebnis des Integrals (C.15) erhalten wir durch Multiplikation von 27ri mit seinem
Residuum. Das heilt unsere retardierte Greensfunktion ist gegeben durch

. 1 eikr
G(y) = —2mi direyr 2
eikr
G(y) = ~amr (C.18)
, eik|r—r’\
Cr=r) =" tnlr i

Zurick zu unserem eigentlichen Streuproblem. Die homogene Losung wird beschrieben
durch ebene Wellen und mit Hilfe von (C.18) lasst sich unsere Wellenfunktion angeben

m eik|r—r’|
21Th? lr —7r'|

WY = e*T - V() gy &r (C.19)

Im allgemeinen sind die Streuer weit entfernt von den Detektoren, d.h. |¥| > |r’|. Damit
lasst sich folgende Entwicklung legitimieren.

klr —7v'| = kNv2 = 2rr’ +v'2 (C.20)

~ kr — k; r =kr —-k'r (C.21)

Wobei wir die Definition k' = k§ verwendet haben. Gleichung (C.19) kann unter der Abkir-
zung der Streuamplitude

fel®,@) = - j V) g dr, (C.22)

m
21Th?
in weiter Entfernung vom Streuer beschrieben werden als
. eikr
Wi = ek 4 Tfk(\‘},(p). (C.23)

Im Folgenden wird die Zeitentwicklung der Streuwelle beschrieben, dazu verwenden wir
(C.23) und setzen unsere bekannte Form der Zeitabhédngigkeit aus (C.5) ein.

d3k ei(kr—Ek(t—tg))/h
wirt) = pa(r.0 + [ oA F(9, ) (C.24)
Mit
3
Yo(r,t) = J 7(3_’_:()314,{ elkrifk(t=to)/h (C.25)
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» 102 Streuung Ebener Wellen an einem Zentrum

Partialwellen

Wir beschrianken uns nun auf den Spezialfall eines radialsymmetrischen Potentiales. Das
heilt V(r) = V(7). Unter dieser Vorraussetzung an unser Streupotential entwickeln wir
(C.23) nach Kugelflichenfunktionen. Ebene Wellen konnen immer in Kugelflichenfunktionen
entwickelt werden, da die Losungen der Schrodingergleichung eines freien Teilchens in
sphérischen Koordinaten gegeben ist durch

W) =D cim(k) j1(k¥) Yim. (C.26)
1=0

Da wir wissen, dass Ebene Wellen auch Losungen von freien Teilchen sind, machen wir den
Ansatz

ek =% Z CLm (k) Ju(kT) Yim (C27)

1=0 m=

Dabei beschreiben j;(kv) die Besselfunktionen. Zu bestimmen sind nun noch die unbe-
kannten Koeffizienten c;,, (k). Da es sich um spéhrische Koordinaten handelt, kénnen wir
den k-Vektor in die z-Richtung legen. Das heillt der Exponent der linken Seite wird zu
k - v = kr cos(9) was uns eine @ unabhénigkeit liefert. Da nur die Kugelflichenfunktio-
nen mit m = 0 unabhdngig vom Azimutalwinkel sind, konnen wir die zweite Summe in
(C.27) eingrenzen. Zudem lassen sich dieKugelflachenfunktionen mit m = 0 auch durch die
Legendre-Polynome ausdriicken

(21+1
1,1 =

1/2
g ) P;(cos(9)) (C.28)

Unser Problem redzuiert sich auf die Gleichung

© 1/2
hre =3 (Zl 1) Atk Pilcos(9) (C.29)

Unter Ausnutzung der Orthogonalitatsbedingung der Legendre-Polynome

251'1'

2041 (€30

jn d9P;(cos(9)) Py (cos(9)) =
0
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ergibt sich nach Multiplikation von P;(cos(9)) und Integration tiber ¢

1/2 ™
Al]l(kr) _ [47T(2l2+ 1)] J dspl(cos(g))eikVCOSW)
dm2l+1)]'"? ! (s
Alj[(k‘l’) — % J dZPl(Z) eikrz
-1
Fir den Fall m < 0 lassen sich die Legendre-Polynome auch Umschreiben
1 d .
Pi(x) = ﬁ@(xz—l)l (C.32)

Durch mehrfacher Verwendung der Orthogonalrelation (C.30) und (C.32) erhalten wir

o

! e ! (ikrz)!
Ll dz P(z) e*Z = Jﬁl dz Pi(z) {Z T }

1=0

(C.33)

—'klz[“]dPP O| (kr)tt

= (k' Gp || d2P@)Piz) + O (k' |

Auf der linken Seite miissen wir die Bessel-Funtkion fiir kleine v ndhern. Diese verhilt sich
im Grenzfall wie folgt

x!

1-2-3...2l+1)°

lim j; (x) = (C.34)
x-0
Setzen wir beide Seiten gleich, unter der Ndaherung kleiner » erhalten wir, einen Ausdruck
fur die Koeffizienten A,
21 L g 2 Jl
Al m(k?”) = (lkT) @ ., dZP[(Z)Pl(Z)
Ay =ill4mL+1)1"°.

(C.35)

Unsere Reihenentwicklung, auch Parialwellenentwicklung genannt, lautet somit

0

ek =3 121 + 1) ji(kr) Py(cos(9)). (C.36)

=0

Aulerdem erhalten wir zusatzlich die Integraldarstellung der Besselfunktionen

il ! )
( 21) .L dzP(z) e™=. (C.37)

Jilx) =
Da unsere Entwicklung der Ebenen Welle, unter der Vorraussetzung, dass sich die einfal-

lende Welle in z-Richtugn ausbreitet, unabhdngig vom Azimutalwinkel ist, muss auch die
Streuamplitude invariant unter einer Drehung um die z-Achse sein. Es muss also gelten

f(9, @) = fi(9) =D (2L + 1) fiPi(cos(9)). (C38)

=0
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Die Koeffizienten f; werden oft auch Partialwellenamplituden genannt. Unter all diesen
Néaherungen lasst sich unsere Wellenfunktion beschreiben durch

21+1)
kv

® il
Yr(r) = Z Pi(cos(9)) [% (ei(krfl%) _ e—i(kr—l%)) +kfi eikr:|_ (C.39)
1=0

Fur ein rotationssymmetrisches Potential findet sich, wie im bekannten Beispiel des Wasser-
stoffatomes, ein Separationsansatz. Die Losung besteht dann aus den Kugelflichenfunktionen
und einem Radialteil

Y =R()Yim(3 @). (C.40)

Fir beliebiges Potential V (r) lautet die Differentialgleichung des Radialteils

2
[% + k% — l(lr;zl)}rRl(r) = %V(T)Rz(ﬂ- (C.41)

Wobei wir diese Gleichung auch Umformen kénnen
dZ
[ﬁ - Veff(r)]rRz(T) = —k*Ry(r). (C.42)

Dabei haben wir das Effektive Potential eingefiihrt, welches die Form

1 2
Verr(r) = l(lr;z) + %V(T) (C.43)

annimmt. Ersichtlich ist, dass das Effektive-Potential stark von der Drehimpulsquantenzahl [
abhéangt. Man spricht hier auch von der sog. Zentrifugalbarriere. Fur die S-Wellenstreuung
ist I = 0 und es gilt

Vaps o< V(r)

Angenommen wir kennen die Losung aus (C.41) fir unsere Radialgleichung, so koénnen wir
unsere stationdre Wellenfunktion nach diesen Radialfunktionen und den Kugelflachenfunk-
tionen entwickeln

o

Wr(r) = > i'(2L+ 1R, (r)Pi(cos(9)) (C.44)
1=0

Fiir den Fall, grofer Entfernung zum Streuer, lasst sich das Potential aus (C.41) mit V(r) = 0
anndhern. Da Streupotentiale zumeist die Form

V(r) o Viu w1 (C.45)

annehmen. Fur den Fall weiter Entfernung lautet die Losung der Radialgleichung

Ri(r) = By(h{? (kr) + Su(E)) h{" (kr) (C.46)
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Die Losung ist gegeben durch eine Summe aus spdhrischen Hankelfunktionen h;"), auf die

hier nicht weiter eingegangen wird. Die wichtige Information ist ihr asymptotisches Verhalten
fiir grole Abstande 7. Hierfiir gelten die folgenden Beziehungen

_iei(kr—lrr ie—i(kr—lﬂ'
kr kr

Die erste Hankelfunktion entspricht einer einlaufenden, die zweite einer auslaufenden
Kugelwelle. Durch Gleichsetzen von (C.46) und (C.39) erhédlt man Aufschluss iiber den
Koeffizienten B;

Y (kr) o h® (kr) o (C.47)

B, = E (C.48)

Der noch zu Bestimmende Koeffizient S;(E) kann im Rahmen der allgemeinen Streutheorie
durch Bestimmung der Eigenwerte der Streumatrix S bestimmt werden. Wir kdnnen ihn
jedoch auch anders bestimmen. Dazu betrachten wir die Erhaltung des Wahrscheinlich-
keitsstromes, denn Kklar ist, dass die Potentialstreuung elastisch ist, d.h. jedes einfallende
Teilchen muss auch wieder herauskommen. Jede einzelne Partialwelle muss also die Ei-
genschaft aufzeigen, dass seine radiale-Wahrscheinlichkeitsstromdichte j, = 0 sein muss.
Anders gesprochen, in einer fiktiven Kugelschale mit dem Radius R miissen genauso vie-
le Teilchen einlaufen wie auslaufen. Dies fuhrt auf eine Unitaritdt, das heilft die Summe
der Eigenwerte aus der Streumatrix miissen |1| ergeben. Was unseren Koeffizienten an
die Bedingung |S;(E)| = 1 kettet. Diese Forderung lasst sich auch aus der Definition des
Wahrscheinlichkeitsstromes herleiten.

) h 0
hk

= % Im(hlhl *’ +\Sl(e)|2hl*h§ + 2Re(hlSlh£) (C.49)
h 2
~ _W(l —181(e)1%)

Durch Ausnutzung von (C.47) und vernachlissigung von |P;(cos(9))|%. Unser Koeffizient
lautet nun trivialerweise

Si(E) = eoF) (C.50)
Wobei wir problemlos S;(E) = S;(k) schreiben konnen, da die Energie direkt mit k in Verbin-
dung steht. Unsere Losung der Radialgleichung ist damit gegeben durch

Ri(r) = %(h;”(kr) + 20BNy pt () (C.51)

Verwenden wir nun widerum das asymptotische Verhalten der Hankelfunktionen aus (C.47)
und setzen unsere Radiallosung in (C.44) ein, so ergibt sich

< PRUAD) (i1 28) _ gmithr—1T)
Yr ~ l:ZO Pi(cos(9)) oTkr (e 2 e 2 ) (C52)

Ein letzter Koeffizientenvergleich mit (C.39) fithrt uns auf die Partialwellenamplituden

el —1 el sin(§))
fi®) = —o— = X (C.53)
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und damit auf die endgiiltige Streuamplitude

o

1 51 s
fel9) = 2 >, @L+ 1e sin(8)) Pi(cos(9)) (C.54)
1=0
Die Physikalische Bedeutung von 6, ist dabei schnell erklart, sie beschreibt die Phasenver-
schiebung der gestreuten Welle zur Situation einer auslaufenden Welle, welche nicht gestreut
wird.

Differentieller Wirkunsquerschnitt

Im vorherigen Abschnitt haben wir mit vielen Ndaherungen und unter viel Aufwand einen
Ausdruck der Streuamplitude hergeleitet, doch wozu bendétigen wir diese tiberhaupt? Dazu
machen wir uns zunichst mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt vertraut. Dieser
gibt an, wie viele Teilchen in ein Winkelelement dQ um Q gestreut werden. Oder anders
ausgedrickt, wie ist das Verhdltnis aller einfallenden Teilchen zu den ausfallenden Teilchen
in einem bestimmten Raumbereich,

do  dN(Q)

dQ ~ NepndQ’ (C.55)
Mit der allgemeinen Definition der Stromdichte

s h * _ XY o~ w 2

J= 72mi(tlf AP — YAY*) = m lp(r,t)] (C.56)
Lassen sich die einfallenden und ausfallen Teilchen wie folgt ausdriicken

Neww = [ dtjon — aN(@) = [ dejpr?a0 (C57)
Mit der Ndaherung aus (C.56) erhalten wir fiir die einfallenden Teilchenzahl

hk
New =102 [ aelytr, nl? (C59)

Um die auslaufende Teilchenzahl zu bestimmen betrachten wir zuerst einmal die Nebenrech-
nung

aJ d’k elkkor g, @ Bk (t-to)/h
(277)3 (C.59)

=1ikoyo

Es wurde hierbei die allgemeine Streuwellenfunktion aus (C.23) verwendet und die Ebenen-
Wellen durch die Entwicklung aus (C.1) ersetzt. Fiir die radiale Stromdichte folgt nun

) f* o f hko |fi,|?
Jr = %Im< Yo+ 3 r 0) = m 2 [wol? (C.60)
und damit
, o hko
AN(Q) = J dtjr?dQ = |fi, |2 do 1Ko j dt|wo, |2 (C.61)
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Aus (C.55) erhalten wir dann einen Ausdruck des differentiellen Wirkungsquerschnitts

do _ dN(Q)
dQ N dQ
_ |fka ‘2 dQ % jjooo dtlw(),l"Z (C.62)
% ffooo dtlwo,quelle‘z dQ
= [ fi I®

Es wurde hier jedoch angenommen, dass sich die Breite des Wellenpaketes sich nicht mit
dem Abstand von der Quelle dndert, anders gesprochen

‘ WO,quelle |2 = | WO,Y |2

Den totalen Streuquerschnitt, bzw. der gesamte Wirkungsquerschnitt ensteht durch Integra-
tion tiber dQ

o= j dQ| fi, 12 (C.63)

Fir unsere Streuamplitude (C.54) lautet der differentielle Wirkungsquerschnitt

21% - % D> 2L+ 1)(21 + 1) €% sin(5,)) sin(5y) P(cos(9)) Py (cos(9))  (C.64)
LU

Es treten also Interferenz-Beitrage der Form §; — 6, auf. Im totalen Streuquerschnitt ver-

schwinden diese jedoch.

do

O-:,[deQ:

%T > (21 + 1) sin(8y)? (C.65)
1=0

Dies Folgt unmittelbar aus der Eigenschaft der Legendre-Polynome

4
J dQ Py(cos(9)) Py (cos(9)) = ﬁ Su. (C.66)

Fiir die S-Wellenstreuung mit [ = 0 erhalten wir den maximalen Wirkunsquerschnitt

41

O-mux(l = 0) = ﬁ

(C.67)
Der Beitrag jeder einzelnen Partialwelle in (C.65) ist dabei < %’(21 + 1), wobei das Maximum
(Gleicheitszeichen) dann erreicht wird, falls §, = n + 7 ist. Zudem tragen in der Summe
(C.65) nur diejenigen [ bei, welche die Bedingung [ < ka erfiillen. Wobei a die Reichweite des
Potentials widerspiegelt. Fiir Abstande » > a wirkt nur das Zentrifugalpotential % Im

klassischen Sinne wiirde der Umkehrradius bei #y; = 3@ liegen. Fir Abstdnde die kleiner
sind als der klassische Umkehrradius v < 7y, erfdahrt die Wellenfunktion einen exponentiellen
Abfall. Das heilt ist 7y; > a, so spiihrt die Wellenfunktion kein Potential. Die Bedingung fiir
eine Streuung ist also

Yk <a w/l(l +1) = l<ka (C.68)
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Optisches Theorem

Aus der Gleichung der Streuamplitude (C.54) bilden wir den Realteil fiir 3 = 0 und erhalten
fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

o= 4T”I*m(fk(O)) (C.69)
Streuphasen

Im folgenden betrachten wir ein kurzreichweitiges Potential, welches fiir ¥ > a Null ist.
Aulerhalb dieses Bereiches lautet die Losung der Radialgleichung

R (r) = 5[ (kr) + € hy(kr)] (C.70)
Dabei ist h; (k) die erste Hankelfunktion, also h;“ (k¥) und R; (r) beschreibt die Funktion

mit dem Radius » > a. Uber die innere Radialfunktion R;" ldsst sich ohne Wissen des
Potentiales keine Aussage machen, jedoch gelten die Anschlussbedingungen

RIM)|, =R, _, (C71)
d .. _d e
5& (r) lr-a = gy Ry (r) |r-a (C.72)

Teilt man diese Bedingungen durcheinander und setzt vorraus, dass sowohl die Ableitung,
als auch die Wellenfunktion am Punkt v = a endlich ist, ergibt sich

R{(r) R/ (1)
- =« (C.73)
(ddny(r))m (ddny(r))r:a L
Fiir unsere Wellenfunktion fiihrt dies nach einigen Umformungen auf den Ausdruck
i * 2i6; 1 _
(dy [y (k) + €29 hy (k) | By et ), =

2(4- [k = ou ju(kr) .
( (d ) — e215 -1 (C.74)

oq hy(kr) = [y (kr)]

da _
dg[m(kr)] x @(kr) _ cot(s))
ar k] = o ji(kr) )

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir eine harte Kugel mit Radius a. Die Wellenfunktion
muss dann am Punkt » = a auf Null abgefallen sein und Gleichung (C.73) ergibt dementspre-
chend o = o

Ak - cg (k)
T - = cot(dy)
w=e \ g kN - eajitkr) )

ny(ka)
Jitka)

(C.75)
= cot(d;)

~N
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Fir die S-Wellenstreuung setzen wir den Index der Neumann-bzw. Besselfunktionen [ = 0,
was uns auf einen Ausdruck der Phasenverschiebung liefert

no(ka)
Jotkay ~ €0t
sin(ka)
ka
__cos(ka) = cot(do) (C.76)
ka
—cot(ka) = cot(—ka) = cot(dy)
—ka = 6()

Fur ein AbstoRendes Potential ist die Phasenverschiebung also negativ. Betrachten wir nicht
den Fall der S-Wellenstreuung, sonder entwickeln wir (C.74) nach kleinen k ergibt dies einen
Ausdruck der Phasenverschiebung folgender Art

(2l +1) (ka)2+! l-ax

@n(o) = ror e [+1+ax

(C.77)

Wir legitimieren jetzt die Aussage, dass man durch die S-Wellenstreuung fiir kleine Energie
schon eine Hauptaussage tatigen kann, oder anders gesprochen, dass fiir kleine Energien die
Zentrifugalbarriere so grof wird, dass die Wellenfunktion fiir [ > 0 das Streuzentrum nicht
spiihrt. Dafiir entwickeln wir (C.77) nocheinmal fiir kleine k und erhalten die Information

) o< k2t (C.78)

Fir kleine Energien tragen wie schon erdhnt nur die S-Wellen zur Streuung bei. Der totale
Wirkungsquerschnitt lautet dabei

o= % sin(8)? = 4ma’ (C.79)

Dafiir wurde im letzten Schritt das Ergebnis aus (C.76) und die Tatsache kleiner k verwen-
det.
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