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Willkommen zur Experimentalphysik 3 — Optik, Wellen und Teilschen

Dieses Werk ist unter einer Creative Commons Lizenz vom Typ Namensnennung -
Nicht-kommerziell - Weitergabe unter gleichen Bedingungen 3.0 Deutschland zugang-

lich. Um eine Kopie dieser Lizenz einzusehen, konsultieren Sie http: //creativecommons.

org/licenses/by-nc-sa/3.0/de/ oder wenden Sie sich brieflich an Creative Com-
mons, 444 Castro Street, Suite goo, Mountain View, California, 94041, USA.
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GEOMETRISCHE OPTIK 3

Fur die bildseitige Brennweite erhdlt man:

nyv
g~ b=fa= 2T
Ny, — Ny

Fir die gegenstandseitige Brennweite erhilt man:

mr
b - =fg=—".
© , g=fc N -1y
Vorzeichenkonvention
Variable | >0 | <0
g G links von § G rechts von S
fc F; linksvon S | Fg rechts von S
b B rechts von S B links von S
fB Fg rechts von S Fp links von S
r M rechts von S M links von S

Bemerkung: Oder konsequente Vertauschung von links nach rechts der obigen Vorzei-
chenkonvention. -

Unsere Gleichungen erlauben bereits jetzt, beliebig komplexe Linsensysteme innerhalb
der paraxialen Naherung zu berechnen.

3.1.7 Abbildungsgleichung fiir diinne Linsen

Vorgehen: Man bildet den Gegenstandspunkt G sukzessiv an den beiden Linsenober-
flichen ab (G = Gy - B; = G> — B, = B) . -
1.) Abbildung:
moon_ m-m
g b g
2.) Abbildung (vernachldssigung der Linsendicke d (d < 11,72)):

n; ns ny —n;

WH b T2

o M3 Ma—-N; MN3—N
- Ly 32 1,8 72

g b " T2

Fir den einfachen Fall, dass sich unsere Linse in Luft befindet (n; = n3 = 1, n, = ng)
ergibt sich die Linsenschleifergleichung:

69
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N

ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

E, héngt nur von der Ausbreitungsrichtung der Welle (1.6) ab (hier z). Somit vereinfacht
sich Gleichung (1.6) zu:

0°E, 1 0°E,

az2 2 ar? (.7)
u\ —\/
X
Elektrisches Feld einer elektromagnetischen Welle. Losung von (1.7).
Laserstrahl
exponentiell gedampft Goldschicht
Glasprisma
Die allgemeine Losung von (1.7) lautet
E, =E,, f(z—ct) (1.8)
Einsetzen:
0°E .,
2 By f(z-cb)
1 0%E, 1

| || 2 | N
T2 a2 2 vl (z=ct)e

Somit sieht man, dass alle Funktionen der Form (1.8) eine Losung der Wellengleichung
darstellen. Spezielle Losung der Wellengleichung sind die harmonischen Wellen:

T:N _ct) = sin[k(z — ct)]| mit der Wellenzahl |k = </ (1.9)

GEOMETRISCHE OPTIK 3

3.1.4 Optische Abbildungen

Wichtig fiir die mathematisch einfache (linearisierte) Beschreibung von Strahlengangen
sind kleine Winkel:

sin(a) = tan(x) = «.
Dann lautet das Brechungsgesetz:

Ne Qm = *:QN.
Wichtige Taylorentwicklungen:

Qm
sin(&x) = & — <5t NICS)

Qm
cos(ex) =1— -+ 0(x®)

Fiir die paraxiale Optik, bzw. paraxiale Ndaherung gilt:
i.) Strahlhohe h < Linsendurchmesser D

ii.) o — 0 moglichst kleine Einfallswinkel
3.1.5 Reelle und virtuelle Abbildungen
Im Gegensatz zum virtuellen Bild ldsst sich ein reelles Bild mit einem Schirm auffangen.
Beim reellen Bild befindet sich das abbildende Instrument nicht zwischen Bildpunkt P

und Beobachter, im Gegensatz zum virtuelle Bild.

Abbildung an einem Kugelspiegel
Es gilt:

Fiir die paraxiale Optik (Vernachlédssigung von d) gilt weiter:

h
t )Ry =—
an(y) = y g
EEQVHQHW
p
h
aimvzmuw
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1

.1

ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

Man sieht, dass beide Wellen das gleiche w und k haben. Um die Phasenverschiebung
der beiden Felder zu betrachten nehmen wir wieder die ebene Wellenl6sung und bilden
die Zeitableitung:

B, = By, exp(i(kz — wt))
By

—iwB,,
Mit den Maxwellgleichungen erhalten wir

0 . .
mmx =ikEy = iwB,,.

Daraus folgt:

E, = W B, (1.12)
—

=c
Die beiden Wellen Schwingen im Vakuum in Phase:

X

Z\é -
> B

Die Intensitct bezeichnet die Energiestromdichte, also die transportierte Energie pro
Zeit und Flache, bzw. Leistung pro Flache. Einheit: ﬁ%_

_ _ Enmergie _
I'= Zeit- Flache ~ €= ¢&ok (1.13)

Die Energiedichte n ist hierbei (mit E = cB):

1
n= mmimm + c%B?) = gE? (1.14)

Der Poyntingvektor erfasst die Richtungsabhingigkeit des Energietransports:

S=EXH und H = th (1.15)
0

Der Betrag des Poyntingvektors S entspricht genau der Intensitat I:

1
|S| = eg——IE||B| = goc|E|* =1
Ho&o

Betrachten wir die Richtung des Poyntingvektors im Vakuum:

SLB,SLE

GEOMETRISCHE OPTIK 3

ii.) Ablenkung: 180° aus allen Richtungen

Auch das Snelliussche Brechungsgesetz kann vektoriell formuliert werden:

N,

ng

Sy

NSt = NeSe + (N cos(0;) — . cos(0,))u,

Mit cos(8,) = u,s, folgt:

ne cos(6,) = /\:W - n2 +n2cos2(0,)u,

»| Beispiel Fata Morgana:

Glucoselosung:

reines Wasser

z

n(z)
konz. Glucoselésung

3.1.3 Strahlenablenkung durch ein Prisma
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1.1 7 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

Einsetzen und nach t integrieren

B, = - % 2E.kcos(kz) sin(wt) dt
0
Byes = | 2Ex X | cos(kz) cos(wt) (1.16)
0
x
7 E
Metallspiegel \X/x
NS BN\ 2
Interferometer
Young-Doppelspalt
X
o;v _u“w oc o8 X
|7 g

I(x)

Im folgendem Bild ist die Beugung von Wellen einer Punktlichtquelle am Einfachspalt

zu sehen:
X

) ()

I(x)

Experimentell wird folgendes Resultat fiir die Intensitdt erzielt:

sin x
X

I(x) o A VN = sinc®x

Die Periode des cos? x Beugungsbildes beim Doppelspalt hingt umgekehrt proportio-
nal vom Abstand der beiden Spalte ab, genauso héngt der Abstand der Minima beim

6

GEOMETRISCHE OPTIK

Optische Tarnkappe

A

Trick: Aus dem Fermat’schen Prinzip lasst sich ableiten, dass der Lichtweg im Prinzip
umkehrbar ist (Absorption, Farady-Effekt im stationdaren Magnetfeld). -

Das Extremum des optischen Weges kann ein Maximum oder Minimum sein (z.B.: beim
elliptischen Spiegel). Das Gesetz der geradlinigen Lichtausbreitung im homogenen Me-

dium folgt direkt aus dem Fermat'schen Prinzip.

Reflexionsgesetz

T7777 777 A7 77777 Spiegel

geradlinige Verbindung
B’

3

63
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.1 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM GEOMETRISCHE OPTIK 3

Wahlt man:
A
Ad = §M
mit m € Z, erhdlt man eine Hell-Dunkel Sequenz am Detektor. GEOMETRISCHE OPTIK
A d  20um _
2~ Anzahl = 6a _ O0312>km
= A =625nm

Die bisherige Basis unserer optischen Betrachtungen, war auf die Wellenoptik, welche
mittels der Maxwellgleichungen beschrieben werden kann, beschrankt. Jetzt wollen wir

Der verwendete Laser besitzt eine Wellenldnge von A = 632.8 nm
das Licht als »Strahl« ndher untersuchen.

Die ausgedehnten Ringe kommen zustande, weil man mit leicht divergentem Licht ar-

beitet und sich die Wellenlangendifferenz als Vielfaches von A/2 manifestieren. Wir nehmen an, dass die zu untersuchenden Objekte viel gréRer sind als die Lichtwel-

lenldnge. Hierbei werden Brechungseffekte vernachléssigt.

1.1.3 Polarisation des Lichtes

»Lichtstrahl«

Bei linearer Polarisation ist der E-Vektor einer ebenen Welle konstant: .M _—_
Ex
m_ = H.o._ mNUCQAN - Sﬂvv m.o; = 0
0

0 Kugelwelle

E, = m.o_m mXUC:AN - wt)) m.oh = m‘u\
0

Definition eines »Lichtstrahls«:

Beides sind Losungen der Wellengleichung, ihre Superposition also auch:
E, + E; = Eges exp(i(kz — wt)) a__”vuv_
Nicht nur reelle, sondern auch komplexe Linearkombinationen von E; und E, sind Lo-
sungen der Wellengleichung.
b Beispiel Es soll folgender Fall betrachtet werden : E; + iE,. Hierfiir gilt folgende i.) Senkrechte (Normale) auf einer Wellenfront

Abbildung; ii.) Ausbreitungsrichtung der Energie (Poyntingvektor)

iii.) Wellenvektor k (in homogen, nicht brechenden Medien)

3.1 Das Fermat’sche Prinzip

——,
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1.1 7 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

10

Jones-Vektoren

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

Flir die Abschatzung des Koeffizienten 8 betrachtet man:

Die formale (und praktische) Beschreibung von Polarisation erfolgt durch normierte . = 1.5 (Glas) ne =1 (Luft)

zweidimensionale Vektoren, die sogenannten Jones-Vektoren.

0
E, = AHv horizontal polarisiertes Licht
1
E, = AOV vertikal polarisiertes Licht
1 (1
E.y5 = Ve A 1 v linear polarisiertes Licht
1 (1 .. .
Ercp = H AHV o_-polarisiertes Licht

Eicp = w AIH_V

»| Beispiel Uberlagerung von o, und o - Licht:

1 (1 1 1 2 (1
- 75 (1) - 2 () - (o) -2

Es handelt sich also um linear polarisiertes Licht.

Elliptisch polarisiertes Licht:

Eq = w AMV

wenn:

E,-E;=0 = E, und E, sind orthogonal

Elliptische Polarisation
Fiir eine Ellipse gilt die Gleichung:
.KN .w\m
% + w =1
Hierbei bezeichnet a die grofe und b die kleine Halbachse.

¥

o .-polarisiertes Licht

Or = 41.8° 0, = 45°
A = 600nm B=3.7" HowF
mm
W =300nm ~ W
k. Wellenfronten
e,h Ne
w o
ne
I c e 2By bY% N,
< . .
: 2.3 Lichtleitung und Glasfasern
— Coating
MNMantel O_QQQ_SN
Nk Kern
Ny

Das Coating ist eine Schutzhiille aus Plastik, die um das Cladding herumgelegt ist und
eine Dicke von ca. 1 mm hat. Das Cladding hat eine Starke von 125 um, der Kern hat
gerade mal einen Durchmesser von 8 um. Die Lichtleitung im Glasfaserkabel findet nur
auf Grund der Tatsache statt, dass

Nk > Ny

Nachrichteniibertragung
i) A=15um
ii.) v =200 THz

iii.) maximale Datenrate ist nach dem »Nyquest Theorem« < v/2: 100 TBit/s pro Glas-
faser pro Wellenldnge
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1.1

ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

Fiir allgemeine Filter &2 berechnet sich die ausgehende Polarisation zu:
m.oE =2 m.m:
Um einen gedrehten Polarisator zu berechnen, drehen wir zuerst in ein neues Koordi-

natensystem, fithren die Messung aus und drehen dann ins urspriingliche Koordinaten-
system zurtick.

Die Drehmatrix ins gedrehte System ist:
B — cos® —sSin&\ a=qsc 1 (1 -1
7 \sinx cos« o2\ 1

Dann wird die Messung durchgefiihrt von:

T

Die Riicktransformation ist:

1 (1 1
A@LMOHHAL Hv

Somit ergibt sich:

%.lhwﬂoohwlwlwwﬂ
B\ 1)lo 1)z 1) T2l
Man kann n polarisierende Elemente hintereinander schalten. Zur Berechnung der Ge-
samtpolarisation ist nur eine Matrixmultiplikation notig:

%mnm”ngs.gsww.....%w.%w

Da ein Polarisator immer nur eine Komponente misst, braucht man 2 Messungen um
den Polarisationszustand zu berechnen.

»| Beispiel Exzentrizitat € und die Lage der groRen Halbachse .

1. Messung
>

[]L~IE,

o E,

M‘E » .
L] L~ El

Ex

unbek. Pol.richtung

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

Bei 0, = 03 (Brewsterwinkel) verschwindet die Reflexion fiir p-polarisiertes Licht, d.h.
dort tritt 100 % Transmission auf. Da bei der Totalreflexion R = 100 % ist, wird dieser
Effekt zur verlustfreien Ablenkung von Licht eingesetzt.

Antireflexschicht

R =100%

R =100% Antireflexschicht

2.2.9 Totalreflexion und evaneszente Wellen

Das Experiment wird mit Licht im Mikrowellenbereich bei einer Frequenz von v = 16
GHz, also einer Wellenldnge von A ~ 3 ¢m mit Paraffin durchgefiihrt. Folgende Abbil-

dung veranschaulicht den Versuch:
v d=A/2

~

frustrierte Totalreflexion /A

Totalreflexion 0 < Ouit

Der Versuch zeigt, dass Licht sich im erlaubten Medium wieder ausbreitet, nachdem es
durch den »verbotenen« Bereich getunnelt ist.

Ein Analogon ist der quantenmechanische Tunneleffekt.

endlich hohe Potentialstufe
) ﬁw

exponentielles Eindringen

In einem endlich hohen Potentialtopf dringt die Wellenfunktion exponentiell in die Po-
tentialwande ein.

Optische bedeutet dies:
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MATERIALWELLEN

w

2 2nf  w

A c c

Nach dem Superpositionsprinzip ergeben sich neue Losungen der Wellengleichung als
Summe von Losungen. Ein Wellenpaket setzt sich als Linearkombination vieler ebener
Wellen im Intervall [ ko — Ak, ko + Ak] zusammen. Somit erhalten wir fiir:

ko+Ak

Eo(z,t) = E % expli(kz — w(k)t)) dk

ko—Ak
Entwickelt man nun w (k) fur k < kg um ko herum als Taylorreihe, so erhalt man:

el
+:A NAOV 2 k2

0
w(k) = w(ko) + (k - 5%
k=kg k=k

+O(k?)
0

Hierbei ist (0w /0dk)y, die Gruppengeschwindigkeit, mit der sich die Energie und somit
die Information ausbreitet. (0°w/dk?), entspricht der Gruppengeschwindigkeitsdisper-
sion. In reeller Schreibweise erhalt man:

ko+Ak

E.(z,t) = E, % cos((kz — w(k))t) dk

ko—Ak
Bricht man die Taylorentwicklung nach dem zweiten Glied ab, erhélt man:
w(k) = w(ko) + (k —ko)cg(ko)

¢y entspricht der Gruppengeschwindigkeit. Somit ist:

mxnmo Ta:a |8§:|;|§§§E%
wo

Ak sin(Ak(cgt — 2))

=2E, om Aklegt —2) cos(wot — koz)

cos -Tragerwelle

sinc-Funktion

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

»| Beispiel Prisma:

N\

p-pol.

2.2.8 Reflexionsgrad an Grenzflichen bei Einfall aus dem optisch dichteren
ins optisch diinnere Medium

Fallt Licht aus dem optisch dichteren Medium n, > n; auf die Grenzflache, so wird ab
einen bestimmten Einfallswinkel 6, = 01 (07 ist Winkel der Totalreflexion) da Reflexi-
onsvermogen R = 100 %.

100% —

50% —

10° 20° 30° 404550° 60° 70° 80° 90°

Der Totalreflexionswinkel 01 ist gerade der Winkel, bei dem im Snelliusschen Bre-
chungsgesetz sin(0;) = 1 wird (0 = 90°).

Ne

>

%K - rwoc

55



T

“10A () 0 uorsIxdsiq
J[RTALII-IYDIU JUID IINII[US[PM WAUID UI JI9PO WINIPIN WU UT 1891 USUMRWIS[Y W]

1UYDTU 1YIIJIIZ 19 edUI[[D M Sep pun uorsIadsi( Uy S
1q18 AST 0 = Y@/ M ,0 ST[e] "1SISSRUDRWIPA SUNUPIQ J2IYQY UOTSIadSI(] 1P Udqey IIM

oy
i -
NoybIp
-UIMYISBUISDYJ TP ITW UR._1Sedord (19UD19Z98UT9 95URI0) UIIUOIJUI[[IM USUDZUID 31
1e1dedoxd
Oy=y
% = by
Mo

1 SrpumMydsaguaddnin) 19p 1 S19RAUI[[DM SOP IPUS[[NYUIT dIP SSep 1YIS UBN

o >> 0\ sas ARSI
X NG <<.\<<v\¢/ A f

<

UONRULIOJSURI ] -IDTINO,]

AV O Oy YV - Oy

Qv A

. !>\9>> >\A\7>

<

od.
NRULIOJSURI ] -I9TINO ]

«

NADVIANNYTH FHOSINVNAJOILIIT]

1191s1rR[0d-d STPURIS[IOA 1ST 1YIIT 91IINITUISURI] SBP
pun 1a1s1Ie[0d-S STPURISTIOA 1ST 1YDTT 1IN SBP PUNIIPURUIINZ 1YIIDNUIS [YenS
I91IDMTWISURI] PUN I9LIITP[RJII UIYDS 9 [UIMS[[RJUIT S[® 9 [D[UIDIIISMIIF WIdg

u
A‘v ueple = 4 <

u
m= a
7, = (fo)uey
.06 ="9+ 9

o — (g + 4g)ue)

I8 UM 42ISMaAG TP INT

206 .08 o0Z .09 0§ .0F .0€ .02 o0

ot

— %001

2118 anerdserH aum ur 3ynT uoa Suediaq() WIaQ UOIXI[PY 1P N

"UISQULIDASUOLS
-STISURI], Sep 41 "Mz( ‘I pun UISQUIIIASUOIXI[JOY Sep 19qI9IY 1qRIYISAq 4y "Mzq Y

dp.dp=dp
£151="L
da-dy =y
A=Y

TWOS 118 U1RIISUNU] 1P I

('0 —°9)s02 (g +°g)uis _ (°9)s0d'u + (’9)sod°u _ “°g

®9 Goso (o  ~ Coseouz g
22) (Yo + °9)u1s _ (?@)sod U + (°9)sod’u _ $|m _ 5
(°9)s0d ('g)u1s g (°9)s0>’ug 7
. (‘g + °9)uey (*0)s02°u + (°9)sod 'u dog y
©) (o —o)um ~ (19)s0>°u— (g)soou  aig
©2) (g + ?g)uis _ ('0)s02 U + (’°9)sod’u _ q 5
(g —’0)urs  (’g)sod’u — (°g)sod>’u g

:13[0J 9IM U319)
-ne[ (U]PUWLA0] dYIS,[oUSd.1,]) UIIUIIZIJIONSUOISSTWISURI) pun -SUOIXdpaIudpmidury aiq

U[OULIO] 9YDS,[9USdIL] 2'T'T

ONNNIIMTISHOI M -ITIHLVIN-LHOIT NOA ONAIIFIHOSHY HHOSIdOMSOTATN c'c



1.2 MATERIALWELLEN

»| Beispiel Plasmonendispersion:

w (k)

Lichtgerade
Plasmafrequenz wp
Plasmadispersion
k
1«
Dispersionsrelation
w (k)
Vgr = 0w /0k
Oberflachenplasmonen
P Upn = w/k
k
anormale Dispersion
w (k)

. Bereich anormaler Dispersion
Vgr = 0w /0k <0

Upnh = w/k

Diese Art der Dispersion kommt zum Beispiel bei »Excition-Polaritonen« vor. Dies ent-
spricht Elektronen-Loch-Paaren im Halbleiter.

Rechenregeln fiir die Fouriertransformation

Fourierreihen kommen immer dann zum Einsatz, wenn periodische Funktionen durch
eine Reihe gendhert werden.

16

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

Es folgt fiir den Amplituden-Reflexionskoeffizienten bei p-polarisierten Licht:

E, — n;cos(0,) — n,cos(6;)
E. — n;cos(0,) + n.cos(6;)

Yp =

com

2.2.6 Reflexion und Transsmission von s-polarisierten Licht auf einer
Grenzflache

Die Herleitung erfolgt analog zu p-polarisierten Licht, jedoch mit B (das in der Einfalls-
ebene liegt, anstatt mit E).

B, = —B, cos(0,) B.n = —B. sin(0.)
Bir = —B; cos(6;) Bin = —B; sin(6;)
mwﬁﬂ = mwﬁ nOwAva WﬁZ = \Wﬁ wHSAQmV

Mit der Stetigkeitsbedingung, dass die Normalkomponenten von B und D stetig sind
folgt:

cos(0e) (By — B,) = —B, cos(0;)

sin(0,) (B, + B,) = —B; sin(0,)

B, mn.cos(0,) —n;cos(6;)

= m\m - M. cos(0,) — n; cos(6;)
E
u%u;

¥, entspricht hierbei dem Amplitudenreflexionskoeffizienten fiir ein s-polarisiertes E-Feld.
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1.2

7 MATERIALWELLEN

Cosinus:

f() F(f)
cos(2m fot)
ANA L L
\ < < / ~fo fo
GauR-Funktion: £ N Ff) N
exo| - ()] exo| - ()]
_ t _ f
Merke: Euler Formeln:
sin(x) = W?xcaxv —exp(—ix))
cos(x) = WAGGQRV + exp(—ix))
Rechenregeln
S — F(w)
Linearitat E\,\wﬁﬁv + W,\ANAD — aFj(w) + bF(w)
Faltung f(t) x g(t) — F(w) - G(w)
Multiplikation  f(t) - g(t) — F(w) * G(w)
Zeitverschiebung  f(t — to) — F(w)exp —iwt
Frequenzverschiebung f(t)exp(iwt) — F(w — wy)
Ableitung %\QV — iwF(w)
Multiplikation mit t ¢ - f() — iLF(w)
Zeitskalierung  f(at) — @m Amv

Fiir das Faltungsintegral gilt:

£ % g(t) = H FDgT—t) dr

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

t beschreibt hierbei den Amplituden-Transmissionskoeffizienten, der wie folgt definiert
ist:

2N,

t= e
Ne + Ny¢

Fallt Licht vom optisch dichteren Medium auf eine Grenzflache zum optisch diinneren
Medium (n. > 1), so ist der komplexe Amplituden-Reflexionskoeffizient » > 0 und E,
und E, sind in Phase (A = 0), es findet also kein Phasensprung statt. Dies bezeichnet
man auch als Reflexion am losen Ende.

e Al

Fallt Licht vom optisch diinneren Medium auf eine Grenzfliche des optisch dichteren
Medium, so ist n, < n; und wegen v = mﬁmw ist ¥ negativ! Das heiRt, dass beide Felder

gegenphasig sind, es erfolgt also ein Phasensprung von 11=180°. Man spricht auch von
einer Reflexion am festen Ende.

Mg -V

Fiir den Reflexionsgrad gilt:

R=—=7r-7r

Ir|?
B 75 —-n |?
Ne + Nyt

»| Beispiel Betrachtet wird die Grenzflache Luft-Glas (n = 1.5) bei senkrechten Licht-
einfall:
1-1.5)°
1+1.5
10.2]2

0.04

R =

Die Rechnung zeigt, dass 4 % der Intensitat (20 % der Amplitude des einfallenden
E-Feldes) reflektiert werden. Es zeigt sich also folgendes Problem. Bei Objektiven mit
vielen Linsen (z.T. bis zu 10) haben wir bis zu 20 Grenzflachen. D.h.

Iges = I, (1 — 0.04)%° = 0.44
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1.

MATERIALWELLEN

Mit A = h/(21r) folgt fiir die de Broglie Wellenliinge eines Teilchens mit Masse m und
der Gruppengeschwindigkeit v:

h h
Agp=—=——
p mv

und
E=h- VdiB

y ist im Gegensatz zu einer klassischen Wellenamplitude komplex. Es wird noch eine
Interpretation benétigt, was 1t physikalisch bedeutet.

Betrachte die Ableitung

Wy o o= py
: 2
Lo Ly = o= Ew
2 2
1.) Versuch der Konstruktion einer Wellengleichung analog zu klassischen Wellen-
gleichung:
02 2 1 02

eV = e
NQN m,w
= _Hlﬁ + QNNNH_C\ =0

— E2 = pv?

Dies steht im Widerspruch zu E = p?/2m. Die Konstruktion analog zur klassi-
schen Wellengleichung ist also erfolglos.

2.) Versuch (Schrodinger):
p?
_y=-E
om % v
p 2 iho,

h 0° .
“amax) ¥ T EW = ihaw 17

Dies ist die Schrddingergleichung im feldfreien Raum.

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

Analog fiir einen transmitierten Strahl gilt:
Nmmm = Wa.
Es folgt also:

wn, . wn;
2 sin(0,) = ki =
C C

Nﬂmm = w:\; Qn v .

Daraus ergibt sich das so genannte Snelliussche Brechungsgesetz:

M. sin(0,) = n; sin(0;)

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente von E fiihrt direkt zur Erhaltungsgrofe 7 sin(9).

9 Ne

0, n,

MNsubstrat

M, Sin 6, = ny Sin 0; = N, sin 6> = N3 Sin 03 = Nsypsrar SIN Osupstrat

Bemerkung: Es zeigt sich also, dass fiir die Berechnung des Ausfallwinkels (im Bild
Osupsrat) NUT der Brechungsindex n, (einfallend) und nsyysiar Von Bedeutung ist, alle
anderen Brechungindize dienen lediglich zur »Verschiebung« des Strahles. -

Der Ubergang vom optisch diinneren ins optisch dichtere Medium sieht wie folgt aus:

Ne =1

wul

ng = 1.
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7 MATERIALWELLEN

Mit Hilfe der Integration 16st sich das Problem:

t

a
. sf
SOH& For - Tuobmﬁ &

= ihIn(f(t)) = const -t

0

Durch exponentieren® folgt:

const -t

%:vnbmch m vn\»meLSS

Mit w = c¢/h gilt fir die Gleichung in u(x):

N N
‘:Mkv W\m}‘ﬁs% + 55%20& Hm

2M e VOt ulx) = 0
NN
=k2(x)

= u"(x)+

Somit erhdlt man fiir die Ortskomponente analog zur Optik die sogenannte Helmholz-
gleichung:

u’ (x) +k*()u(x) =0

Diese reelle Gleichung kann nur reelle Losungen haben. Man setzt ein ortsunabhdngiges
Potential an

V(x) = const,

somit ist

k(x) = const =,/ W%Am -V).

Dann ist u(x) = «xexp(ikx) eine spezielle Losung fiir freie Teilchen.

u'(x) = iku(x)

u’(x) = —k*u(x)

Fiir ein konstantes Potential ist
Y =u(x)f(t) = Aexp(i(kx — wt))

eine Losung der Schrodingergleichung.

Neologismus von Prof. Dr. H. Giessen, eigentlich potenzieren

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

: NsAcx\:c;
X'(w)=-— ] o oz dw
0

nK
A\, . Bereich anormaler Dispersion

n(w)

w

n(A)

147 +
145 +

| |
i 1 A
400nm 800 nm

2.2.2 Elektromagnetische Wellen an Grenzflichen

Es wird angenommen, dass isotrope, isolierende und nicht magnetische Medien (¢ = 1)
vorliegen.

ke

a

z

Aus den Maxwellgleichungen folgen die Randbedingungen fiir die Stetigkeit der Fel-
der.

1

i.) Die Tangentialkomponente von E und H = o

B stetig an einer Grenzflache.
ii.) Die Normalkomponente von D = ¢y¢E und B sind stetig.
Somit folgt fiir die Felder:
E, = E,ocos (wet — kr) = E.cos (¢p.(r,t))
E, =E,pcos (w,t —kr) = E,cos (P, (r,t))
E; = E;pcos(wit —kr) = E;cos (¢p;(r,1))
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1.

MATERIALWELLEN

Flir ein freies Teilchen mit kinetischer Energie E\, gilt:

ot _nk
Eian = 2m 2m = hw
w (k)
k
Daraus folgt
’w h
ke~ m * O

Dies ist die zweite Ableitung der Dispersionsrelation. Es zeigt sich, dass die Krimmung
reziprok zur Masse ist, also:

1
Masse

Krimmung oc

Das heil’t, dass Objekte mit groRer Masse langsamer »zerflieRen«.
»| Beispiel Ein Elektron mit Ortsschérfe von Ax(t = 0) = 1--. Da
Ax-Ap =h
Ax -m-Av >=h

hat nach nur 10us das Elektron eine Ortsunschérfe von 10 m. I«

Im Experiment misst man aber nur punktformige Teilchen. Nach der »Kopenhagener
Interpretation der Quantenmechanik« gibt die GroRe

Y, DY, t) dx = [y (x,t)]* dx
der »Elektronenwelle« die Wahrscheinlichkeitsdichte an, ein Teilchen zum Zeitpunkt ¢

im Intervall [x, x + dx] zu finden. Es gelten folgende Eigenschaften:

» ||? ist nicht direkt messbar, da es eine Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt.
Erst fiir viele gleich préparierte Teilchen ist es messbar (Ahnlich wie I o« |E|? bei
elektromagnetischen Wellen.).

»  eines einzelnen Teilchens ist nicht messbar im Gegensatz zum elektrischen
Feld.

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

Das heilt, dass bei sehr kurzen Wellenlangen unterhalb der Plasmafrequenz (tiefes
UV, weiche Rontgenstrahlung) sich Metalle wie Dielektriaka verhalten mit Brechungsin-
dex

wp

T 2w?’

n(w) =1

Metamaterial (kiinstliches Plasma mit Ladungsdichte 71eg)

Neft e

Ne oR

a

Solange die Wellenldnge der elektromagnetischen Strahlung ca 10x groRer ist als die
Einheitszelle (Drahtabstand), sieht die Welle nur ein »effektives Medium« mit Ladungs-
dichte 7eg.

2.2.1 Kamers-Kronig-Relation

Die Kramers-Kronig-Relation stellt den Zusammenhang zwischen Real- und Imagindrteil
des Brechungsindex (T, k), (&', &), (X', x") dar.

Vorausgesetzt wird eine Linearitdt zwischen P und E.
P = [ it —t)2Ew) dt

Hierbei ist h(t — t’) eine Antwortfunktion.

Wir nehmen an, das ein harmonisch oszillierendes Feld E(w) = exp (iwt) vor liegt, so
dass fiir das Integral folgt:

P(w) exp(iwt) = H h(t —t')eE(w) exp(iewt’) dt’

—o0

Mit t” =t —t’ folgt:

goE(w) exp(iwt) _\ h(t")exp(iwt”) dt”

45
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1.2 MATERIALWELLEN

QW O Py,
I "

Elektronen werden als einzelne Teilchen am Detektor gemessen. Bei vielen Elektronen
ergibt sich das Interferenzmuster.

Mittelwert, Wahrscheinlichkeit, Fluktuationen

Fur den Mittelwert gilt:

w;, = {a,b}
a+b
2
w; ={a,a,b,a,c,d,c,a,b,d,d,c,d,a,a}
6a +2b +3c +4d
15
6 2 3 4

HH|MS+H|MT+H|WQ+W&

Die Briiche (z.B.: 6/15) bezeichnen die Wahrscheinlichkeit fir die jeweilige Variable.
Allgemein gilt die Formel:

(w) =TI(a)a +II(b)b +TI(c)c + II(d)d
IT beschreibt hierbei die jeweilige Wahrscheinlichkeit einer Variablen.
w={a;:i=1...n,1l(a;)}

= (w) = > (a)a

i=1

Es ist klar, dass immer gelten muss;

Elektron im Kastenpotential

Gehen wir zur Quantenmechanik und betrachten ein Elektron im Kastenpotential:

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

Wird angenommen, dass F = 0 so lautet die Differentialgleichung und deren Losung fiir
die Geschwindigkeit v:

QN
ar™

e
= v=x=-——EF
mI’

=0

Wird angenommen, das nach jedem StoR eine zuféllig verteilte Geschwindigkeit vor-
liegt, so ist die mittlere Geschwindigkeit das Produkt aus Beschleunigung und mittlerer
StoRzeit (v = at).

. e
x=—-—ET,
m

Der Zusammenhang zwischen Dampfung I' und mittlerer StoRzeit T, ist

Fir die Stromdichte gilt

Nnee?
I'm

Jj=-ne.ex= E

Hierbei ist n, die Ladungsdichte.
Das ohmsche Gesetz lautet
j=0.E.
Hierbei ist o, die Leitfahigkeit eines Stoffes. Fiur die Dampfung folgt somit

1 ne.e?
r=—=-2
T, oO.m

> Beispiel Fiir Aluminium ist o, = 36 - 10° 5— und n, = 0.18 - 10%° %

T, =7-10""s
=7fs

Rotes Licht hat im Vergleich dazu eine Wellenldnge von 800 nm und eine Periodendauer

von 2.6 fs.
\ﬂ 2.6 fs w‘/
7T :
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MATERIALWELLEN

Der Term +/2/L bezeichnet hierbei die Normierungskonstamte.

1 Ax N

Die Wahrscheinlichkeit das Elektron in der j-ten Box zu finden ist gegeben durch:

I(j) = ¢* (x;, Y (x;,t)
N —
=ly;l?

Somit erhdlt man fiir den Mittelwert der Position:
N N
(x) = > T)x; = > wix;p;- Ax

Im Fall fir %B folgt:

(0 = [ 9,0 x e, 0) dx
Wichtig ist, dass im Allgemeinem gilt:
(x)? # (x?)
Der Mittelwert des Impulses ist gegeben durch:
() = [0 0 (=ihaw(x, 1) dx
Dabei ist die Positionierung des Differentialoperators wichtig:
[w e 0pweet) ax « [ pw e e, dx

P)

%G*T%&xvﬁ dx
=...=0

Allgemein gilt fiir den Erwartungswert eines Operators:

(A) = %61»«.3%66«_3 dx

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

"] = |X"(w)| wird als Lorentz-Profil bezeichnet. Das Maximum existiert bei w =
Wo:

Xl = —12&

Xmax goMe ol

bei |[wo—w| =T/2 hat |x’| den halben Maximalwert (FWHM) der Bereich |wo,—w]| <T'/2
ist der Bereich negativer Dispersion.

Absorption und Reflexion

E(t) = E(w) exp(—i(kx — wt))

Komplexe Wellenzahl:

w
Co

k=
Komplexe Ausbreitungsrichtung:
n=+¢e +ig" =n—ik

Somit gilt also:

& =n®-K®

&' =-2nk
= 4n’ —4ne -7 =0

Die Losungen sind somit:

2

nt = [(2+?) 1+

K? =

N[ = N =

ﬁAm\m +M:mv:N -~ m;
= m:cv@%T:MNV = Egexp(—kkoz) exp(—inkyz)

Es zeigt sich also, dass der Imaginarteil k des Ausdrucks exp(—kkoz) die Absorption
bewirkt.
Die Intensitdt ist proportional zum Amplitudenquadrat:

1)

o) = exp(—2kkoz) = exp(—xz)

mit @ = 2kky, Absorptionskoeffizient

exp(—inKyz) — Phasengeschwindigkeit vp, = n\%
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MATERIALWELLEN

»| Beispiel Berechne Ax fur y, im Kastenpotential:

((62)%) = (x?) — (x)?
1 L\?
Am NAN:L‘AMV
(i)
12 82
Ax =/((8x)?)
1 1
=1z s

Genauso kann man die Impulsunscharfe Ap fir ¢, berechnen:

h
—

((6,)%) = (p?) — (p)?
=(p*)-0

= [wr a0 iho0 g e, 1) dx
212
- Aﬂv
21h
Ap = /\Aﬁmwi = ﬂ

Nimmt man das Produkt
2
AXy, * APy, = 5 UG

Die Heisenbergsche Unschdrferelation lautet dementsprechend wie folgt:

(1.21)

NS¢

Ax - Ap =

Mit dieser Relation kann man zum Beispiel die GroRe eines Atomkerns abschétzen:
Ax -Ap =~ h

Fiir die Bindungsenergie eines Photons im Kern kann von ~ 1MeV = 10° eV ausgegangen
werden.

2 2
P RO ) N ey
2m 2m

mit Ax

14

4, folgt durch einsetzen:

Ax ~5-100"m=~5fm

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

Die Polarisationsdichte ist die vektorielle Summe tiber alle mikroskopischen Dipolmo-
mente pro Einheitsvolumen:

» Ausrichtung bestehender Dipole in Fliissigkeiten/Gasen (Dipol-, Orientierungspo-
larisation)

» Verschiebung von Ionen in Kristallen (Ionenpolarisation)

» Anderung der Ladungsverteilung von Elektronen in Atomen (elektronische Pola-
risation)

Aufgrund der Trigheit der Ladungstriger folgt die Polarisation der Anderung des Fel-
des nicht instantan. Bei optischen Frequenzen spielt die Orientierungspolarisation kei-
ne Rolle (elektronische Polarisation).

Modell des harmonischen Oszillator (Lorentz-Drude-Modell)

Folgende Differentialgleichung des harmonischen Oszillators nach dem Lorentz-Drude-
Modell wird hier betrachtet:

Mm.X + bx + ax = eE(t).

Die Lorentzkraft
FL=-exXB

im optischen Bereich ist wesentlich kleiner als die Coulomb-Kraft
Fc = —eE

und wird vernachlassigt.
Fiir die Auslenkung folgt somit:

—e/m,
2

(w§— w?) + :cﬂmASV

x(w) =

Wobei fiir die Konstanten I' und w, gilt:
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MATERIALWELLEN

Allgemein gilt:

Wenn zwei Operatoren nicht miteinander vertauschen (also deren antisymmetrischer
Kommutator nicht Null ist), dann kénnen beide nicht gleichzeitig scharf gemessen wer-
den (also konnen Ax und Ap, bzw. AA und AB nicht gleichzeitig Null sein).

Frage: Wann verschwindet die Fluktuation einer GroRe A? -

(AA)? =0 <= (A)* = (A%)
oder
~ i ~ 2
%Gﬁme dx = Q €§€mxv
Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist:
Ay = Ay

Dies ist eine Eigenwertgleichung, wobei y eine Eigenfunktion zum Operator A ist und
A ein Eigenwert zur Wellenfunktion .

Die Eigenwerte einer Matrix ./:
My -+ M
E:H e E::
werden mit dem charakteristischen Polynom berechnet:
det(.#Z — A1) =0

Ahnliche Matrix .Z":

M = diag(Ay,...,A,)
Aq 0

0 An
Ist ein System im Eigenzustand des Operators A, dann kann A scharf gemessen werden
= AA=0.

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

2.1 Makroskopische Beschreibung (Maxwellgleichungen in Materie)

Die Maxwellgleichungen in Materie lauten:

oH oM
rotE = |toﬂ - toﬂ (2.1)
0E 0P .
H.o:awma%\mg; (2.2)
divD = div (gE) = —divP + ¢ (2.3)
divB = div (uoH) = —div (uoM) (2.4)

Hierbei beschriebt P die Polaritdtsdichte, M die Magnetisierungsdichte, ¢ die freie La-
dungsdichte und j die freie Stromdichte.

Lineare Optik

Fiir die Polarisierung gilt:
P = ¢gyxXE

Hierbei ist x der elektrische Suszeptibilititstensor (Matrix 3 X 3) in isotropen Medien
wie z.B.: Glas.

X11 0 0
x=10 X2 O0]-Xx
0 0 X33

Nichtlineare Optik
Pyes = P + Py = £oX VE + £ (X?PE) E + £ ((xVE) E) E

Hierbei sind x® und x® Tensoren.
Wenn E ~ Egexp(iwt) ist, dann schwingt Py, mit der Frequenz w.
Py = P2 4 p®

p® 2w, w = 0; SHG optische Gleichrichtung
P® 3w; THG

w
~
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2 MATERIALWELLEN

t t t t H

. TR LA
35 —— 3p m= -2 -1 0 1 2
< M t t t
2§ — m=—1 0 1 2p
s
0 =0, »s« 0 =1,»p« U =2, »d«

1.2.2 Uberlagerung (Interferenz) von Materiewellen

Ein klassisches, optisches Experiment stellt der Poisson’sche Fleck dar. Der Versuch ist
wie folgt aufgebaut:

<—— mehrere Meter ——

Schirm bzw.
® CCD Chip zur
Lichtquelle a Detektion

Laser + Objektiv

zum Aufweiten Hindernis

% Schraubenkopf
Blende @5 mm
Mit Blende:

Dunkler Poissonscher Fleck

Der dunkle poissonsche Fleck ldsst sich von dunkel nach hell é&ndern, je nach Blenden-
durchmesser bzw. Abstand von Hindernis und Schirm.

Mit Schraubenkopf: Geometrische Schattenregion

Heller Poissonscher Fleck

Fresnelsche Beugungsringe

34

ELEKTRODYNAMISCHE GRUNDLAGEN 1

Bemerkung: Der Poissonsche Fleck und die Fresnel’schen Beugungsringe sind eine di-
rekte Manifestation der Wellennatur des Lichts. -

Das Experiment von T. Pfau und J. Mlyneck (97 Konstanz) zum Nachweis der Wellen-
natur von Heliumatomen ist wie folgt aufgebaut:

v =3 Draht 4 ym

1.3m—=—1.3m

2 um Spalt Schirm

Bemerkung: Der Poissonfleck ist die Manifestation der konstruktiven Interferenz der
Materiewellen. -

Die de Broglie-Wellenldnge ist einstellbar (durch die Geschwindigkeit v):

Aap = W = %
Beugungsmusterposition (pm)

150

100

50

Evolution der Messung

Das statistische Ensemble wird nach gentigend langer Zeitdauer das Interferenzmuster
herausbilden. Dasselbe funktioniert auch mit einzelnen Photonen (stark abgeschwéchte
Lichtquelle).

Dadurch manifestiert sich die Kopenhagener Interpretation der Quantenmechanik (| 2=
Wahrscheinlichkeitsdichte)

Hidden Parameters? Gedankenexperiment:

Auf den Horsaalboden sind rote Streifen gemalt, alle Studenten betreten den Raum
durch die beiden Tiiren. Sie stellen sich auf die Streifen. Eine CCD Kamera an der Decke
mit Farbfilter sieht die roten Streifen nicht. Der Beobachter der Kameraaufnahme sieht
nur das statistische Ensemble der Studenten sich entwickeln (als IF Muster). -



