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ELEKTRODYNAMISCHE GRUNDLAGEN

ELEKTRODYNAMISCHE GRUNDLAGEN

1.1 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

1.1.1 Wellengleichung

Die Maxwellschen Gleichungen sind Axiome der Elektrodynamik (klassische Betrach-
tung).

Maxwellgleichungen in differentieller Form

rotE = —% Induktionsgesetz (1.1)
divB =0 Gaufisches Gesetz des Magnetismus (1.2)
rotH = aa—lt) +Jj Durchflutungsgesetz (1.3)
divD = Gaufisches Gesetz (1.4)

Trick
rot (rotE) = —rot B = gouoE
Benutze die Identitédt rotrot = graddiv — divgrad = A

0°E

AE = &Ho 5

Verallgemeinerung: Allgemeine Wellengleichung.

1. .
mitc =

1
c? v/ €oHo

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist.

AE =

Die Gleichung gilt komponentenweise (Uberlagerungsprinzip), als Folge ihrer Linearitét.
Betrachten wir der Einfachheit halber eine linear polarisierte Welle, bei der nur noch
eine Komponente des E-Feldes ungleich Null ist:

E =(0,E,0)
Einsetzen liefert:

1 ..
EEJ’ (1.6)

(AE)y =



1.1 ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

E, héngt nur von der Ausbreitungsrichtung der Welle (1.6) ab (hier z). Somit vereinfacht
sich Gleichung (1.6) zu:
0’E, 1 0°E,

0z2 2 ot? (1.7)

0 AN
D AAATAR

Elektrisches Feld einer elektromagnetischen Welle. Lésung von (1.7).

Laserstrahl

exponentiell geddmpft Goldschicht

Glasprisma

Die allgemeine Losung von (1.7) lautet
E, =E,, f(z-ct) (1.8)

Einsetzen:

0%E,
0z?

=Ey, f"(z-ct)

1 3E, 1 . ,
= S5 = mbof (z—-ct)c?

Somit sieht man, dass alle Funktionen der Form (1.8) eine Losung der Wellengleichung
darstellen. Spezielle Losung der Wellengleichung sind die harmonischen Wellen:

‘ f(z—ct) =sin[k(z —ct)]| mit der Wellenzahl |k = ZT" (1.9)
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Aus der Maxwellgleichung: divD = p folgt im Vakuum (¢ = 0 — keine freien Ladun-
gen):

... 0E. O0E, OJE;
divE=0= Ix + 3y +az
(a)

Fir (a) gilt hierbei:
OE, N 0E,

@ Ty 70

Bei Ausbreitung in z-Richtung
E, = const..
Elektromagnetische Wellen sind transversale Wellen im Vakuum.

Komplexe Schreibweise
Oft wird folgende komplexe Schreibweise verwendet:

E, = Eyexp(i(kz — wt)) (1.10a)
E_ =E§exp(—i(kz — wt)) (1.10b)

Mit der Frequenz w = 2%

Es ist zu beachten, dass nur der Realteil (z.B.: Re(E,)) oder der Imaginarteil (z.B.:
Im (E,)) physikalisch sinnvolle Lésungen der Wellengleichung sind und gemessen wer-
den konnen. Nun stellt sich die Frage nach dem Magnetfeld.

Aus den Maxwellgleichungen ergibt sich:

V2B =AB= LZB' (1.11)
c

Dies ist die Wellengleichung fiir das magnetische Feld. Mit

rotE = -B
und Einsetzen der elektrischen Losung
Ey = Ey,exp(i(kz — wt))

erhilt man
0 .
~—E, = -B.
ox ¥

Daraus folgt, dass B L E ist.
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Man sieht, dass beide Wellen das gleiche w und k haben. Um die Phasenverschiebung
der beiden Felder zu betrachten nehmen wir wieder die ebene Wellenlésung und bilden
die Zeitableitung:

BJ/

B, = -iwB,

B, exp(i(kz — wt))

Mit den Maxwellgleichungen erhalten wir

0 . .
&E" =ikEy = iwB,,.

Daraus folgt:

B, (1.12)

Die Intensitcit bezeichnet die Energiestromdichte, also die transportierte Energie pro
Zeit und Fliche, bzw. Leistung pro Fliche. Einheit: [%}

_ Energie )
I'= Zeit Flache ~ €N = ¢k (1.13)

Die Energiedichte n ist hierbei (mit E = cB):
1 , . .
n= Eeo(Ez + ¢?B?) = g E? (1.14)

Der Poyntingvektor erfasst die Richtungsabhédngigkeit des Energietransports:

S=EXH und H = HLB (1.15)
0

Der Betrag des Poyntingvektors S entspricht genau der Intensitat I:

1
IS| = eg——IE||B| = goc|E|* =1
Hoé&o

Betrachten wir die Richtung des Poyntingvektors im Vakuum:

SILB,SLE
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Somit ist S || k im Vakuum.

ebene
Wellenfronten

Der Poyntingvektor steht senkrecht auf der Wellenfront und ist somit parallel zu k.
E =Eqexp(i(wt—k-r))
21T

k ist hierbei der Wellenvektor mit der Wellenzahl: |k| = 5

1.1.2 Interferenz

Superpositionsprinip Uberlagerung von Losungen der Wellengleichung sind wieder ei-
ne Losung der Wellengleichung. X

Bei gegebenen Randbedingungen ldsst sich durch Linearkombination von bekannten
Losungen (z.B.: ebenen Wellen) eine passende Losung fiir das Problem finden.

> Beispiel Eine Welle wird an einem Metallspiegel in sich zurtick reflektiert (bei z = 0).
Die Randbedingung ist somit Eges(z = 0) = 0:

Enin(z,t) = Eg cos(wt + kz)
Eix(z,t) = —Egcos(wt — kz)

Diese Gleichungen erfiillen die Randbedingung:
0 = Eqin(z = 0) + Eyex(z = 0)
Durch Addition erhalten wir die Losung:
Eges = Eg [cos(wt — kz) — cos(wt + kz)]

= 2Ej sin(kz) sin(wt)

Fiir den Fall, dass Licht in x-Richtung linear polarisiert ist, Eq = (E,,0,0)7, gilt nach
Maxwell:

rotE = -B
0 R
EEX = —By
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Einsetzen und nach t integrieren

B, = - J 2E,kcos(kz) sin(wt) dt
0
Bges = 2EX£ cos(kz) cos(wt) (1.16)
0
x
Z E
Metallspiegel /><\X
A
Interferometer
Young-Doppelspalt

.)))>D:;3 oc COs? X

Im folgendem Bild ist die Beugung von Wellen einer Punktlichtquelle am Einfachspalt
zu sehen:
X

Experimentell wird folgendes Resultat fiir die Intensitat erzielt:

sin x

I(x) o ( )2 = sinc’x

Die Periode des cos? x Beugungsbildes beim Doppelspalt hingt umgekehrt proportio-
nal vom Abstand der beiden Spalte ab, genauso hdngt der Abstand der Minima beim

6
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Einfachspalt umgekehrt proportional mit der Spaltbreite zusammen. Im Fernfeld ist
das Beugungsbild die Fouriertransformierte der Transmissionsfunktion des Spalts.

Komplexere Transmissionsfunktionen wie zum Beispiel breite Mehrfachspalte lassen
sich bequem durch Faltungen von einfacheren Funktionen (zum Beispiel: rect-Funktion
oder 6-Paare) darstellen, Nach dem Faltungssatz (Parseval-Theorem) ist das Beugungs-
bild dann einfach das Produkt der Fouriertransformierten. Wird das Fernfeld bei einem
Abstand von d < 10A beobachtet, es wird von der Fraunhofer-Region gesprochen.

Fresnel-Biprisma

Interferenzmuster

Lloyd-Doppelspiegel

Michelson-Interferometer

Im Versuch wird ein beweglicher Spiegel um d = 20 um verschoben und 63 (im Versuch
64) Hell-Dunkel-Sequenzen im Interferenzmuster beobachtet. Der Versuchsaufbau ist
im folgendem Bild zu sehen:

/ ‘ ---------- verschiebbarer Spiegel

2

1

~
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Wahlt man:

A
Ad—mi

mit m € Z, erhdlt man eine Hell-Dunkel Sequenz am Detektor.

A d  20pym _
2 Anzahl 64 0.3125 pm
= A =625nm

Der verwendete Laser besitzt eine Wellenldnge von A = 632.8 nm

Die ausgedehnten Ringe kommen zustande, weil man mit leicht divergentem Licht ar-
beitet und sich die Wellenlangendifferenz als Vielfaches von A/2 manifestieren.

1.1.3 Polarisation des Lichtes

Bei linearer Polarisation ist der E-Vektor einer ebenen Welle konstant:

Ex
E] = E()‘l eXp(l(kZ - (Ut)) E(),l = 0
0
0
E; = Eg,exp(i(kz — wt)) Eop = | Ey
0

Beides sind Losungen der Wellengleichung, ihre Superposition also auch:
E, = E; = Egesexp(i(kz — wt))

Nicht nur reelle, sondern auch komplexe Linearkombinationen von E; und E, sind Lo-
sungen der Wellengleichung.

> Beispiel Es soll folgender Fall betrachtet werden : E; + iE,. Hierfiir gilt folgende
Abbildung:




ELEKTRODYNAMISCHE GRUNDLAGEN 1

+: von vorne gesehen Linksschraube — links zirkular polarisiertes Licht

—: von vorne gesehen Rechtssschraube — rechts zirkular polarisiertes Licht

Bei einer Phasenverschiebung von @ +# 90°, oder bei @ = 90° und |E.| # |E, | spricht
man von elliptischen polarisierten Licht.

Allgemeine Uberlagerung:
Egcs = alEl + 6l2E2 y ayp € (@

Dabei macht |a; |* + |a.|? nur eine Aussage iliber die Gesamtintensitit. Fine gemeinsame
absolute Phase von a; und a, beeinflussen den Polarisationszustand nicht. Die relative
Phasendifferenz Ap zwischen a; und a, ist:

a, = |lailexp(ip:) und  a, = la:|exp(ip2)
Dies ist die Polardarstellung von a; und a,.
=A@ =@ - @1
Die relative Amplitude ist a = |a;|/|a:|
Darstellung des Polarisationszustandes auf der Stokes-Kugel:

E,

Stokes-Vektor A

X
Bei http://demonstrations.wolfram.com/LightPolarizationAndStokesParameters/
kann man sich eine interaktive Animation zur Stokes-Kugel ansehen.

Die gegentiberliegenden Zustiande sind orthogonal, bilden also eine Basis.

9
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Jones-Vektoren

Die formale (und praktische) Beschreibung von Polarisation erfolgt durch normierte
zweidimensionale Vektoren, die sogenannten Jones-Vektoren.

E, = (?) horizontal polarisiertes Licht
E, = (é) vertikal polarisiertes Licht
E. 45 = % (ill> linear polarisiertes Licht
Excp = % (}) o_-polarisiertes Licht
Eicp = % (_11> o, -polarisiertes Licht

> Beispiel Uberlagerung von o, und o_ - Licht:

1 (1 1 (1 2 (1
Eges = E <1> + E (—i) = ﬁ (0> - \/EEX

Es handelt sich also um linear polarisiertes Licht. <

Elliptisch polarisiertes Licht:

1 2
E. = 7 (4)

wenn:

E, -E;=0 =3 E, und E, sind orthogonal

Elliptische Polarisation

Flr eine Ellipse gilt die Gleichung:
X2 y?
FER

Hierbei bezeichnet a die grofke und b die kleine Halbachse.

-
N

=1

\
y x

10
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X acost
<y>:<bsint>’ telob
2 _ )2
e=a7b, ce€[0,1]
a

» ¢ = 0: zirkular polarisiertes Licht
» & = 1: linear polarisiertes Licht
Lage der grolen Halbachse kann vom Winkel ¢ gedreht werden.

y

P

Allgemeine Ellipsengleichung
Die allgemeine Ellipsengleichung lautet:

(x) B (xo +acostcos — bsintsing

b% yo+bcostsin(p+bsintcosq9> » tel0.2m)

In Komponentenschreibweise der E-Felder in x- und y-Richtung gilt:
E.(z,t) = Egx cos(kz — wt)

E,(z,t) = Ey, cos(kz — wt + &)
E2  Ej Ex E ,
> X+ -2 cose=sin’¢
E5.  Eg, Eox Egy
Messung der Polarisation

Flr einen idealen Polarisator in y-Richtung gilt:

_ (Ex (0
Ein = (Ey> Eout = <Ey>

Die x-Komponente wird durch den Polarisator absorbiert (Polymer-Polarisator) oder
reflektiert (Calcit).

Mit Matrizen kann man Polarisationsfilter beschreiben:

10 0 0
7=lo0) =)
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Fur allgemeine Filter &2 berechnet sich die ausgehende Polarisation zu:
Euut =7 Ein
Um einen gedrehten Polarisator zu berechnen, drehen wir zuerst in ein neues Koordi-

natensystem, fithren die Messung aus und drehen dann ins urspriingliche Koordinaten-
system zurtick.

Die Drehmatrix ins gedrehte System ist:
B = oS —sSin) a=45° 1 1 -1
7 \sinx cos T2\

Dann wird die Messung durchgefiihrt von:

0 0
7o)

Die Riicktransformation ist:

1 (1 1
%4?:%(4 1)

Somit ergibt sich:

gz_il Iy(0 0y 1 (1 -1y _1/1 1

= npl-1 1)lo 1) 201 1) 72\ 1
Man kann n polarisierende Elemente hintereinander schalten. Zur Berechnung der Ge-
samtpolarisation ist nur eine Matrixmultiplikation notig:

gges:yn'ynfl yzgl

Da ein Polarisator immer nur eine Komponente misst, braucht man 2 Messungen um
den Polarisationszustand zu berechnen.

>l Beispiel Exzentrizitat € und die Lage der groRen Halbachse .
1. Messung

[]L~IE?

o,

E in

F {0~

Ex

unbek. Pol.richtung
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Die Messung liefert die beiden Komponenten |E.|, | E, | oder nicht deren relative Phase.

2. Messung

fo % {0~ 15,12

A/4 Platte

[]L~IE. |

Das A/4-Plattchen fiihrt zu einer polarisationsabhéngigen Phasenverschiebung ((1) ?)

1 0 1/(1 i
Prja = Rase - (0 i) R s5e = > (i 1)

Durch den polarisierenden Strahlteiler wird E,, auf =E,, abgebildet. Diese Messung
liefert also |Eg, | und |E,_|. I«

Folglich erlaubt diese »Polarisationstomographie« die Rekonstruktion des Polarisati-
onszustandes. Wichtig ist, dass eine einzelne Messung den Polarisationszustand nicht
rekonstruieren kann.

Trick: Benutze Einzelphotonenquelle, dann kann der Polarisationszustand einzelner
Photonen nicht gemessen und kopiert werden (»sichere« Quantenkommunikation). -

1.2 Materialwellen

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

Ebene Wellen haben die Form:
E. = Eqexp(i(kz — wt + ¢))

Daraus erhdlt man die sogenannte Dispersionsrelation:
w(k)=c-k

durch Einsetzen in die Wellengleichung.
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w

Nach dem Superpositionsprinzip ergeben sich neue Losungen der Wellengleichung als
Summe von Losungen. Ein Wellenpaket setzt sich als Linearkombination vieler ebener
Wellen im Intervall [ kg — Ak, ko + Ak] zusammen. Somit erhalten wir fiir:

ko+Ak

E.(z,t) = Ey J exp(i(kz — w(k)t)) dk
ko—Ak

Entwickelt man nun w (k) fur k < kg um ko herum als Taylorreihe, so erhilt man:

,10°w ,
+(k—ko) s 5is +0O(k?)
20K |,

ow

w (k) = w(ke) + (k - ko)ﬁ

k=ko

Hierbei ist (0w /0k)y, die Gruppengeschwindigkeit, mit der sich die Energie und somit
die Information ausbreitet. (0°w/0k?),, entspricht der Gruppengeschwindigkeitsdisper-
sion. In reeller Schreibweise erhélt man:

ko+Ak
E.(z,t) = Ey J cos((kz — w(k))t) dk

ko—Ak
Bricht man die Taylorentwicklung nach dem zweiten Glied ab, erhdlt man:
w (k) = w(ke) + (k —ko)cy (ko)
¢y entspricht der Gruppengeschwindigkeit. Somit ist:
E. =E, Jcos(kz —w(ko)t — (k—ko)cy(ko)t) dk
——

wo

Ak sin(Ak(cyt — z))

=2Ep— ————%——" cos(wot — kyz
02m  Ak(cyt - 2) €os(Wot ~ koz)
—_— cos -Tragerwelle
=

sinc-Funktion
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y

Fourier-Transformation

T

} k X
ko — Ak ko ko + Ak

Fourier-Transformation

T

} k X
ko — Ak ko ko + Ak

Man sieht, dass die Einhiillende des Wellenpakets mit der Gruppengeschwindigkeit

ow

€= Bk .

propagiert.
Die einzelnen Wellenfronten (orange eingezeichnet) propagieren mit der Phasengeschwin-
digkeit:
_ Wo
Cp = k() .
Wir haben die Dispersion hoherer Ordnung vernachléssigt. Falls 92w /dk? = 0 ist, gibt

es keine Dispersion und das Wellenpaket zerflieBt nicht.

Im Allgemeinen liegt in einem Medium oder in einem Wellenleiter eine nicht-triviale
Dispersion w (k) vor.

1

15
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»| Beispiel Plasmonendispersion:

w (k)
Lichtgerade
Plasmafrequenz wp
Plasmadispersion
k
<
Dispersionsrelation
w (k)
Vgr = 0w /0ok
Oberflachenplasmonen
P Uph = W/k
k
anormale Dispersion
w (k)

- Bereich anormaler Dispersion
Var = Jdw/dk <0

Vpn = w/k

Diese Art der Dispersion kommt zum Beispiel bei »Excition-Polaritonen« vor. Dies ent-
spricht Elektronen-Loch-Paaren im Halbleiter.

Rechenregeln fiir die Fouriertransformation

Fourierreihen kommen immer dann zum Einsatz, wenn periodische Funktionen durch

eine Reihe gendhert werden.

16
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Definition
F(w) = L Jf(t)ex (—iwt) dt
ez P

F(w) ist das Fourierspektrum der Funktion f(t), es befindet sich im Frequenzraum. Die
Funktion f(t) befindet sich im Zeitraum. Die inverse Fouriertransformierte (Riicktrans-
formation) ist:

f(t) = \/%J F(w)exp(iwt) dw

Fouriertransformations-Paare

Delta-Distribution:

Sf(t) F(f)
o(t)
1
1 t f
Ei ki tante Funktion:
ine konstante Funktion ) F(f)
o(t)
1
t ] f
Delta-K :
elta-Kamm £t FCf)
-2T -T T 21 2/T 1/T 1/T 2/T
Sinus: £ F(f)

sin(27r fo t)

ANA
VAVRVASES A

|
>
—_—
~
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Cosinus:

/\

S

cos(2Trfot)

A\

J

Gaul-Funktion:

VAR

Rechenregeln

f(t) 5 F(f)
/\“p“ff») | exp |~
t I _f
Merke: Euler Formeln:
sin(x) = %(exp(ix) —exp(—ix))
cos(x) = %(exp(ix) + exp(—ix))
f(t) — F(w)
Linearitdt afi(t) + bfz(t) — aF(w)+ bF(w)
Faltung f(t) x g(t) — F(w) - G(w)
Multiplikation  f(t) - g(t) — F(w) *x G(w)
Zeitverschiebung  f(t — to) — F(w)exp—iwt
Frequenzverschiebung f(t) exp(iwt) — F(w — wy)
Ableitung %f{t) — iwF(w)
Multiplikation mit t ¢t - f(t) — i%F (w)
Zeitskalierung  f(at) ﬁF (%)

Fur das Faltungsintegral gilt:

£t % g(t) = J FDgT—t) dr

18
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Bemerkung: Fir die Rechteck- und Dreieck-Funktion gilt:

rect(t) - sinc(c) = STX)
X
02
tri(t) <L sinc(w) = sin” (1)
(11X)2

»| Beispiel Faltung von rect(t) * rect(t).

Fiir den Flacheninhalt der gemeinsam bedeckten Flachen gilt:

f@) * F(f)

Siehe auch Animation: https://de.wikipedia.org/wiki/Faltung_(Mathematik)#
Bedeutung

Fiir die Berechnung gilt nach den obigen Rechenregeln:

F(rect(t) * rect(t)) = sinc(w) - sinc(w)

= sinc?(w)

Die Riicktransformation liefert also: F~!(sinc®(w)) = tri(t) . I€

1.2.1 Schrodinger Gleichung

De Broglies’s Ansatz fiir die Wellenfunktion lautet:
W(x,t) = exp(i(kx — wt))
. X
= exp (121T (— - vt))
Adp

_ .prEt)
= exp (17;1

19
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1.2 MATERIALWELLEN

Mit h = h/(2mr) folgt fiir die de Broglie Wellenliinge eines Teilchens mit Masse m und
der Gruppengeschwindigkeit v:

h h
Aap == L
p mv
und
E=h-vg

Y ist im Gegensatz zu einer klassischen Wellenamplitude komplex. Es wird noch eine
Interpretation benotigt, was 1t physikalisch bedeutet.

Betrachte die Ableitung

i .
W Py S (cihdgy =py

ox h
oy _ (ip\° r’
e = (h) v=-fev
ow _ _iE o -
F T = (iho)y = Ey
o’y E?
ETAd
1.) Versuch der Konstruktion einer Wellengleichung analog zu klassischen Wellen-
gleichung:
A Sl
FREA T

pZ EZ
= [’ﬁ Tz | =0
= E2 = p2y?
Dies steht im Widerspruch zu E = p?/2m. Die Konstruktion analog zur klassi-
schen Wellengleichung ist also erfolglos.
2.) Versuch (Schrodinger):
pZ
L_y=E
om '3 '3
p 2 iho,

h 0°
<*——> Y = Ey =ihoyp (1.17)

2m 0x?

Dies ist die Schrddingergleichung im feldfreien Raum.
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Zu beachten ist hierbei, dass 0, vollstindig durch ¢ bestimmt ist. Somit ist mit der
Wellenfunktion ¢ der Zustand eines Systemes vollstindig beschrieben, im Gegensatz
zur klassischen Wellengleichung bei der zwei Anfangsbedingungen nétig sind.

Differentialoperator

(ihdx) w(x,t) = py(x,t)
—_—

p

Die Gleichung gilt nur bei ebenen Wellen (freie Teilchen) und stellt eine Eigenwertglei-
chung dar. Hierbei ist p der Impulsoperator und p ein Eigenwert.

Die eindimensionale Schrddingergleichung mit ortsabhdngigem Potential V (x) lautet:

2
ihatlﬂ(X,t) = {7%87)@ + V(X)}> lIJ(X,t) (1.18)

~

Hamiltonoperator H

Die Kurzdarstellung sieht wie folgt aus:
ihyy = Hy (1.19)
Die Gleichung wird auch also zeitabhcingige Schrodingergleichung bezeichnet.

Zum Losen der Differentialgleichung wird der Ansatz der »Separation der Variablen«
verwendet:

Px,t) =ulx)f(t)

Hierbei ist u(x) der ortsabhiangige- und f(t) der zeitabhingige Anteil. Dieser Ansatz
wird in die Schrodingergleichung eingesetzt und differenziert.

ih0, (u(x) £(1)) = Hu(x) f(1) = f(£)Hu(x)

ih A
—— = ——Hu(x)
S u(x)
N —
zeitabhéngig ortsabhéingig

Somit haben wir die Differentialgleichung in zwei Differentialgleichungen in u(x) und
f(t) separiert. Fiir den linken Teil gilt:

L 1of
lhfax = const



N
N

MATERIALWELLEN

Mit Hilfe der Integration 16st sich das Problem:

t
tht fat J const dt
0
= ihIn(f(t)) = co
Durch exponentieren® folgt:

f) Aexp(%) = Aexp(—iwt)

Mit w = c¢/h gilt fiir die Gleichung in u(x):

2 2
1 {771—8— +V(x)}u(x) - E

u(x) 2m 0x?
= u (x)+2—m{E Vix)lu(x)=0
[ ———

=k2(x)

Somit erhdlt man fiir die Ortskomponente analog zur Optik die sogenannte Helmholz-
gleichung:

u’ (x) + k2(x)u(x) =

Diese reelle Gleichung kann nur reelle Losungen haben. Man setzt ein ortsunabhdngiges
Potential an

V(x) = const,

somit ist

k(x) = const = /%‘(E— V).

Dann ist u(x) = xexp(ikx) eine spezielle Losung fiir freie Teilchen.

u'(x) =iku(x)
u”’(x) = —k*>u(x)

Fiir ein konstantes Potential ist
Y =u(x)f(t) = Aexp(i(kx — wt))

eine Losung der Schrodingergleichung.

!Neologismus von Prof. Dr. H. Giessen, eigentlich potenzieren



ELEKTRODYNAMISCHE GRUNDLAGEN

Bemerkung: Ein freies quantenmechanisches Teilchen entspricht einer ebenen Welle! -
Die Losung lautet somit

Wx,t) =u(x)f(t) = Aexp(i(kx — wt)).

k?>0 k> <0 k>>0
} J
. Y . Y
imaginarer Exponent  reeller Exponent imagindrer Exponent
wg. k? >0 — kreell  wg. k? <0 — k imaginar wg. k% > 0 — k reell
exp (ikx) .
expli(ikx)] = exp(—kx) exp (ikx)

propagierende Losung ) .
exponentiell abfallende Losung propagierende Losung

Das Wellenpaket ist Losung der Wellengleichung. Wie bei den elektromagnetischen Wel-
len gilt eine Fourierrelation:

Ax -Ap =1
Mit

p = hk
folgt

Ap = hAk

Dies fiihrt auf die Heisenbergsche Unschdirferelation:

Zur Interpretation der Wellenfunktion ¢

Beobachtung: Wellenpakete zerflieRen! -

1

23



1.2 MATERIALWELLEN

Fir ein freies Teilchen mit kinetischer Energie Ey, gilt:

_pr ko
Ekln— m = m =hw
w (k)
k
Daraus folgt
o’w h
e m Y

Dies ist die zweite Ableitung der Dispersionsrelation. Es zeigt sich, dass die Krimmung
reziprok zur Masse ist, also:

Krimmung oc
J Masse

Das heil’t, dass Objekte mit groRer Masse langsamer »zerflieRen«.
»l Beispiel Ein Elektron mit Ortsscharfe von Ax(t = 0) = 1--. Da

Ax-Ap > h
Ax-m-Av >h

hat nach nur 10us das Elektron eine Ortsunschérfe von 10 m. <

Im Experiment misst man aber nur punktférmige Teilchen. Nach der »Kopenhagener
Interpretation der Quantenmechanik« gibt die GroRe

Y, OYl(x,t) dx = |@(x,t)]* dx
der »Elektronenwelle« die Wahrscheinlichkeitsdichte an, ein Teilchen zum Zeitpunkt ¢

im Intervall [x, x + dx] zu finden. Es gelten folgende Eigenschaften:

» |y|? ist nicht direkt messbar, da es eine Wahrscheinlichkeitsdichte beschreibt.
Erst fir viele gleich préparierte Teilchen ist es messbar (Ahnlich wie I o< |E|? bei
elektromagnetischen Wellen.).

» ¢ eines einzelnen Teilchens ist nicht messbar im Gegensatz zum elektrischen
Feld.
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» ¢ beschreibt was wir tiber ein Teilchen wissen.

» Da das Teilchen irgendwo im Raum sein muss, gilt
1= J |@(x,t)|>dV  Normierungsbedingung

» Daraus folgt, dass physikalisch sinnvolle Losungen quadratintegrabel sein miis-
sen, d.h. dass das Integral des Betragsquadrates von —o bis o ein endlicher Wert
sein muss, damit die Funktion normierbar ist.

» || hat die Einheit:

indimensional: oL L
eindimensional: [lpl°] = ol [yl = N
dreidimensional: Hwl*] = % = [y]= #

» ||? ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte
» |@|? dV ist eine Wahrscheinlichkeit

Doppelspaltexperimente

Wird von einer Punktquelle ausgegangen, wobei mit Kugeln (z.B.: Schrot) das Experi-
ment durchzufiihren ist, erhdlt man folgende Anordnung:

Wird von einer Punktquelle ausgegangen, wobei mit Licht/Wellen das Experiment durch-
zufiihren ist, erhdlt man folgende Anordnung:

L
g % F

Wird von einer Punktquelle ausgegangen, wobei mit Elektronen das Experiment durch-
zufiihren ist, erhdlt man folgende Anordnung:
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Elektronen werden als einzelne Teilchen am Detektor gemessen. Bei vielen Elektronen
ergibt sich das Interferenzmuster.

Mittelwert, Wahrscheinlichkeit, Fluktuationen

Fur den Mittelwert gilt:

wy = {a,b}
a+b
2
w; = {a,a,b,a,c,d,c,a,b,d,d,c,d,a,a}
6a +2b + 3c +4d
15

= (wp) =

6 2 3 4
_Ea+ﬁb+ﬁc+ﬁd

Die Briiche (z.B.: 6/15) bezeichnen die Wahrscheinlichkeit fir die jeweilige Variable.
Allgemein gilt die Formel:

(w) =TI(a)a +TI(b)b +T1(c)c + TI(d)d
I1 beschreibt hierbei die jeweilige Wahrscheinlichkeit einer Variablen.

w={a;:i=1...n,I(a;)}

= (w) = > (ai)a;

i=1

Es ist klar, dass immer gelten muss;

D> (a;) =1
i=1

Elektron im Kastenpotential

Gehen wir zur Quantenmechanik und betrachten ein Elektron im Kastenpotential:
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/\/‘\
\/\

0 0 a
Fiir das Teilchen im Potentialkasten gilt folgendes Potential:

0, fir0<xp=<a
Epot =
co, sonst

Im Gebiet 0 < x( < a gilt fiir ein freies Teilchen Eyq = 0.

2
&ty a0, o BE

Die allgemeine Losung lautet:
Y = Aexp(ikx) + Bexp(—ikx)

Das Teilchen, kann die Bereiche x < 0 und x > a nicht erreichen, d.h.

W) =0 A+B=0
w(a)=0 Aexp(ika) + Bexp(—ika) =0
= ¢ = A(exp(ika) — exp(—ika))
= 2iAsin(kx)
= 2iAsin (ﬂx)
a
= ka=nm nenN

= Yyu(x) = 2iAsin (%x)

. ntr
= CSsin (—X)
a

2a

S An = 7
nrtr

kn ="

Die Schrodingergleichung liefert:

N
~
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Der Term +/2/L bezeichnet hierbei die Normierungskonstamte.

Die Wahrscheinlichkeit das Elektron in der j-ten Box zu finden ist gegeben durch:

() = w*(x;, Hyp(x;,t)
Sy S —}

=ly;l?

Somit erhdlt man fiir den Mittelwert der Position:

N N
(x) = > I(j)x; = Z (,U;-‘x‘,-(,u‘,- - Ax
1 j=1

J=

Im Fall far },im folgt:

(x) = J(,U*(x,t)xw(x,t) dx
Wichtig ist, dass im Allgemeinem gilt:
(x)? = (x*)
Der Mittelwert des Impulses ist gegeben durch:
() = [0 (6,0 (-iha) (x, 1) dx
Dabei ist die Positionierung des Differentialoperators wichtig:
[w enpwiety dx = [ pw e bwix, b dx

() = Jw*<—ihax>w dx
=...=0

Allgemein gilt fiir den Erwartungswert eines Operators:

(A) = J(,U*(x,t)Atp(x,t) dx
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Fluktuationen am Beispiel eines Wiirfels

Bei einem Wirfel treten die Zahlen {1, 2, 3,4, 5,6} mit gleicher Wahrscheinlichkeit auf.
Der Erwartungswert betragt hierbei:

1
== Z i = 3.5
6 i
Frage: Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Abweichung vom Mittelwert? -

Hier ist der Mittelwert eine ganze Zahl, da der Wiirfel nur die Zahlen 1, 2, 3,4, 5,6 lie-
fert, d.h. der Mittelwert wird nie gemessen. Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Abweichung P = 1.

Frage: Um welchen Wert wird im Mittel der gemessene Wert vom Mittelwert abwei-
chen? -

(6a) = (x— (o)) = (x—=3.5) = (&x) = (3.5) =0
Somit sieht man, dass dieser Mittelwert immer fir symmetrische Wahrscheinlichkeits-

verteilungen verschwindet.

Varianz als zweites Mittel der Verteilung:

((6a)*) —{(a))?
N 20((0() + {(x)?)

((x
(
(&%) — (2a{o)) + ((x)?)
(
(x

% )f (o) (ax) + (00)?
—{o0)?

Hierbei beschreibt der linke Wert den »Mittelwert der Quadrate« und der rechte Wert
den »Mittelwert der verschiedenen Werte«. Fiir den Wiirfel gilt:

((0u)?) =5 =29

In der Quantenmechanik ist der Wert, der der Wurzel aus der Varianz entspricht, die
sogenannte Ortsunschdrfe

((6a)?).
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> Beispiel Berechne Ax fiir ¢, im Kastenpotential:

((6x)%) = (x?) — (x)?

-2 (3~ ) - (5)

Ax =/{(0x)?)
L1
B 12 8m?

Genauso kann man die Impulsunschérfe Ap fur ¢, berechnen:

((6,)2) = (p?) — (p)?
=(p*)-0

- [ws e -0 s 0x,0) dx
h21m\2
- (")
; 21h
Ap = \/(5;()2 = I

Nimmt man das Produkt

— 2=

E 4172
2 3

| s

AXWZ 'Aplﬂz =

Die Heisenbergsche Unschdrferelation lautet dementsprechend wie folgt:

Ax - Ap = (1.21)

N S

Mit dieser Relation kann man zum Beispiel die GroRe eines Atomkerns abschitzen:
Ax -Ap ~h

Fiir die Bindungsenergie eines Photons im Kern kann von ~ 1MeV = 10° eV ausgegangen
werden.

2 2
po ) AP omE
2m 2m

mit Ax ~ g folgt durch einsetzen:

Ax ~5-10"m=~5fm
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Dies entspricht ungeféhr der GroRenordnung der Kerngrofe.

Vertauschungsrelationen
Man definiert den antisymmetrischen Kommutator:
Fur den fermionischen Kommutator, der nur fiir Teilchen mit halbzahligem Spin gilt,
folgt:
[A Bl =[AB]. = AB - BA
Fiir den bosonischen Kommutator, der nur fir Teilchen mit ganzzahligen Spin gilt (Pho-
tonen, Cooper-Paare), folgt:
[A,B]=[A,B], = AB+BA
A und B sind hierbei Operatoren.

Atome konnen ganzzahligen Gesamtspin besitzen, das bedeutet, dass sogenannte »Bose-
Einstein-Kondensate« méoglich sind:

» Boson jHe (2n + 2p)
» Fermion 3He (2p + 1n)
Im Allgemeinen ist der fermionische (antisymmetrische) Kommutator [A, B] + 0

»| Beispiel Drehung eines Quaders im Raum um die x- und y-Achse um 90° kommu-
tieren nicht. I«

> Beispiel Der Kommutator von X und p.

[P, X1y = —ihd xy + xihy
= —ih(Y + x0x ) + xiho @

= —ihy
=|[p,X] = —ih (1.22)
[x,p] =ih (1.23)

Setzt man dies in die Heisenbergsche Unschéarferelation ein, so erhélt man:

Ax - Ap = ‘ [p,_zx] ‘ (1.24)
Dies lasst sich auf zwei Operatoren A und B verallgemeinern:
AA - AB = ‘ (4, B] ‘ (1.25)

2
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Allgemein gilt:

Wenn zwei Operatoren nicht miteinander vertauschen (also deren antisymmetrischer
Kommutator nicht Null ist), dann kénnen beide nicht gleichzeitig scharf gemessen wer-
den (also konnen Ax und Ap, bzw. AA und AB nicht gleichzeitig Null sein).

Frage: Wann verschwindet die Fluktuation einer Grofe A? -

(AA)2 20 = (A)? = (A?)
oder
~ ] ~ 2
I PrA%Y dx = (J w*Awdx)
Eine hinreichende Bedingung hierfiir ist:
Ay = Ayp

Dies ist eine Eigenwertgleichung, wobei ¢ eine Eigenfunktion zum Operator A ist und
A ein Eigenwert zur Wellenfunktion .

Die Eigenwerte einer Matrix ./Z:

Mll s Mln
% = - . .
Mnl e M'nn

werden mit dem charakteristischen Polynom berechnet:
det(.# — A1) =0

Ahnliche Matrix .Z":

M = diag(7\1, aey An)
Aq 0
0 An

Ist ein System im Eigenzustand des Operators A, dann kann A scharf gemessen werden
= AA=0.
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> Beispiel Fiir Eigenzustande ,, zu H gilt die Eigenwertgleichung:

Dies ist die zeitunabhcingige Schriodingergleichung. E,, sind die Eigenwerte der Zustande
Yy, (Orbitale). I«

Somit erhilt man

Wa(t) = w(t =0)exp (iEh"t) (1.26)

und fur die Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt:
P(x,t) = |y(x,1)?
= g0 e (-2 pix, 0 exp (L2

=¥ (x,0)p(x,0)
= |y(x,0)]?

Dies gilt fiir P(x, t) fiir alle Zeit ¢.

Bemerkung: Alle Operatoren A, die man mit H vertauschen, entsprechen Erhaltungs-
grofen. Wenn also

[A,H] =0, (1.27)
dann ist A eine ErhaltungsgroRe. -
» Beispiel » Drehimpuls: € =r x p

» Drehimpulsoperator: L=irxv
Im Zentralpotential V = V(|r|) = V(r) ist der Betrag des Drehimpulses eine Erhal-
tungsgrofie:

[H,721=0

Daraus folgt:

» Energie und Drehimpuls kénnen gleichzeitig und unabhéngig voneinander scharf
gemessen werden.

» Es gibt Zustande, die gleichzeitig Eigenzustinde zu H und £ sind.

» Ein stationédrer Zustand kann durch weitere Grofen, wie zum Beispiel die Eigen-
werte des Drehimpulses oder durch die Projektion des Drehimpulses auf die
z-Achse £, charakterisiert werden. (Quantenzahlen)

»| Beispiel Orbitale im Wasserstoffatom: 3s, 3p, 34, .... I«
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N " " " N, t H t ” -
3 3’? m= -2 -1 0 1 2
' t t t
28 m=—1 0 1 2p
t
1s
£ =0, »s« {=1,»p« £ =2, »d«

1.2.2 Uberlagerung (Interferenz) von Materiewellen

Ein klassisches, optisches Experiment stellt der Poisson’sche Fleck dar. Der Versuch ist
wie folgt aufgebaut:

<—— mehrere Meter —— Schirm bzw.

® CCD Chip zur
Lichtquelle a Detektion
Laser + Objektiv
zum Aufweiten Hindernis

VAN ®
Schraubenkopf

Blende @5 mm

Mit Blende:

@'L/ Dunkler Poissonscher Fleck

Der dunkle poissonsche Fleck ldsst sich von dunkel nach hell d&ndern, je nach Blenden-
durchmesser bzw. Abstand von Hindernis und Schirm.

Mit Schraubenkopf: Geometrische Schattenregion

Heller Poissonscher Fleck

Fresnelsche Beugungsringe
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Bemerkung: Der Poissonsche Fleck und die Fresnel’schen Beugungsringe sind eine di-
rekte Manifestation der Wellennatur des Lichts. -

Das Experiment von T. Pfau und J. Mlyneck ('97 Konstanz) zum Nachweis der Wellen-
natur von Heliumatomen ist wie folgt aufgebaut:

v =3 Draht 4 pum
o——>
He
}-* 1.3m—<—13m
2 um Spalt Schirm

Bemerkung: Der Poissonfleck ist die Manifestation der konstruktiven Interferenz der
Materiewellen. -

Die de Broglie-Wellenldnge ist einstellbar (durch die Geschwindigkeit v):

Aap = % = %
Beugungsmusterposition (um)

150

100

50

Evolution der Messung

Das statistische Ensemble wird nach geniigend langer Zeitdauer das Interferenzmuster
herausbilden. Dasselbe funktioniert auch mit einzelnen Photonen (stark abgeschwachte
Lichtquelle).

Dadurch manifestiert sich die Kopenhagener Interpretation der Quantenmechanik (| |>£
Wahrscheinlichkeitsdichte)

Hidden Parameters? Gedankenexperiment:

Auf den Horsaalboden sind rote Streifen gemalt, alle Studenten betreten den Raum
durch die beiden Tiiren. Sie stellen sich auf die Streifen. Eine CCD Kamera an der Decke
mit Farbfilter sieht die roten Streifen nicht. Der Beobachter der Kameraaufnahme sieht
nur das statistische Ensemble der Studenten sich entwickeln (als IF Muster). -

1
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LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

2.1 Makroskopische Beschreibung (Maxwellgleichungen in Materie)

Die Maxwellgleichungen in Materie lauten:

oH oM

rotE = *[J()ait - IJOT[’ (2.1)
E 0P .

rotH = soa ~ +J (2.2)

divD = div (goE) = —divP + ¢ (2.3)

divB = div (uoH) = —div (uoM) (2.4)

Hierbei beschriebt P die Polaritatsdichte, M die Magnetisierungsdichte, ¢ die freie La-
dungsdichte und j die freie Stromdichte.

Lineare Optik

Fiir die Polarisierung gilt:
P = g)xE

Hierbei ist x der elektrische Suszeptibilititstensor (Matrix 3 X 3) in isotropen Medien
wie z.B.: Glas.

Xxu O 0
X=10 X2 O0]-x
0 0 X33

Nichtlineare Optik
Pges = Plin + PNL = g()X“)E + & (X(Z)E> E+¢ ((X(s)E) E) E

Hierbei sind x‘® und x® Tensoren.

Wenn E ~ Egexp(iwt) ist, dann schwingt Py, mit der Frequenz w.
Py =P@ +p®
P@ 2w, w = 0; SHG optische Gleichrichtung
P@ 3w; THG
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Im Folgenden wird nur die lineare Optik betrachtet mit:
P = cyxE

Fur die dielektrische Verschiebungsdichte D gilt:
D=¢gE+P
=¢&(1+x)E

= &o€E
Hierbei entspricht der Term € = (1 + x) der relativen elektrischen Permittivitdit (Ten-
SOr).
Durch analoge Uberlegung folgt fiir das magnetische Feld:
B = py(H + M)
B = [J()H

Im optischen Bereich ist die Magnetisierung M anndhernd Null, so dass Allgemein
gilt:

B=uH

Hierbei entspricht y = 1 + X, der magnetischen Suszeptibilitit.

2.2 Mikroskopische Beschreibung von
Licht-Materie-Wechselwirkung (Lorentz-Oszillator)

Fir den Brechungsindex n gilt:

n

n=+e=+1+x
Hierbei ist n von den Licht-Eigenschaften und ¢ von den Materie-Eigenschaften abhéin-
gig.

Auslenkung x
e

Feder

mit Konstante D
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Die Polarisationsdichte ist die vektorielle Summe tiber alle mikroskopischen Dipolmo-
mente pro Einheitsvolumen:

» Ausrichtung bestehender Dipole in Fliissigkeiten/Gasen (Dipol-, Orientierungspo-
larisation)

» Verschiebung von Ionen in Kristallen (Ionenpolarisation)

» Anderung der Ladungsverteilung von Elektronen in Atomen (elektronische Pola-
risation)

Aufgrund der Tréagheit der Ladungstriger folgt die Polarisation der Anderung des Fel-
des nicht instantan. Bei optischen Frequenzen spielt die Orientierungspolarisation kei-
ne Rolle (elektronische Polarisation).

Modell des harmonischen Oszillator (Lorentz-Drude-Modell)

Folgende Differentialgleichung des harmonischen Oszillators nach dem Lorentz-Drude-
Modell wird hier betrachtet:

m.X + bx + ax = eE(t).

Die Lorentzkraft
Fp=—-exXB

im optischen Bereich ist wesentlich kleiner als die Coulomb-Kraft
Fe = —¢eE

und wird vernachlassigt.
Fir die Auslenkung folgt somit:

—e/m,

(@2~ w?) +iwr @)

x(w) =

Wobei fiir die Konstanten I und w, gilt:

, a
w3 =
me
b
[=

39
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Fir das induzierte Dipolmoment p folgt somit:

p(w) = —ex(w)
_ e?/m,
" (w3 — w?) +inE(w)

Die Gesamtpolarisationsdichte P bei einer Teilchenanzahl von n, lautet somit:

e?/m,

(@ —w?) riwr @

P(w) =n,

Die Polarisationsdichte stellt eine Reaktion auf das elektrische Feld dar.

P = g)xXE
= X(w) =x +ix"
Nee? 1

oM, (w§ — w?) + il

Pemittivitat:

£=1+X=¢ +ig”

2 2 2
Nnee w§ — w
e (@i w)
EoMe (wf — w?)” + w22
. Nee? w?

E0Me (wd — w?)° + w?2I2
& wachst (aulerhalb der Resonanz) mit der Frequenz an (normale Dispersion). In der

Néahe der Resonanz ist de’/dw < 0 (anomale Dispersion).

& beschreibt einen anndhernd glockenféormigen Verlauf um die Resonanz w, wobei
die Breite durch I' bestimmt wird.

In der Ndhe der Resonanz gilt:

w = Wy
(w3 — w?) = (W — W) (W + W) = 2wWe(Wy — W)
wl' = wl’

Somit folgt:

Nnee? 1

goMe 2o (wo — w) +1il'/2]
nee? (wo — w)/(2wo)
gom, (wo — w)2 +T2%/4
& nee? T'/(4wy)

goM, (o — w)2 +T12/4

X(w) =

& ~1+

I

40
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le”] = |x"(w)| wird als Lorentz-Profil bezeichnet. Das Maximum existiert bei w =
Wo:

| = el

Xmax fomewor

bei |wo—w]| =T/2 hat |x’| den halben Maximalwert (FWHM) der Bereich |wo—w| <T/2
ist der Bereich negativer Dispersion.

Absorption und Reflexion

E(t) = E(w) exp(—i(kx — wt))
Komplexe Wellenzahl:
~ W - ~
k= C—\/z’ +i&g"” = nky
0
Komplexe Ausbreitungsrichtung:
N =+ +ie” =n —ik

Somit gilt also:

& =n>-K?
&' = -2nk

= 4n’ —4ne -7 =0

Die Losungen sind somit:

n’ = % [(e’2 +e?) g e’]

1 1/2
2 _ ” "2 o
K= [(e + &%) e]
= E(w)exp(—i%z) = Eyexp(—kKkoz) exp(—inkyz)

Es zeigt sich also, dass der Imaginarteil k des Ausdrucks exp(—«kkyz) die Absorption
bewirkt.

Die Intensitdt ist proportional zum Amplitudenquadrat:

I(z) 3 _ B
10) = exp(—2kkoz) = exp(—xz)

mit &« = 2kky, Absorptionskoeffizient

c
exp(—inKyz) — Phasengeschwindigkeit vp, = ZO
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Reflexivitit absorbierender Medien
Fur einen senkrechten Einfall gilt:
7 ‘ n; —ng |?
n; +ng

Unter der Annahme, dass n; = 1 und 71, = n — i« ist, folgt:

_ (n-1)?%+k?
T (n+a)?+ k2

Freies Elektronengas-Modell der Metalle (Drude Modell)

Kupfer-Kabel

Da die Elektronen in Metallen frei sind, gibt es keine Riickstellkraft (Federkonstante
= 0). Es gilt die Differenzialgleichung des harmonischen Oszillator:

mx +yx + D x = Fcos(wt)
e

| D
=./—=0
wWo m

Das Drude Modell ist analog zum Lotertzmodell mit wo, = 0. Somit folgt fir & und

Mit

g
, nee? 1
=1- -
£(w) gom w? + 1?2
. Nnee? r
&'(w) = - B I
() gom w? (w? +1I?2)
2.1 Frage: Was ist der Ursprung der Dampfung I'? -

Ursprung der Dampfung sind StoRprozess, die mit einer mittleren Stofzeit T, erfolgen
(Drude Modell).
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Wird angenommen, dass F = 0 so lautet die Differentialgleichung und deren Losung fiir
die Geschwindigkeit v:

dZ
ae* =9
e
=x=-—E
= vV X mL

Wird angenommen, das nach jedem Stol eine zuféllig verteilte Geschwindigkeit vor-
liegt, so ist die mittlere Geschwindigkeit das Produkt aus Beschleunigung und mittlerer
StoRzeit (v = at).

. e
x=—-—ET,
m
Der Zusammenhang zwischen Dampfung I' und mittlerer StoRzeit T, ist

r=—.
Te

Fir die Stromdichte gilt

j = —Neex = nee?
J e 'm

E

Hierbei ist n, die Ladungsdichte.

Das ohmsche Gesetz lautet
j=o0.E.

Hierbei ist o, die Leitfahigkeit eines Stoffes. Fiir die Dampfung folgt somit

I 1 Nnee?
T o.m
»| Beispiel Fiir Aluminium ist o, = 36 - 10° ;- und n, = 0.18 - 103 -1,
T, =710
=7fs

Rotes Licht hat im Vergleich dazu eine Wellenldnge von 800 nm und eine Periodendauer

von 2.6 fs.
/J? 2.6 fs 7\
N4 '

/
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MIKROSKOPISCHE BESCHREIBUNG VON LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG
Man fiihrt die Plasmafrequenz ein, welche wie folgt definiert ist:

,  Mee?
wi ==
Eom
Hierbei entspricht n, der Dichte der Elektronen.
Umschreiben der Real- und Imaginarteile der dielektrischen Permittivitat

2.2

wpT,
sr<w):17 Pze2
1+ w?T?

2.2

WpT,

¢ (w)z_w(1+1+w2T§)

Beispiel Fur Aluminium bedeutet dies:

>l
wp =24-10%Hz

Ap = 78 nm
Ep =15.8eV

Flr Frequenzen unterhalb der Plasmafrequenz bedeutet dies, dass ein groler Imagi-
narteil von &(w), starke Absorption und grofe Reflexion vorliegt (Herleitung durch

Umrechnung von ¢ und €” in n und k). Es folgt

i-1]2 _
R=‘~ mit 7n=1+K.
n+1
R
(S E—
A w
R Wy
1+ —
4 A
Ap

Fur ein Frequenz, die oberhalb der Plasmafrequenz liegt w > wp ist wT, >> 1 und es

gilt:
wZ
gw)~1-—L | & (w)~0
w
_Wh__ wp
2w?

= n(w) =J/ex P
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Das heilt, dass bei sehr kurzen Wellenldngen unterhalb der Plasmafrequenz (tiefes
UV, weiche Rontgenstrahlung) sich Metalle wie Dielektriaka verhalten mit Brechungsin-
dex

w5
2?2’

n(w) =1-
Metamaterial (kiinstliches Plasma mit Ladungsdichte 7es)

Nepr |-

R2

Neft = _Zne
a

Solange die Wellenldnge der elektromagnetischen Strahlung ca 10x grofer ist als die
Einheitszelle (Drahtabstand), sieht die Welle nur ein »effektives Medium« mit Ladungs-
dichte 7.

2.2.1 Kamers-Kronig-Relation

Die Kramers-Kronig-Relation stellt den Zusammenhang zwischen Real- und Imaginérteil
des Brechungsindex (T, k), (¢',&"), (x’,x”) dar.

Vorausgesetzt wird eine Linearitdt zwischen P und E.
P(t) = [ hit - t)eEw) dt

Hierbei ist h(t — t') eine Antwortfunktion.
Wir nehmen an, das ein harmonisch oszillierendes Feld E(w) = exp (iwt) vor liegt, so
dass fir das Integral folgt:

P(w) exp(iwt) = I h(t —t')&eE(w)exp(iwt’) dt’

Mit t”" =t — t’ folgt:

= gE(w) exp(iwt) J h(t")exp(iowt”) dt”

—00
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2.2 MIKROSKOPISCHE BESCHREIBUNG VON LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

Eine Fouriertransformation fiihrt auf:

P(w) = H(w)&E(w)
H(w) = J h(t) exp(—iwt) dt

H(w) entspricht hierbei der dielektrischen Suszeptibilitit, die sich in Real- und Imagi-
narteil, also einer komplexen Zahl darstellen lasst:

H(w) =X =x"(w) + X" (w).
Als Folgr der Kausalitét (keine Wirkung ohne Ursache) muss gelten:
h(t <0) =0.

Mit den Euler Formeln ergibt sich somit:

X (w) = Jh(t) cos(wt) dt
0

X' (w) = - J h(t) sin(wt) dt
0

Hierbei gelten folgende Tatsachen:
X (—w) = x'(w) X’ ist eine gerade Funktion
X' (~w) = —x"(w)
= X(-w) =xX*(w)
Somit folgt fir h(t):

nt) = - | xt@ expticn)

% J [xX (w)cos(wt) — X" (w) sin(wt)] dw

= % Jx’(w) cos(wt) dw — %Ix”(w) sin(wt) dw
0 0

Nach einer langen Rechnung folgt die Kramer-Kronig-Relation fiir . Der Imaginar- und
Realteil lauten wie folgt:

Jw’ ”(w) W’

X' (w) =
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” 2 [ wx(w )
X' (w) = Jw,z
n,K
\ =, Bereich anormaler Dispersion
' n(w)
K
w
n(A)
147
145 +
1 1 A

400nm 800 nm

2.2.2 Elektromagnetische Wellen an Grenzflachen

Es wird angenommen, dass isotrope, isolierende und nicht magnetische Medien (¢ = 1)
vorliegen.

Aus den Maxwellgleichungen folgen die Randbedingungen fiir die Stetigkeit der Fel-

der.
i.) Die Tangentialkomponente von E und H = ﬁB stetig an einer Grenzflache.
ii.) Die Normalkomponente von D = &y¢E und B sind stetig.
Somit folgt fiir die Felder:
E, = E.cos (w.t — kr) = E, 08 (p.(r,t))
E, =E,pcos (w,t — kr) = E,ocos (¢, (r,t))
E; =E;ocos(w¢t — kr) = Ergcos (¢ (r,t))
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2.2.3 Reflexions- und Brechungsindex

Die Herleitung erfolgt tiber die Stetigkeit von Normalkomponente und D und B und
Tangentialkomponente von E und H an der Grenzflache (aus Maxwelldifferentialglei-
chung mit Randbedingunen). Die Stetigkeit fiihrt zu:

EO,ex cos(0,) + Eoyx cos(0,) = Eox cos(6;)
Epez c08(0e) + Eoyz c08(0y) = Eo, cos(0;)

Fur alle » mit y = 0 und fir alle £ ist
w.t — k¥ = w,t — k, ¥ = w;t —kr.

Die Frequenz ist hierbei immer konstant:
We =Wy =W =W

Weiterhin muss fiir v = 0 gelten:

k.vr =k, v = (ke — k,)r=0
k.r = kv = (ke — ki)r =0

Die Komponenten von k, und k,, die parallel zur Grenzflache liegen, sind gleich

ke = kiq.
Da w, = w, istund k., = k, = <2 folgt:
Keg = %"e sin(0,)
=kyc = wn. sin(r)

= sin(60,) = sin(0,)

Reflexionsgesetz i.) Der Wellenvektor des reflektierenden Lichtes ist in der Einfalls-
ebene.

ii.) Der Ausfallwinkel 0, ist gleich dem Einfallwinkel 0,:
0, =0,

(mathematisch sauber eigentlich 6, = —0,).

"
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LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG 2

Analog fiir einen transmitierten Strahl gilt:
keG = ktG-

Es folgt also:

wn,
keG =

sin(0,) = ko = % sin(0,).

Daraus ergibt sich das so genannte Snelliussche Brechungsgesetz:

N, sin(0,) = n; sin(0;)

Die Stetigkeit der Tangentialkomponente von E fiihrt direkt zur Erhaltungsgrofe n sin(0).

0, »

0, ny
n;
ns
Nsubstrat

MNe SIN 0, = N; Sin 07 = Ny sin 0> = N3 Sin 03 = Ngupstrar SIN Osubstrat

Bemerkung: Es zeigt sich also, dass fir die Berechnung des Ausfallwinkels (im Bild
Osubstrat) NUr der Brechungsindex n, (einfallend) und 7ngyyswae Von Bedeutung ist, alle
anderen Brechungindize dienen lediglich zur »Verschiebung« des Strahles. -

Der Ubergang vom optisch diinneren ins optisch dichtere Medium sieht wie folgt aus:

Nne =1

ng = 1.5
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2.2 MIKROSKOPISCHE BESCHREIBUNG VON LICHT-MATERIE-WECHSELWIRKUNG

Der Ubergang vom optisch diinneren ins optisch dichtere Medium sieht wie folgt aus:

n, = 1.5

n, =1

]\'/

2.2.4 Fresnel’sche Formeln fiir den Reflexionsgrad einer Grenzfliche

Betrachtet wird der Fall senkrecht einfallenden Lichtes.

k( k,» N
ke Ny
1
Eoe + Eor = Eot By = a(kXE)
BO,e + BO,Y = BO,t kr = *ke
n
neEO,e + neEO,Y = neEO,t kt = nt e
e

Aus diesen Gleichungen folgt:

Ne — Ny
EOV

e T p  YE,,.
T N+ f °

=r

v beschreibt hierbei den Amplituden-Reflexionskoeffizienten, der wie folgt definiert

ist:
Ne—n
o Re— M
Ne + Ny
Weiterhin folgt:

E()'t = tE()'e.
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t beschreibt hierbei den Amplituden-Transmissionskoeffizienten, der wie folgt definiert
ist:

2N,

t =
Ne + Ny¢

Fallt Licht vom optisch dichteren Medium auf eine Grenzfliache zum optisch dinneren
Medium (n, > n;), so ist der komplexe Amplituden-Reflexionskoeffizient v > 0 und E,
und E, sind in Phase (A@ = 0), es findet also kein Phasensprung statt. Dies bezeichnet
man auch als Reflexion am losen Ende.

e D

Fallt Licht vom optisch dinneren Medium auf eine Grenzflache des optisch dichteren
Medium, so ist n, < n; und wegen v = Zf;ﬁi ist ¥ negativ! Das heiRt, dass beide Felder

gegenphasig sind, es erfolgt also ein Phasensprung von =180°. Man spricht auch von
einer Reflexion am festen Ende.

N -V

Fir den Reflexionsgrad gilt:

R=I—7= r*
L,
= |r|?
B ‘nwnt 2
Ne + Ny

»| Beispiel Betrachtet wird die Grenzflache Luft-Glas (n = 1.5) bei senkrechten Licht-
einfall:
[1-157°
T l1+15
=10.2)?

=0.04

Die Rechnung zeigt, dass 4 % der Intensitdt (20 % der Amplitude des einfallenden
E-Feldes) reflektiert werden. Es zeigt sich also folgendes Problem. Bei Objektiven mit
vielen Linsen (z.T. bis zu 10) haben wir bis zu 20 Grenzflachen. D.h.

Iges = I, (1 — 0.04)%° = 0.44
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Ohne Antireflexionsbeschichtung (»Vergiitung«) kommt nur 44 % des einfallenden Lich-
tes durch. I«
2.2.5 Reflexion von polarisierenden Licht

Bei p-polarisierten Licht handelt es sich um Licht, bei dem der E-Feldvektor parallel zur
Einfallsebene ist (aus Lot zur Grenzflache und Einfallsvektor).

E,
E,
Ne B,
B, 0.0, v
n
t 91
E,
B,
Die Komponentenerhaltung ergibt:
E.r=E, cos(6.) E,n =E. sin(6.)
Eir = E, cos(6;) Ein = E, sin(6;)
E‘)’,T = Ee COS<97’) E‘y’N = Ee Si]’l(ey)

Die Stetigkeit fur
E.r +E,r=E.r
liefert:

cos(0,) (E. — E,) = E; cos(6;)

Die Stetigkeit fiir Dy (Normalkomponente) zeigt:
e=n’
D = ¢E = n’E

= N2E,n + N2En = N?Ern

= n2sin(0,)(E, + E,) = n?E; sin(0;)

— Mk +E)=E
ne
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Es folgt fiir den Amplituden-Reflexionskoeffizienten bei p-polarisierten Licht:

_ E, —n;cos(0,) — n. cos(60;)
" E, — n;cos(0,) + n,cos(6;)

Tp

com

2.2.6 Reflexion und Transsmission von s-polarisierten Licht auf einer

Grenzflache
B,
k. B, k,
N, E
£, 0,16, r
Ny 0
B:
E,
k,

Die Herleitung erfolgt analog zu p-polarisierten Licht, jedoch mit B (das in der Einfalls-
ebene liegt, anstatt mit E).

B.r = —B, cos(6,) B,y = —B,sin(0,)
Bir = —B; cos(6;) By = —B; sin(6;)
B,r = B, cos(Be) B,n = —B, Sin(ee)

Mit der Stetigkeitsbedingung, dass die Normalkomponenten von B und D stetig sind
folgt:

cos(6.) (B, — B,) = —B; cos(0;)
sin(6,) (B, + B,) = —B; sin(0,)

B, mn,cos(0,) — n;cos(6;)
B. mne.cos(0,) —n;cos(0;)
E, _

E "

¥ entspricht hierbei dem Amplitudenreflexionskoeffizienten fiir ein s-polarisiertes E-Feld.

N
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2.2.7 Fresnel’sche Formeln

Die Amplitudenreflexions- und transmissionskoeffizienten (Fresnel’sche Formeln) lau-
teten wie folgt:

Ers  mecos(0,) —nycos(0;)  sin(0, — 0;)

e = E.. 1,co0s(0,) +n;cos(0;)  sin(0, + ;) (2:5)
o Erp _n cos(0,) — n, cos(0;) _ tan(0, — 6;) (2.6)
P E, mycos(0,) +mnecos(0;) tan(0, + 0;) )
£ = Eys _ 21, cos(0,) _ 2 sin(0;) cos(0,) (27)
¥ F,e m,cos(0,) +n;cos(0;) sin(6, + 6;) )
) = Eip _ 21, cos(6,) 2 sin(60;) cos(6,) (2.8)

Eep  Mecos(6;) + n;cos(6,) = sin(0, + 6;) cos(0, — 0;)

Flr die Intensitaten gilt somit:

Ry =R -7}
R, =R, -7,
T, = t, - tF
Ty =ty -t}

R, bzw. R, beschreibt hierbei das Reflexionsvermégen und Ty, bzw. T,, das Transmis-
sionsvermaogen.

Fiir die Reflexion beim Ubergang von Luft in eine Glasplatte gilt:

100% —f--serormmsoarearmsanasiarsemmneaetnamanneansenmsoaesnmnannses

57°
[—
I I I I [ I I I

10° 20° 30° 40° 50° 60° 70° 80° 90°

Fir den Brewster Winkel gilt:

tan(0p + 0;) — o
0z + 0, = 90°
tan(0) = LA

n

e

n
= 0 = arctan (—t)

e

Beim Brewstereinkrl 0 als Einfallswinkel 0, stehen reflektierter und transmittierter
Strahl senkrecht zueinanderund das reflektierte Licht ist vollstindig s-polarisiert und
das transmittierte Licht ist vollstandig p-polarisiert.
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»| Beispiel Prisma:

p-pol.

2.2.8 Reflexionsgrad an Grenzflichen bei Einfall aus dem optisch dichteren
ins optisch diinnere Medium

Fallt Licht aus dem optisch dichteren Medium n, > n; auf die Grenzflache, so wird ab
einen bestimmten Einfallswinkel 6, = 01 (01 ist Winkel der Totalreflexion) da Reflexi-

onsvermogen R = 100 %.

0>0T
,>0[

100% —

50% —

10° 20° 30° 40%550° 60° 70° 80° 90°

Der Totalreflexionswinkel 67 ist gerade der Winkel, bei dem im Snelliusschen Bre

chungsgesetz sin(0;) = 1 wird (0 = 90°).

0 = 90°
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Somit ist

sin(07) = % - Or= arcsin(ﬁ) .

e e
Bei Glas-Luft entspricht dies einen Winkel von 67 = 41.8°.

Fir groRere Einfallswinkel 6, > 07 gibt es im Snelliusschen Brechungsgesetz keine
reellen Losungen mehr. Wie sind bei dessen Herleitung davon ausgegangen, dass der
Vektor k; eine reelle Komponente senkrecht zur Oberflache besitzt. Man kann die Fres-
nel’schen Gleichungen trotzdem weiter benutzen, wenn man cos(68;) = /1 — sin(6;)

unter Verwendung des Brechungsgesetzes durch \/ 1 — (n./m;)?sin®(0;) ersetzt. Dieser
Ausdruck wird fiir 6, > 07 rein imaginér.

Die Intensivitdtsreflexiongrade R in diesem Bereich (6, > 07) sind Ry = Rp = 100 %,
wahrend die Amplitudenreflexionskoeffizienten komplex werden.

Ry =7 -7 = lexp(ip)lexp(-i@p) =1

=1

~

—
Goos-Hanchen-Shift

Goos-Hanchen-Shift: Laterale Verschiebung eines Lichtstrahls bei Totalreflexion

AN

* ~
ng =1 T

A

Evaneszentes Eindringen in den verbotenen Bereich

Ne

S

'nt:fl )

<

Negativer Goos-Hanchen-Shift bei einem Metamaterial

Dieser komplexe Amplitudenreflexionskoeffizient verursacht eine Phasenverschiebung
@ bei der Totalreflexion, die von der Polarisation des Lichtes abhédngt. Dieses Phano-
men kann mit Hilfe eines Fresnel-Rhombus zur Anderung der Polarisation von Licht
ausgenutzt werden.
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Bei 0, = 0y (Brewsterwinkel) verschwindet die Reflexion fiir p-polarisiertes Licht, d.h.
dort tritt 100 % Transmission auf. Da bei der Totalreflexion R = 100 % ist, wird dieser
Effekt zur verlustfreien Ablenkung von Licht eingesetzt.

Antireflexschicht

R =100% <—:D

Antireflexschicht

R =100%

2.2.9 Totalreflexion und evaneszente Wellen

Das Experiment wird mit Licht im Mikrowellenbereich bei einer Frequenz von v =~ 16
GHz, also einer Wellenldnge von A = 3 ¢cm mit Paraffin durchgefiihrt. Folgende Abbil-

dung veranschaulicht den Versuch:
y d=A/2

~

frustrierte Totalreflexion \<

Totalreflexion 0 < Ouiy

Der Versuch zeigt, dass Licht sich im erlaubten Medium wieder ausbreitet, nachdem es
durch den »verbotenen« Bereich getunnelt ist.

Ein Analogon ist der quantenmechanische Tunneleffekt.
endlich hohe Potentialstufe
E L}

_A%\/\_

exponentielles Eindringen

In einem endlich hohen Potentialtopf dringt die Wellenfunktion exponentiell in die Po-
tentialwande ein.

Optische bedeutet dies:



58

Grenzflache

kex = ke Sin(ee)
key = ke cos(6,)

Zur Berechnung von k; wird zunéachst folgendes betrachtet:
ki = kec = %ne sin(0,)

Mit der Dispersionsrelation auf der Riickseite der Grenzflache folgt:
ko= <22 = ik + Ky

Somit ldsst sich die Komponente k;, = k;, berechnen (kt L steht senkrecht zur Grenz-
flache):

2
ku

Il
—
g
S
SN———
n
|
=~
N
(o}

Fur 0, > 0 gilt wegen des Brechungsgesetzes:
Ne sin(0,) > ny.

Damit wird k;, im Bereich der Totalreflexion rein imaginar:

. nz o, i
ki = =i, | —%sin“(6,) — 1 = =i
n;

= E(x,y,z) = Eo:exp(—By) exp(ilkicx — wt))

Der Term exp(—fy) verdeutlicht das exponentielle eindringend (tunnelnde, evaneszen-
te) Feld in die »verbotene« Zone.

Die Welle Eo:exp(—By) ist eine sogenannte »evaneszente Welle« oder »gebundene
Oberflachenwelle« und existiert nur an der Grenzschicht.
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Fiir die Abschdtzung des Koeffizienten f betrachtet man:

n. = 1.5 (Glas) ny =1 (Luft)
Or = 41.8° 0, = 45°
1
A = 600nm B=3.7-10> —
mm
1 A
E = 300nm ~ E
k Wellenfronten
.
5 N,
w v
\ n;
I < e—Z/{\f y Ne

2.3 Lichtleitung und Glasfasern

MMantel

tom

Nk

Ny

Das Coating ist eine Schutzhiille aus Plastik, die um das Cladding herumgelegt ist und
eine Dicke von ca. 1 mm hat. Das Cladding hat eine Starke von 125 pm, der Kern hat
gerade mal einen Durchmesser von 8 um. Die Lichtleitung im Glasfaserkabel findet nur
auf Grund der Tatsache statt, dass

Ny > Ny

Nachrichteniibertragung
i) A=15um
ii.) v =200 THz

iii.) maximale Datenrate ist nach dem »Nyquest Theorem« < v/2: 100 TBit/s pro Glas-
faser pro Wellenldange
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Transatlantikkabel
i.) mehrere tausend Glasfasern

ii.) Der Dampfungsverlust liegt bei > 0.2 dB/km. Das heit nach 15 km liegt nur noch
das halbe Licht vor.

Intensitat:

¢max Ugrunz

Ny .
nik = Ssin (egrenz) = COoSs (¢max)

= /1 — sin®(Pmax)
= Ny SN Pmax = \Nj — Ny
Fir die numerische Apertur gilt:
NA = ngsin (67%)
= Ny Sin (Pmax)
Typische Werte sind zum Beispiel fir SMF 28 (corning single mode fibre):
i) NA=0.13,ng =ny +0.01
ii.) Pmax =~ 10° , ny: amorpher Quarz (»fused silica«)

iii.) 74: Ge-Dotierung (sorgt fiir einen hoheren Brechungsindex)

60



GEOMETRISCHE OPTIK

GEOMETRISCHE OPTIK

Die bisherige Basis unserer optischen Betrachtungen, war auf die Wellenoptik, welche
mittels der Maxwellgleichungen beschrieben werden kann, beschrankt. Jetzt wollen wir
das Licht als »Strahl« ndher untersuchen.

Wir nehmen an, dass die zu untersuchenden Objekte viel groRer sind als die Lichtwel-
lenlange. Hierbei werden Brechungseffekte vernachléssigt.

|:| »Lichtstrahl«
’D —_—

H

Kugelwelle

Definition eines »Lichtstrahls«:

wr:):)j;:

i.) Senkrechte (Normale) auf einer Wellenfront
ii.) Ausbreitungsrichtung der Energie (Poyntingvektor)

iii.) Wellenvektor k (in homogen, nicht brechenden Medien)

3.1 Das Fermat’sche Prinzip

3
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3.1

DAS FERMAT’SCHE PRINZIP

Die Lichtausbreitung erfolgt derart, dass der optisch Weg W = nd (Produkt aus Bre-
chungsindex und zurtickgelegter Stercke) extremal wird auf den tatsdachlich zurtickge-
legten Pfad S, gegeniiber den benachbarten Pfaden S;. Typischerweise wird der Licht-
weg minimal (»Licht ist faul«).

Fur die optische Wellenldnge fiir den Pfad S, gilt:

W(s) = j n(x) dx.
S(A—B)

Das Fermat’sche Prinzip lautet also:

OW(s)
oS

So

Das 6 verdeutlicht, dass ein Variationsproblem vorliegt. Das Fermat’sche Prinzip lasst
sich formal aus den Maxwellgleichungen herleiten.

Vorstellung: Nur der »wahre« Lichtpfad fiihrt zur phasenrichtigen Aufsummation (»kon-
struktive Interferenz«) aller Partialwellen am Detektor. Variation der Pfade fiihrt zu
einem zusatzlichen Weg und somit zu zuséatzlicher Phase und damit destruktiver Inter-
ferenz. -

Anwendung: Gradientenindex-Linse, Gradientenfaser

v

Glasfaser —

Anwendung: Transformationsoptik



GEOMETRISCHE OPTIK

Optische Tarnkappe

optisch kiirzerer Weg

Trick: Aus dem Fermat’schen Prinzip lasst sich ableiten, dass der Lichtweg im Prinzip
umkehrbar ist (Absorption, Farady-Effekt im stationdren Magnetfeld). -

Das Extremum des optischen Weges kann ein Maximum oder Minimum sein (z.B.: beim
elliptischen Spiegel). Das Gesetz der geradlinigen Lichtausbreitung im homogenen Me-

dium folgt direkt aus dem Fermat’schen Prinzip.

Reflexionsgesetz

77 / Spiegel

geradlinige Verbindung
R
B
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3.1 DAS FERMAT'SCHE PRINZIP

3.1.1 Brechungsgesetz nach dem Fermatschen Prinzip

Fir die optische Weglange gilt:

W= ne\/h?2 +x2 + nt\/h?, + (A - x)2.

Verwenden wir das Fermatsche Prinzip folgt:

dw
ax Y
A-x
Ne =Nt - .
Jnd +x? Jh} + (A - x)?

Durch Verwendung der trigonometrischen Eigenschaften folgt:

‘ N, sin(0.) = n; sin(0;) ‘

3.1.2 Reflexionsgesetz in vektorieller Form

s, Un Se

4>

S, =S, +2u, cos(0,) = s, — 2(Ssu,) Uy,

@4@

Anwendung i.) Katzenaugen, 3 Spiegel in Konfiguration, Quadratecke (y = 90°)

»l Beispiel
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ii.) Ablenkung: 180° aus allen Richtungen

Auch das Snelliussche Brechungsgesetz kann vektoriell formuliert werden:

Me

N
U s

n r

NSt = NeSe + (N c08(0;) — ne cos(0,))u,

Mit cos(8,) = u,s,. folgt:

necos(6,) = \/nf - n2 +n2cos?(0,)u,

»| Beispiel Fata Morgana:

\J —
—

n(z)
heill

Glucoselosung:

reines Wasser

/I

n(z)
konz. Glucoselosung

3.1.3 Strahlenablenkung durch ein Prisma

3
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3.1 DAS FERMAT’SCHE PRINZIP
Flr den Ablenkwinkel ¢ gilt:
S = 0, — x + arccos (sin(cx) n2 —sin®(0,,) — sin(0,,) cos(cx))

Bei symmetrischer Durchstrahlung gilt:

A
TER

01 = 6,2 , S minimal
Anwendung:

i.) spektroskopische Nutzung durch ein Prismenspektralapparat (Kenntnis von n(A)
und & bzw. § zur Bestimmung von A)

~_5 > GefaR
unbekannte Fliissigkeit n(A)
iii.) Dispersionskompensation bei Femtosekundenlaser durch Nutzung von n(A)

/W\

einfallender Impuls kiirzerer Impuls als vorher

ii.) Messung von Brechungsindizes

Abbé-Refraktometer

normale Dispersion (in Glasern wird blau stets stdrker als rot gebrochen)

n(A)

| |
A
| I I
400nm 800 nm
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GEOMETRISCHE OPTIK

3.1.4 Optische Abbildungen

Wichtig fiir die mathematisch einfache (linearisierte) Beschreibung von Strahlengdngen
sind kleine Winkel:

sin(x) = tan(x) =~ «.
Dann lautet das Brechungsgesetz:

neGG = nté’t.

Wichtige Tayloventwicklungen:
e
sin(a) = « — 5+ Ot

0(2
cos(x) =1— -+ O(c®)

Fiir die paraxiale Optik, bzw. paraxiale Naherung gilt:
i.) Strahlhohe h <« Linsendurchmesser D

ii.) o — 0 moglichst kleine Einfallswinkel

3.1.5 Reelle und virtuelle Abbildungen

Im Gegensatz zum virtuellen Bild lasst sich ein reelles Bild mit einem Schirm auffangen.

Beim reellen Bild befindet sich das abbildende Instrument nicht zwischen Bildpunkt P
und Beobachter, im Gegensatz zum virtuelle Bild.

Abbildung an einem Kugelspiegel
Es gilt:

0=B-x=x-y.

Fiir die paraxiale Optik (Vernachldssigung von d) gilt weiter:

h
t Ry =—
an(y) =y r
tan(x) ~ x = %
tan(B) = B = %

2
S5
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DAS FERMAT’SCHE PRINZIP

Somit erhdlt man die Abbildungsgleichung eines sphdrischen Spiegel:

Q|+~
S| =

Fur die Brennweite f gilt hierbei:

f=

NI

Benutzt man Strahlen, die Achsenfern auf den Spiegel treffen, so ergeben sich Abbil-
dungsfehler, in diesen Fall sphérische-Aberation:

F+F.
Ein Parabolspiegel (Paraboloid) erfiillt das Fermatsche Prinzip und fiihrt beim Einfall

parallel zur optischen Achse zur Fokussierung in nur einem Brennpunkt F, unabhdngig
von der Hohe.

3.1.6 Abbildung durch brechende Kugelflachen

Es gilt das Brechungsgesetz:
n; sin(0,) = n, sin(6;).

Mit der paraxialen Naherung, fiir die d vernachléassigt wird folgt somit:
N0, = ny0;.

Fir den Einfallswinkel 6, und den Transmissionswinkel 6, gilt unter anderen:
o=y+x , 0,=0-8.

Somit folgt mit den obigen Gleichungen:

N0, = Ne <E+E>
g r

(B
T \r b))

Damit ergibt sich die Abbildungsgleichung fiir brechende Kugelflichen in paraxialer
Néaherung:



GEOMETRISCHE OPTIK 3

Fir die bildseitige Brennweite erhédlt man:

mr
b— , = f¢=
00 g G N2 — 1
Vorzeichenkonvention
Variable | >0 | <0
g G links von S G rechtsvon S
fc F; linksvon S | Fg rechts von S
b B rechts von S B links von S
B Fgp rechts von S Fp links von S
4 M rechts von S M links von S

Bemerkung: Oder konsequente Vertauschung von links nach rechts der obigen Vorzei-
chenkonvention. -

Unsere Gleichungen erlauben bereits jetzt, beliebig komplexe Linsensysteme innerhalb
der paraxialen Ndaherung zu berechnen.

3.1.7 Abbildungsgleichung fiir diinne Linsen

Vorgehen: Man bildet den Gegenstandspunkt G sukzessiv an den beiden Linsenober-
ﬂaChenab(G:GlA'B1:G24'B2:B). -
1.) Abbildung:
mone _ ne-m

g b "

2.) Abbildung (vernachldssigung der Linsendicke d (d < 11, 12)):

ny ng nz3—np

bl b g

n n n, —n ny—n
- Ly 32,8 2

g b " 2

Flr den einfachen Fall, dass sich unsere Linse in Luft befindet (n, = n3 = 1, n, = ng;)
ergibt sich die Linsenschleifergleichung:

1 1 1 1 1
U 0 (A1) 1]
R (na ) " 7
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Wir konnen durch verschiedene Kombinationen von 7; und v, dieselbe Brennweite f
einer diinnen Linse einstellen.

»| Beispiel i.) Plan-Konvex Linse:

ii.) Bi-Konvex Linse:
Frage: Wann ist es angebracht, sich fiir die eine oder andere Linse zu entscheiden? -

Diese Frage ldsst sich im Rahmen der paraxialen Optik nicht beantworten. Erst bei Be-
ricksichtigung der Terme jenseits von sin(x) =, tan(x) =~ x und cos(x) =~ 1 ldsst sich
dies Frage beantworten.

Problem: Die sphéarische Aberration -
Faustregel: Brechung auf maoglichst viele Fldchen verteilen, um die sphdrische Aberra-
tion pro Fldche maoglichst gering zu halten. X

>l Beispiel Kollimierter (paralleler) Laserstrahl soll moglichst (klein) fokussiert wer-
den. <

Bemerkung: Die »Bestform« hdngt von den Brechungsindizes ab, z.B.: im R bei A =
10 ym mit Germanium (n = 4) ist konkav konvex identisch.

Bikonvexlinsen werden fiir Abbildungen eingesetzt:

1:1 Abbildung:

1 1 1

b=g=2f ﬁﬁ-ﬁ:?.

Symmetrische Abbildung — Symmetrische Bikonvex Linse % =1,

r2
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