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1.2 | VERSCHIEDENE DARSTELLUNGEN

also

3
V= MDEQAQVVS (1.3b)
i=1
oder mit v = (vy, V2, v3)T folgt
v =D(g(p))v (1.30)
mit der Matrixgruppe
M={D(g(p))|0=<qp <2m}. (1.4)

Diese ist isomorph zu SO(2) und ist aullerdem eine konkrete Darstellung der abstrakten
Gruppe SO(2). Diese hédngt offensichtlich von der Basis {é;} ab. Die Frage ist, ob es
besonders einfache Darstellungen gibt.

1.2 Verschiedene Darstellungen

Wahlen wir

é; || n und mfmmk\-\\w.

dann zerfillt V3 in eine direkte Summe

Vi=vieV? (1.5a)
VI = (&3) (1.5b)
V2= (e, e,) . (1.50)

Dabei sind V! und V? invariante Unterridume.

veV! - g(p)veV! firalle @,
weV? - g(p)weVfiralle @,

oder

SO(2)Vt c V!,
SO(2)V? c V2.
In dieser Basis haben die Darstellungsmatrizen die Form
cosp -—-singp 0
D=|sinp cosp O]. (1.6)
0 0 1

Wie man sieht haben sie Blockdiagonalform, d.h. D wurde reduziert auf eine 1 x 1- und

eine 2 x 2-Darstellung. Fiir einen reellen Vektorraum ist diese Darstellung irreduzibel, d.h.

eine weitere Zerlegung ist nicht moglich.

N
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7-2.4.4 Masse des Elektrons

Experimentell bekannt: Das Neutrino (m, < 1eV) ist wesentlich leichter als das Elektron
(m, = 511 keV). Das bricht die Symmetrie des Dubletts (v, e;). Urspriinglich wurde das
Neutrino als masselos angenommen. Eichinvarianter Weg dem Elektron seine Masse zu
geben: Kopplung an das Higgs-Feld, Yukawa-Kopplungsterm

\Q|
Ly = -a. e (1+%) (7.54)

Damit ist die gesamte Lagrangedichte

L=Lo+Lu+ D (Lyi+ Lini) (7.55)

ic{eu,T}

7-2.5 Starke Wechselwirkung

Teilchen, die der starken Wechselwirkung unterliegen heifen Hadronen. Sie sind zusam-
mengesetzt aus Quarks, vgl. 2. Aus Experimenten ist bekannt, dass es sechs Quarks
gibt.

» 1. Generation: u (up), d (down)
» 2. Generation: ¢ (charm), s (strange)

» 3. Generation: t (top), b (bottom)

Ebenfalls experimentell bekannt ist die A**-Resonanz, welche aus drei up-Quarks besteht
und Spin 3/2 hat, d.h. m; quark = +1/2.

Alle Quantenzahlen sind identisch. Dies ist ein widerspruch zu Fermionen und eine
weitere Quantenzahl ist notwendig, der Farbfreiheitsgrad mit drei verschiedenen Werten
(rot,griin,blau).

Die starke Wechselwirkung muss an den Farbfreiheitsgrad ansetzen, da auch die A**-
Resonanz betroffen ist. In der Quantenchromodynamik ist die Farbe die Ladung. Ansatz
uber lokale Eichinvarianz aus SU(3).

Zustandsraum eines Quarks

¢t e C* e C
—~ —~ e
Dirac-Spinor,«  Flavor,f  Farbe,c

e?\.n €

Eine lokal eichinvariante Lagrangedichte ldsst sich dann einfithren nach dem Muster.

1 .
L= =15 GG + > Ppiy*Dy + mp)yy (7.56a)
-
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1.5 | FRAGEN AN DIESE VORLESUNG

1.4 Ein weiteres Beispiel

Sei
Nm
H=-—V?+V()
2m

ein SO(3)-invarianter Operator. Dann kénnen die Eigenfunktionen geschrieben werden als

Ynem (7,3, @) = Rye (Y)Y (9, @) (1.13)
mit Eigenwerten E,,. Sie spannen einen (2€ + 1)-dimensionalen Entartungsraum V) auf,
welcher Eigenraum zu H ist. Mit

g €S0(3): gr = R(g)r (1.14)

bedeutet eine Drehung des Zustandes

0
.QQ\S?SQ\V = Q\:?\:AN\HAQ:\V = M Ynom' :\vbmwwx

m’ =0

wobei D nun eine (2¢ + 1)-dimensionale irreduzible Darstellung von SO(3) ist. Es
handelt sich dabei um eine symmetriebedingte Entartung.

1.5 Fragen an diese Vorlesung

Wir kann man die symmetriebedingten Enartungen verstehen? Wie kann man diese
mathematisch fassen?
Welche Informationen benotige ich, um von einer Symmetrie sprechen zu kénnen?
Welche Beziehungen gibt es zwischen den Gruppen? Was folgt physikalisch daraus?
Wie kann ich Gruppentheorie nutzen, um mir Probleme zu vereinfachen?
Welche Aussagen sind sofort moglich, wenn ich eine Symmetriegruppe kenne?

4 2015-10-15
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7-2.4.1 Vorbetrachtung zur Chiralitit

ErhaltungsgroRe fiir masselose Fermionen. Dirac-Gleichung fiir masselose Fermionen
(iy%d +iy/9,)y =0 (7.473)

oder in Komponenten
(0 =1\ 0 fu\ . 0 V.o (u b
"1 o)) T MNv.e o0 v (7.47b)
o (-vy (—(V-o)
ot\u /) \(V-ou

Ansatz fur u

u, :wm_.:«.klzst
U=y, ) = (weitkex-a:0 (7.48)
~ .0 0
wu u
. 1 m G.%E k-o m
W2U3 ) (7.48) Uu;
Wahle speziell: k = ke,
-0 0 0
wiuy) 3 (UT) Uu;
(frut) = () = (i) (7499
somit
8_ = |8N =k=w AN.A.©_UV
Damit gibt es zwei Losungen:
1 i(kz—wt)
w={,] e (7.50a)
k
O —i(kz+wt)
u=|{] e (7-50b)
k

Der Spin ist immer parallel zur Ausbreitungsrichtung. Solche Teilchen nennt man rechts-
héndig. Fir v findet man genau das gegenteilige (linkshidndig). Fir massebehaftete Teil-
chen sind das keine Eigenzustdnde des Hamiltonoperators mehr, trotzdem lassen sich
die Teilchen danach sortieren. Zugehorige Projektoren:

1
Pr = mC +Ys) (7.51a)
1
Py = mC -Ys) (7.51b)
mit
5 :.,05,145,24,3 1 O
Ys=Y' =lyyyy =1y 1 (7.510)
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2.1 | GRUPPEN

2.3

6. Abstrakt: Verkniipfung iber Gruppentafeln

e a b c
e e a b c
a a e ¢ b
b b ¢ e a
c c b a e

Die Tafel der einfachsten nichttrivialen Gruppe sieht wie folgt aus
e g

e e g

g g e

2.1.3 Erste Folgerungen

Die folgenden Eigenschaften lassen sich aus der Definition 2.1 folgern.

» Das Linksinverse ist dquivalent zum Rechtsinversen.
» Das Linkseinselement ist dquivalent zum Rechtseinselement.

Zu g,h € @G existiert genau ein x € G mit g - x = h und genau ein y € G mit
y-g=h.

v

» Kirzungsregel: ax =ay = x=yundua=va = u="v.

» Va,beg,(aH)=a,(a-b)' =btal

2.1.4 Untergruppen

Defintion Eine Untergruppe H von G, geschrieben als H < @G, ist eine nichtleere Teil-
menge H von G, die beziiglich des Gruppenprodukts abgeschlossen ist. Dabei muss gelten
e € H und wenn h € H, dann mus auch h™' € H sein. X

Theorem Das Untergruppenkriterium. Eine nichtleere Teilmenge H ist Untergruppe von
G, genau dann, wenn
gheH = g-h'eH

fiir alle g, h € H . Die Bezeichnung ist H < G. X

»| Beispiel 1. Die beiden trivialen (oder auch uneigentlichen) Untergruppen ({e},-) <
G und G < G. Alle anderen heillen ,echt” oder ,eigentlich“.

2. (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).
3. SU(n) < U(n) < GL(n).
4. SO(2) < SO(3). 1«4

6 2015-10-22
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Die Lagrangedichte (7.35a) ist SU(2)-eichinvariant, daher kann man eine spezielle Wahl
treffen, ohne etwas an der Physik zu dndern, wahle speziell

_ Lg% (x)Sq f, (7:40) 0
b ¢ AQ + ec«:\ﬁv (7.41)

@ (x) ist die einzige Anregung, die physikalisch einen Effekt erzeugt. Sie entspricht einer
Anregung, die Energie benotigt. Eingesetzt in die Lagrangedichte

meeH t I\ A QVNIWN»A Wv»lw S\IW t<
f: NS ) (0, P) t H+ m> cH+ c %QEQ »mzm

a°

+ WL (@Tot ot ) + AL 5 U yyaug, (i oagp) + 9 > U puyya, (i o p)
+ &‘amtw v+ @)+ (7.42)
N M (0] . 7.42
Diese lassen sich vereinfachen, da
ool +olot =0 (7.43)
(0")? =1 (7.43b)
Piold=dlorp 20 (7.430)
4 (v +@(x))?
AV:HMAV 7.41) IE (7.43d)

2
Es folgt
G»mv uv v 1 2 2
L \8538:@3+ t @? |\m nilwmimt +\c JWHw, + WHW,2)
(7.43)7.37) 2 4 4 8
1, , , ‘ ,
+gvi@wt —24'B") (aW,’ - 24'B,)  (7.44)

Einzig unschén ist noch, dass die Felder B und W3 gekoppelt sind. Das lisst sich jedoch
mit neuen Parametern entkoppeln.

tan %, = N% , 9, = Weinberg-Winkel
, q .
aw3, -2q'B, = gmng 9 S\wﬁl sin wsw:w (7.452)
Zn
mit dem Feld
Z, = cos $,W3, —sin%,B, (7.45b)

und dem dazu ,,orthogonalen“ Feld

Ay =sin$, W3, + cos 9, B, (7.450)
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2.2.1.2 Folgerungen (0.B.) 7-2.3.2 Massive Felder durch spontane Symmetriebrechung
» f(e)=e',dh.eckerf Die Lagrangedichte ) )
L= (") (0up) —V( ) (7.349)
» flgH=(f@)'Vgeg fiir Dublett e "
> kerf <G ¢ = AMHV (7.34b)
> imf<g ist invariant unter globalen U(1) und SU(2)-Transformationen.
» Seien7: G — G’ und s: G’ — G Homomorphismen, dann ist auch ihre Verkettung Ua) : (e AT (e MAp) = pteld e Ah = Pl ep
so7: G — G” ein Homomorphismus. G lﬁ/vwmh\\lh” G’ SU(2) - (e NS0 o)t (@ NS ) = TN S NSa gy — bt b

o gilt fiir jedes V (¢t ¢). Lokal U(1) ® SU(2)-eichinvariant.
G — @' injektiv < ker f = {e} Aus (7.22) und (??) wissen wir, dass die ganze Lagrangedichte lokal U(1) ® SU(2)-
eichinvariant wird wenn wir einfiihren.

v

2.2.2 Weitere Definitionen : 1 1
L 72 (DHp) (Dych) = V(DI b) = 36" Gy = Ty (7:352)
2.6 Defintion Ein Homomorphismus f: G — G’ heifst -
mit
» Epimorphismus, wenn f surjektiv ist, D, =0, —id'B, - iq M W4 (7.35b)
. P .. . a
» Monomorphismus, wenn f injektiv ist, und den SU(2)-Eichfeldern
» Isomorphismus, wenn f bijektiv ist. W, = W,%S, (7.350)
Weitere Bezeichnungen: G = W =W, +q(W, x W) (7.35d)
» Ein Homomorphismus f: G — G heifst Endomorphismus. Gt
— 2
» Ein Isomorphismus f: G — G heifit Automorphismus. Guv = ME\W (7.35€)
Sind zwei Gruppen isomorph (es existiert ein Isomorphismus G — G'), so schreibt man . . . o
sowie dem U(1)-Eichfeld B, mit
~G'. X
m m m.v:\ = mtm< - m<mwt Aﬂ.wm@
Als Potential wird angesetzt
2.2.3 Beispiele 1 1
V(pip) = Sl + S A% (pTp)? (7.36)
» 7, ist die Gruppe mit den ganzen Zahlen 0 und 1 mit der Addition modulo 2 als Ver- 2 2
kntipfung. Die Gruppe G = ({1, -1}, -) ist isomorph zu Z, mit dem Isomorphismus Fallunterscheidung:
fiG -1 » u? > 0, Grundzustand bei ¢t = 0.
1—=0 60
-1~1 -
< 40 =
» Die reellen Zahlen lassen sich mit der Exponentialfunktion auf die positiven reellen <
Zahlen abbilden. = 20 1
S (R, +) = (R, ) 0 | | |
-2 0 2

X — e~

X

X+ye—eY =e .
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2.4 | NEBENKLASSEN

2.9

»| Beispiel Die Menge sei (R3,-) und Aut(R3,-) = O(3). Dann ist die Wirkung auf ein
Element ¥ € (R3, -)

0@3)-M
g— D(g)
h(g): (R%-) — (R%,-)
r — D(g)r

wobei M die Matrixgruppe aus Gleichung (1.4) ist. 1<

Wenn wir das als bekannt akzeptieren, konnen wir die Wirkung auf eine Funktion y (#)
definieren, wobei ¢ € (C)(R3) eine stetige Funktion auf dem R? ist.

0(3) — AutC(R?)
g~ h(g)
h(g): C(R®) — C(R?)

Y~ h@ypr) = pD(g)r)

2.3.2 Symmetrie und Symmetriegruppe
Defintion Es wirke eine Gruppe G auf eine Menge M. Sei a € M. Die Untergruppe H =
{h € G| ha = a} < G heifit Symmetriegruppe, Symmetrie oder Fixpunktegruppe von a.x

»| Beispiel Sei A = {x1,x2,x3} ein gleichseitiges Dreieck und eine Gruppe G = SO(3).
Dann ist die Symmetriegruppe C3 = {e,c3 = R(120°),c2 = R(240°)} < SO(2). 1«4

2.3.3 Gruppendarstellung
Defintion Eine lineare Darstellung der Gruppe G ist die Wirkung

G — AutR" = GL(n, R) oder
G — AutC" = GL(n, C) oder allgemein
G — AutV mit dem VektorraumV .

Dies wird spdter noch ausfiihrlich behandelt. X

2.4 Nebenklassen

Hiufig werden Gruppen in Aquivalenzklassen eingeteilt. Dafiir benotigen wir Aquivalenz-
relationen.

Defintion Eine Beziehung ~ zwischen zwei Elementen g, h einer Menge M (d.h. eine
Teilmenge von M x M heifit Aquivalenzrelation, wenn gilt:

10 2015-10-29
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Beides sind Fermionen, also korrekte Beschreibung mit Diracspinoren:

Gn ASEEV mﬁwxq Q.mmv
ESN_.:

Experimentell bekannt: Es gibt Kernreaktionen, die den Nukleonenzustand dndern. Wir

suchen also nach einer Beschreibung fiir Prozesse

C\ES C\\SH -1 C\Eoﬁ
¥ = )= 26
Aesmsﬂv AE%EV 9 Aﬁsﬁzv AN 2 v
mit einem g € SU(2), da normerhaltend.
In einer typischen Lagrangedichte fiir die freie Dynamik der Felder ¥ treten Terme der
ersten Ableitung 0, ¥ auf, vgl. (7.18). Deshalb fordern wir lokale Eichinvarianz. Diese ist

erfillt, wenn sich das fiir die Ableitungen erfillen ldsst. Aus (7.17) wissen wir, das es mit
einer kovarianten Ableitung funktioniert

D, =0, —iqA, (7.27a)
und deren Transformationsverhalten
D,=20,-iq Abn + W%Lmt&v (7.27b)
Die Darstellung der Gruppenelemente folgt durch Exponentialabbildung.
g '0ug = eMoe™ = —ig,M + WE_ uM] — %E_ [M,0,M]]—--- (7.28)

Fiir SU(2) ist M eine Linearkombination der Paulimatrizen. Die Entwicklungskoeffizienten
miissen die x-Abhédngigkeit tragen (x = x* = (t,x,y,z)7).

Oa

M = gA%S,, mit$, = > (7.292)
3,M "2V 4(3,A%)S, (7.29b)

Es folgt:
9 (0ug) Q.N.HWM% —-iq((9,A%) + Kommutatorterme)S, € L(SU(2)) (7.30)

Sowohl g~19,g als auch A, sind Elemente der Liealgebra zu SU(2). Zu jedem Generator
S, muss es ein Eichfeld Aj geben, also insgesamt drei.

Ay =A%S, (7.31)
Analog zum Feldtensor (7.20b) gibt es auch hier einen fir den gilt:

|m&~ut< = ﬁwt.w‘\u = |WQA®:>< - m<>: - H&Tﬁt_\r\:

— _igF,Sa (7.322)
m.t_\x = mt\f\& - Mwi»:s + &mawn\»w:.\rn
= 0,A/" — 0y A" + a(Ay X A 7.32b)
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2.4 | NEBENKLASSEN

2.4

2.14

2.15

2.5

Dieser Satz kann verwendet werden um wichtige Begriffe einzufiihren, insbesondere die
Schreibweise (2.3b) hat einen eigenen Namen.

Defintion Die Aquivalenzklasse [g] “2” g heift Rechtsnebenklasse von g beziiglich

H. X

Defintion Die Menge aller Rechtsnebenklassen beziiglich H heifit Faktormenge G/ H .
Die Abbildung 1t: G — G/H mit g —~ [g] = gH heift Projektion. X

Um das verstiandlicher zu machen, betrachten wir zwei einfache Beispiele.
Sei H = (57Z,+) « {0,+5, +10,...}, welches eine Untergruppe zu (Z, +) ist. Eine Neben-
klasse ist zum Beispiel
0(5Z2) =0+527,
2(52) =2+52=1{...,-8,-5,-3,2,7,12,...} .
Es gilt die Zerlegung
Z=0+52)U(1+52)u((2+5Z)U(3+52Z) U (4+5Z).
Die Faktormenge ist
2/57 = {57,1 +5Z,2 + 52,3 +5Z,4 + 57} .
Es gilt SO(2) < SO(3), wobei SO(2) die Drehungen um die e3-Achse enthalten soll. Die
Nebenklasse sei gSO(2), wobei g € SO(3) und enthalt alle Drehungen um die Achse geés.

Die Faktormenge SO(3)/SO(2) enthélt alle Drehachsen und Drehungen um diese. Sie ist
isomorph zur 2-Sphire S2.

Theorem Ist H endlich, so enthdilt jede Rechtsnebenklasse von H genauso viele Elemente
wie H selbst. X

BEWEIS Zu zeigen ist: Die Abbildung @: H — g7, h — gh ist bijektiv.
g ist erst durch die Abbildung  definiert, also per Definition surjektiv.  ist auch
injektiv, denn aus
pk) =ypd) <= gk=gt
folgt durch Multiplikation mit g~! von links k = £. [ ]

Das heilt, jede endliche Gruppe G lasst sich disjunkt in gleichméchtige Teilmengen
gH ={ghheH,H <G geGlbzw. Hg={hg he H,H <G,gc G} zerlegen.

Defintion Ist G eine endliche Gruppe, so bezeichnet man die Anzahl der Elemente von G
als Ordnung von G, geschrieben ord G oder |G|. X

Defintion Ist G eine endliche Gruppe und 3 < G Untergruppe, so heifit die Anzahl der
Rechtsnebenklassen beziiglich H der Index von H in G, geschrieben [G : H ] oderind H .x

Theorem (ohne Beweis) Ist G eine endliche Gruppe und H < G, so ist |H | Teiler von |G|
und es gilt
Gl =[G:H] - |H| X

Folgerung: Ist |G| Primzahl, so besitzt G keine echten (eigentlichen) Untergruppen. -

12 2015-11-05
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mit
0o -1
0 _
y = @ ov (7.14a)
;. (0 ot
yi= Aq“ ov (7.14b)
und
@
Ay = Abv (7.140)
-1
1
Nuv = 1 (7.14d)
1

und dem vierkomponentigen Spinor . Forderung nach einer lokalen Eichtransformation
W — g (x) =itV y(x) (7.15)

Einfiihren der kovarianten Ableitung

e

U:nm:+wm

Ay (7.16)
Die Diracgleichung (7.13) ist genau dann invariant unter der lokalen Eichtransformation
(7.15), wenn es die kovariante Ableitung ist

Dy = Amt + wm}pv e IRA) g (x) THLID) G-ifAc) Am: + Mm}\v P(x) (7.17)
(7.140) h

7-2.1.3 Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik
Das freie Diracfeld (d.h. die Diracgleichung) lasst sich aus der Lagrangedichte
Lp =gy o, — mc2 Py (7.18)

mit dem Dirac-adjungierten Spinor ¢ = @'y° gewinnen, wenn man berechnet mit der
Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder

or oL oW,
T T R L v (7.19)

oxH

Nicht invariant unter der lokalen Eichtransformation (7.15). Das gilt auch nicht fiir die
Lagrangedichte des Maxwellfeldes

1
Ly = ——F, F* .
M apg T (7.20a)

F,, = 0,A, —0,A, (Faraday-Tensor) (7.20b)
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2.6 | NORMALTEILER

2.7

2.8

2.9

» Es gilt L(ky, ko) = L(k1)L(k>), somit ist
L:G— AutGg, k-~ L(k)
ein Homomorphismus (sogar Monomorphismus) und eine Gruppenwirkung, also

G istisomorph zum imL < AutgG . (2.4)

—o

Theorem (Satz von Cayley) Jede endliche Gruppe G mit |G| = n € N ist isomorph zu einer
Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,. X
BEWEIS » AutGg = S, (siehe Beispiele nach Def. 2.7)

» Nach (2.4) ist G ~imL < AutG = S,,. [ ]
Theorem Es wirke G auf M, M sei Fixpunktgruppe von x € M und es seiy = gx, g € G.

Dann ist die Fixpunktgruppe von y gleich gH g=' = {ghg~',h € H '} und heifit konjugiert
zuH. X

2.6 Normalteiler

Defintion Eine Untergruppe 3 von G heifit Normalteiler oder invariante Untergruppe
in G, geschrieben 3 < G, wenn fiir jedes g € G gilt gH = H g oder {gh,h € H} =
{hg,h € 3} oder fiir jedesh € H und alle g € G gilt ghg™' € H.. X
Beachte: Es wird nicht ghg~! = h gefordert. -

Normalteiler sind somit besondere Untergruppe, die erlauben, dass auch die Faktormen-
ge Gruppenstruktur hat. Dies wird ausgedriickt in

Theorem Sei G eine Gruppe, H < G Untergruppe, und G/H = {gH | g € G} die
Faktormenge. Wenn H Normalteiler in G ist, so kann man G/ durch die Vorschrift

9,keg, lgllkleg/iH
[g]-[kl<[g-k]l oder gH -kH = gkH

zu einer Gruppe, der sogenannten Faktorgruppe machen. X

Wir kennen bereits einen besonderen Normalteiler.

Theorem Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so ist ker f Normalteiler in G. X

BEWEIS In den Ubungen wurde gezeigt, dass ker f < G. Sei g € G und h € ker f, d.h.
f(h) = e’. Dann gehort aber auch ghg~' zum Kern, denn

flghg™) =f@f(fg™h) =f@eflg'=e. n

14 201511412
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M\;v

» 16 Alle moglichen Summen der Quantenzahlen aus (1,0) und (0, 1).

Ko =(1,1),1 va. Q=0

123D

Aus neun moéglichen Kombinationen von Quarks u, i, d, d, s, § erhdlt man neun
Mesonen. Dies sind die sogenannten pseudoskalaren Mesonen. Sie haben keinen Spin, das
sich die Paarung t! einstellt (Spin-Singulett). In exakt demselben Diagramm lieRen sich
die sogenannten Vektormesonen mit der Spin-Paarung 1t auftragen (Spin-Triplett mit
ms = —1,0, 1). Sie tragen alle Quantenzahlen wie oben, jedoch einen anderen Spin und
sind daher auch energetisch von den pseudoskalaren Mesonen verschieden. Berechnet
man explizit die Eigenzustande der Darstellungen, so kann man die Zusammensetzung
der Mesonen erhalten.

» Beispiel
m =(1,1),1,0,0)

- S (lwot e 003 -L-1) + [@0.3 -1 ) s [0, 51-1))

HFNQ@@L;N@@ <

7

Analoges Vorgehen fiir Baryonen, aber 3 ® 3 ® 3 = ... (Ubungen).

7.2 Nichtabelsche Eichtheorien

Eichtheorien spielen in der Elementarteilchenphysik eine entscheidende Rolle. Einfaches
Beispiel: U(1)-Eichinvarianz der quantenmechanischen Wellenfunktion.
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2.7 | KONJUGATIONSKLASSEN ANWENDUNGEN DER LIEGRUPPEN | 7

2.7.1.1 Aussagen (0.B.) und Beziehungen dazu

» &, ist Automorphismus fiir jedes k € G.
Missing
» im ® heilt Gruppe der inneren Automorphismen.

figure

v

ker® = {k € G,kgk™! = g fur alle g € G} heilt Zentrum von G, geschrieben C(G)
und ist abelscher Normalteiler von G. Es folgt bei abelschen Gruppen C(G) = G.

v

Die Fixpunktgruppe eines Elements g € G heillt Zentralisator von G:

Cg(g) =k e G| kgk™ = g}

v

Die Fixpunktgruppe einer Untergruppe von G, H < G, heikt Normalisator Ng(H).
» 14 Maximales positives Gewicht.
» Der Orbit eines Elements g € G:

dgg = {k gk, k € G} 7.1.2.3 Anti-Quarks
heillt Konjugationsklasse von g. In einer anderen Sichtweise: Die Antiteilchen zu den Quarks treten in diesem Modell als Zustdande aus der (0,1)-
»g ist konjugiert zu h“ meint g ~ h < es gibt ein k € G mit h = kgk™! = &, g ist Darstellung auf. Maximales positives Gewicht:
Aquivalenzrelation und heift Konjugationsklasse [g]. 0
Wmax = 1/V3
2.7.1.2 Folgerungen
1 1
» [e] = {e} bildet eine eigene Klasse und heillt selbstkonjugiert. 1 Y= -3 I; = )
» Fiir eine abelsche Gruppe gilt, dass alle Elemente selbstkonjugiert sind. Q= |w — W = |w
» g ist selbstkonjugiert <= [g] = {g} = Cs5(9) = G. i = Ao.C_lw_|w_|wv
» Bei endlichen Gruppen gilt: Die Zahl v (g) der Elemente in [g] ist gleich @) Y- 1 ) 1
=-3» =5
gl
r(9) =1G:C4(9)] = : 1,11
Cs(a)] Q--1+1-1
&l = O. 1 ] Wn Wn -1
» > 71(9) =G 0,1), 3,3 wv
lg] 2
M_\ 1 1 3) M\Hw. I;=0
Co(@l
g1 1Cs(9)] DHM+OHW
> Beispiel Cs,: Es gibt drei Konjugationsklassen 5= 0.1),0,0, w
XK. = [e] r(e)=1
K3 = [c3]{cy, ¢} r(cs) =2 7.1.2.4 Zusammenfassung
Ko =lov] = {0y, 00,00} r(oy) =3 < Wir erhalten drei Quarks und drei Antiquarks aus beiden Fundamentaldarstellungen,

siehe Abbildung 15.
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2.8 | NEUE GRUPPEN AUS ALTEN

» (g,e') - (e,g') =(e,g') - (g,e), also kommutieren die Elemente der Untergruppe
{e} X G’ mit den Elementen der Untergruppe G X {e'}.

» Jedes Element aus G X G’ kann eindeutig als Produkt eines Elements aus G X {e’}
und eines aus {e} X G' geschrieben werden. -

2.15 Theorem Eine Gruppe G ist das direkte Produkt ihrer Untergruppen H und K, geschrieben

G = H x X, wenn gilt
1. hk = kh fiiralleh € H ,k € X.

2. jedes g € G kann eindeutig geschrieben werden als g = hk mith € H ,k € X.

H und X heifen direkte Faktoren von G. X

Folgerungen: » H NnXK = {e},denn wenn g € H n X, dann ist g = ge = eg. Die
Reihenfolge muss jedoch nach Satz 2.15-1 eindeutig sein, somit ist g = e.

» H und X sind Normalteiler in G: H < G, K < G.

» Die Klassenprodukte sind K;; = H; x K, wobei #; ist Klasse in X, K ; ist Klasse
in AH.

» Die Faktorgruppen G/ und G/X sind isomorph zu X bzw. 7{:

GIH =X
GIK =3 -

2.8.2 Verallgemeinerung
Definition 2.23 und Satz 2.15 konnen auf direkte Produkte der Form
G=G1XG2 X" - XGy

von n Gruppen erweitert werden.

2.8.3 Semidirekte Gruppen

Nicht immer ldsst sich die Forderung 1 aus Satz 2.15 erfiillen. Dafiir fiihrt man eine
Verallgemeinerung ein. Ein wichtiges Beispiel dafiir ist, dass Drehungen und Translationen
nicht vertauschen.

2
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ANWENDUNGEN DER LIEGRUPPEN |7

Anwendungen der Liegruppen

7.1 SU(3)-Klassifikation von Quarks, Mesonen und Baryonen

7-1.1 Vorbemerkungen

Historisch: Erste entdeckte Elementarteilchen lieRen sich durch ihren Isospin klassifizieren,
z.B.

» Proton p

» Neutron n

zwei Teilchen nahezu gleicher Masse, die sich in der Ladung unterscheiden.

1
Ts, = > (7.1a)
T3 = 1 (7.1b)
3n = 2 7-
Zusatzlich wichtige Quantenzahl: Baryonenzahl B = +1 fiir Baryonen, B = —1 fur ihre
Antiteilchen. Dann Berechnung der Ladung zu
1
Q=5B+T; (7-2)
a1 1
@s@ﬂmvm +N =1
G L _1_
Q2270

Zweites Beispiel: Pionen, keine Baryonen, sondern Mesonen, also B = 0
mhH=1-Q=1, " T3=Q-Q=0, ™, z=-1-Q=-1
Alle diese Teilchen lassen sich in Multiplets einer SU(2)-Symmetrie anordnen.
p,n: T= Wnﬂw = HW
m: T=1,T3=-1,0,1
Es folgte die Entdeckung weiterer Teilchen, die sich nicht einordnen lieRen, ,seltsam*

verhielten. Notwendigkeit der Einfiihrung einer weiteren Quantenzahl S Strangeness, die
unter der starken Wechselwirkung erhalten ist. Daraus dann

Y=B+S (7.3a)

1 1 1
©|m<+m|mm+mm+m (7.3b)

2
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2.8 | NEUE GRUPPEN AUS ALTEN

2.8.4 Beispiel
Die Euklidische Gruppe E(3) besteht aus
» Drehspiegelungen im affinen Raum
R3 - O(3)
x—~Rx, R'R=1, detR==*1
» Translationen T(3) abelsche Gruppe

x—x+t, teR’.

Die Euklidische Gruppe ist nun das semidirekte Produkt
0(3) ATB) = {{R,t},R€0(3),t € T(3)} (2.10)
mit dem Gruppenprodukt
{R1,t1}{R2, 12} = {R1R2, 11 + Rt} (2.11)

d.h. die Wirkung von O(3) auf mathrmT(3) ist die Wirkung auf R3.
Die Wirkung auf ein Element x € R3 ist

{R,t}x =Rx +t
Flr ein Produkt gilt

{R1,t1}{R2, 12} = {Ry, 11} (Rax + £2)
=Ri{Rx + Rt + 1
= A:NHNN.HH + xwwwwk .

Dies bestéatigt die sinnvolle Definition in (2.11).
Das Gruppenprodukt lasst sich in einer geeigneten 4 x 4-Matrixdarstellung einfach als
Matrixmultiplikation realisieren.

R 1t x
w8 4). < (3
R t)\(x\ (Rx+t
0 1 1) 1
-- HH -N HN _ NHNN WHHN + HH
0 1 0o 1) 0 1 ’

» T(3) ist Normalteiler von E(3).

denn es ist

und

» E(3)/E(3) = 0(3).

20 2015-11-26

LIEGRUPPEN | 6

Zur Bezeichnung der Zustande: Operatoren mit physikalischer Anwendung.

I. = ER, +iFl, (6.55a)
I =H (6.55b)
Komponenten des Isospin.
U. = EX, +iE}, (6.56a)
V. = ER +iEl, (6.56h)
2
Y = —=H; 6.56¢C
Neki (6.56¢)
Zusatzlich sind fiir Anwendung noch interessant die abhdngigen Operatoren
3 1
Uy=>Y~-=I
3 4 2 3
3 1
V3==Y+=I
3 4 2 3

Alle Zustande einer Darstellung (eines Multiplets) erhdlt man dann in folgender Form:
Der Ausgangszustand ist der Gewichtsvektor mit maximalem positiven Gewicht (w; =
i3 = Eigenwert von I3 ist maximal). Das ist

Wmax = W 1 m A@.mﬂv
2 q‘M:\: + N:Nv

Dieser Zustand erfillt V. |(Wmax) = Uy |Wmax) = 0. Alle weiteren folgen durch Anwendung
von Kombinationen von I., V., U., denn dies sind alles Auf- und Absteigeoperatoren wie
die Kommutatorrelationen

[x3,x:]1=%*x., x€{l,V,U} (6.58)

zeigen. Vgl. [J;, J.] = £J. fur SU(2). Gleichung (6.58) zeigt aber auch SU(2) und damit
die Eigenschaften des Spektrums von SU(2) treten mehrfach on SU(3) auf.
Die entarteten Zustdande kénnen eindeutig durch

P=LF+LE+I= I +I11)+I; (6.59)

N | —

unterschieden werden.
u=1r (6.60)

Also vollstandige Beschreibung der Zustande durch

IC,w, 1) =|ny,ny, I, I3, Y) (6.61)

—_—
aus Cp,C3 M w] w2
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3.1| ZUR DREHGRUPPE O(3) LIEGRUPPEN | 6

3.1.1 Zur Drehgruppe SO(3) Welche Werte sind moglich?
Weitere Bedingungen entstehen durch Forderungen an die Zustandsvektoren |Jm). Hier

Welche Zusammenhidnge bestehen zwischen den Matrizen R und der Drehachse sowie die Normierung des Vektors Ej» | Jm).

dem Drehwinkel?
Eine einfache Aussage dazu ist der folgende Satz. (JMI|ELER|Jm) = (Jm|J_J |Jm) = (Jm|J? - J2 - J.|Jm)

_ -
3.1 Theorem Sei R € SO(3) mit R + 1. R besitzt drei Eigenwerte, nimlich 1, '® und e™'%, und = U+ =m=m){Jm|jm) =0

beschreibt eine Drehung um den Eigenvektor 1 (Fixpunkt, Drehachse) mit dem Winkel @,

es folgt
vgl. (1.8). X
JU+1)-mim+1)=0 (6.50a)
Im Hauptachsensystem heillt das JU+1) —mm—-1)20 (6.50b)
cosg  —sing 0 und damit fiir die extremalen Werte von m
sinp cosep O]. (3.6)
0 0 1 aus (6.50a) m>0 JJ+1)=mm+1) - My =J (6.51a)
. — . . . | aus (6.50b) m <0 J(J+1)zm(im-1)=-|ml(=Im|-1) = m|(Im|+1) =]
In einem beliebigen Koordinatensystem findet man mit der Drehachse 7 und dem Dreh-
winkel @ = Mpin = —J (6.51b)
Da wegen (6.49) —J = Muyin = Mmax — h = J — k mit k € N gelten muss, folgt h = 2] oder
0 —Nns3 ns
R=1cos® + (1 -cosp)i ® A + sin n 0 -n J="h/2,also
¢ ¢ R ' J€10,1/2,1,3/2,...} (6.52)
2 n, 0
=Tlcos@ + (1 -cos@)R® A + sinPn X . (3.7) Wurzelgitter sind eindeutig gegeben:

Eine einfachere Darstellung erreicht man unter Verwendung der Drehimpulsmatrizen in 1. zur Darstellung J = 0

0
kartesischer Form
(Li) jx = —i€ijk (3.8) 2. zur Darstellung J =1/2 ———e—+—o——>
. . -1/2 1/2
i —i
L, = —-i|l, L= , Ly=1]1 .
i i 3. zur Darstellung J =1 —e—+——o—»
-1 1
Sie erfiillen die K tat lati
1¢ eriufien die Rommutatorreiation Entartungsindex wird nicht benotigt, da alle Zustande eindeutig durch |Jm) gegeben sind.
[Li,L;] =ieixLy . (3.9)
6.3.6 SU(3)
Bildet man den Vektor
6.3.6.1 Fundamentaldarstellung
L= (Ly, Lz, L3)" (3.10)
] Hier ist n = 3. Es gibt also n — 1 = 2 Operatoren in der Cartan-Unteralgebra, zwei
so findet man (57 Casimir-Operatoren, zwei linear unabhédngige Wurzelvektoren und ein zweidimensionales
—iAL = —i(n Ly + noLy + n3ls) ¥ fix (3.112) Wurzelgitter.
Ublicherweise liegen uns die Gruppen SU(n) bereits in Matrixform vor, siehe z.B. (6.38a),
und (6.38b), (6.39a), (6.39b). Fundamentaldarstellung aus der das Wurzelsystem abgelesen

(-inL)? =nen-1. (3.11b) werden kann.

22 2015-11-26 2016-06-01 79



TN. 9c-11-S102
(Q41°€) ;mb.Nb;va = bw =5
pun
(e41°€) 1131 4 1110 = Lolo
NN
(sT°8)
(91°€) TEOEXT+ LOXT + LOIXNT+ [0X = Y

SSePOS ‘SISRy U

©r) AH oVu_H .AT ovumb .Ao ﬁqu .Ao Hvuﬂb
01 0 T - 0 1o

UZNRN-T[Ned 3IP UIP[I] UIZINRA JOSIIP WINBILIOIA W]
(qPre) T=ix+ax+Ix+ 0

FungurpaquagoN Jop Tt

(e¥1€) =V

A&a \oxca+ Nx\v
IXT+2x  &x1+ 0x
1ST 9SIOMIIYDS 91UB3I[D IY3S dUIq "1qI3I9 I919urered dd1dueyqeun 2Ip sem
1 = Y 19p sne SunguIpag 3[[931 U <«
I = V,V sne uagunsurpag J[[32.1 IdIa <
I9)oueIed I 1Yde <
URI[RIUD URZINEN 31
(ET€) H{I=VPPT=V, VI ;D3 V}=(2NS
(€)0S nz 8nzag 1y1 pun (2)NS 2ddnin 91q < 1°€

*(2)NS Nz unyarzag I9p Sunzinusny I1p JITY 1Jeyds YAV

>l LD W)Y (X “U)Y SuNIIDA 9P SYDIRYDI(] dNIU 1P 19INR] M [21dSIog |4
“urds SIPSYNW UURY UIZIIIPWSUONIRI0Y UIP W UUYIY Se(]

(er€) " dqu-® = O UIS (TUI) — w S L (TUNZ + 1 =
2/ s
——t—
durs (Tun) — (ds0d — ) ,(TUI-) + [ =

(@ure)
TudUWST — [(TUI-) + [](bS0d — ) + bS0d T ©ie)
XUdUIS + U @ U(DS0d —T) + dD SO Gl

¥ Inj UeW 39P[Iq Iweq

€| NIONNANIMNY NIIId ANA NIddNIDH dQd TI1dSIag

JHW THUW W T-UW -
‘- o e e e e &
“U9(P898 SIONIF[PZINA UI[RUOISUSWIPUID SIP ULIO] TP 1ST Iure(q

(6+°9) l—=1=72T CQuf|(CTu+w) =

(W2 (T +w) = (uf| (31 + TH1q) =
(utf| AS + megv =
< _
(uf| 0705 oz (W T H
19UAI] URN

*IOPPAPZINM d313uryqeun Jeaul] 981ZUl I9p Ydne sep 1SI jiurep ‘[eu
-OISURWIPUI 1IST I9 ‘Z/20 = ?f = 1[J NZ 1I9MUISI] UdP IBYIUD I0PPASIYIIMID 1 [ pun
Iz IPURISNZUIGIH SWESUPWSF 1qI8 ST URYIIWUIIURNY) JOP SNk SIUgaSId soiuuedyq

=1

Ve T
A=A+ T3 =0 =
€

=a'n

NC;:HN.%:%
s

=21
S\,:\.N.ﬁ:,éwﬁ.:;:w N _
€
[=efatifn
N.N : ::N\;Nw N\:::: — Z
rr 3 3 W @ro)
€

uaolerddQ-1Irurse) 1 — u pun

20l

- 1
1 (®Z€9) H

rIQR3[RIIUN)-URLIRD) 9P Ul Udlolerdd( T — U 0S[e 1qI8 Sq ¢ = U 1ST I_IH

(@)Ns s€9

‘gunyraisre( 1p

Snnapum uaIolerd-IIIISe) USP NZ Jus[eAlnbe LISIUYIP SISIAP (SNdwypLq Wisq ] S |ul|
JIM UNURWINGIY UIDI[UYR Sne UYIIS 1qI319) 1YDIMID) SIATIISOd Safewrxeur um 1qis s
1ST ARISod 90 — Y uuaMm ‘10 S[e 139018 191y M I01Y9A I3(d

18T ANIsod
IURUOdWOY IPUIPUIMYISIIAIYIIU I1SID IIP UUIM ‘ANISOd 19197 JOIIASIYIIMID UT]
*SISBQIIIID) SIP UdPTIQ 1S ‘Srdugyqeun Iedul] PUIS UIORPAPRZINM ([ —U)U BP [ — U

X *SAoN1B[2ZANA UD]PUOISUDUIIP- (T — U) SaUld Ao1316.421uUf)
SaYJIpUa Ula 151 (U)S UOA BUN]IAISID(T UD]QIZNPILI] ADUTD UIBISASSIYIIMID) Sopa[ WIRIOL, Z°9
Suninapayg

(1)NS NIddNIOHAIT 91 | €9



3.1| ZUR DREHGRUPPE O(3)

findet man
A = e P — 1 cos W —inosin W . (3.18)
Aus einem Vergleich mit (3.14a) liest man ab:
Xo
x| [ cosgp/2
X = Xz \Ammge\mv , 0@ <4m. (3.19)
X3
Gleichung (3.19) zeigt, dass es eine bijektive Abbildung
SU(2) « §3 = 3-Sphire
oS cos@/2
nsing/2
gibt. Dartiber hinaus gilt analog zu (3.9) die Relation
[si,s;] =ieiksk (3.20)
und somit gibt es einen Homomorphismus
¢:SU(2) — SO(3)
mlmﬁmu — mlitmh Aw.Numv
2 . P (321 PRSI . A
lcos — —inosin— = lcosp + (1—cosp)n®n +sinpnx (3.21b)
2 2 (318)3.7)

Dabei beachte man aber A(71, ) und A(7, @ + 277) werden auf dasselbe Element in SO(3)
abgebildet und entsprechen

\ nOmQ\N 1\ noiﬁ\m.:.: \
X =\ asing/2) * *~ \asin(pp+m) =~ %

d.h. ein Punkt und sein Antipode auf S3.
kerp = {1, -1} =7, .

Aus dem Homomorphiesatz 2.12 folgt

SO(3) =SU(2)/Z = S§*)7 = P3 (3.22)
im¢ ker ¢p

wobei P? der projektive Raum und damit die Menge aller Strahlen in R* ist.
Achtung, es gilt
SO(3) =SU(2)/Z, =0(3)/Z, .

Daraus folgt nicht SU(2) = O(3)!

24 2015-12-03
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» kein Element der Lie-Algebra kann die Eigenwerte der C,, dndern

» Nach (6.29) miissen dann die C,, auch mit allen Elementen der Liegruppe vertau-
schen und kein Gruppenelement kann die Eigenwerte dndern.

Sinnvolle Erklarung: Die Eigenwerte der C,, sind fiir alle Vektoren in einem invarianten
Unterraum zu einer irreduziblen Darstellung identisch. Sie definieren die irreduzible
Darstellung, das ist sogar eindeutig. Die Eigentwerte v; der H; konnen sich aber dndern.
Sie konnen zur Wahl der Basis innerhalb eines invarianten Unterraumes herangezogen
werden.

6.3.3.2 Gewichtsvektoren
Wir benennen unsere Vektoren innerhalb eines invarianten Unterraums
lw, H(w)) = [w1, wo, ..., Wx-1, H(W))
wobei p(w) der Entartungsindex ist, falls w den Zustand noch nicht eindeutig beschreibt.
w heiBt Gewichtsvektor.
6.3.4 Leiteroperatoren und Wurzelvektoren

Es gibt aufgrund der Wahl als gemeinsame Eigenzustdande zu allen H;

Hilw, p(w)) = w; |w, p(w)) (6.44a)
Hl|w, p(w)) = w|w, u(w)) (6.44b)
mit
H;
H= : (6.440)
Hp 1

wir lassen H; auf E;; |w, u(w)) wirken.

S.Mmm: A

HE;j lw, u) 1,ijEij + EijHy) |, p) = (1,5 + wi)Eij |, y) (6.45)

ist Eigenzustand zu H; mit Eigenwert 7;,; falls E;j |w, u) # 0. Oder anders ausgedrtickt

Eijlw,u) => Cu lw + 7, 1) (6.46)
"

wobei der Wurzelvektor
T1,ij

vij = AQ.A.VV
Yn-1,ij
eingefiithrt wurde. Dann gibt es n(n — 1) (so viele wie E;;). Ohne Entartung gilt

Eijlw) = |w + 7i5) (6.48)
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3.1| ZUR DREHGRUPPE O(3)

Missing

figure

» 4 Spiegelung an einer Ebene beschrieben durch die Ebenennormale 7.

Aus (3.25) kann man eine Besonderheit des Spins ablesen, bei einer Drehung um @ = 27
ergibt sich

4 (3.16) L
e i2mis 4 B () cos T — iAo SInTT)X = —X .

Die Spinwellenfunktion d&ndert ihr Vorzeichen bei einer vollstandigen Drehung.

Anderes Argument: Es erscheint sinnvoll, dass es einen Homomorphismus gibt, der
zwischen U und R vermittelt (3.21a). Es war entscheidend, dass s und nicht o mit s = o/2
verwendet wurde. Dies legt den Faktor 1/2 im Winkel fest.

3.1.4 Mit Spiegelungen: O(3)

Zusatzlich zu SO(3) Spiegelungen mit Matrixdarstellung aus Abbildung 4.

7 1R
={nen+l-nenjv. (3.26)
Spiegelung:
o(n)v (326 -n(n-v)+v-nn-v)
=v-2n(n-v)
={l1-2ne0nlv. (3.27)
—_—
o(n)
26 2015-12-03
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» sogenannte Leiteroperatoren (Bedeutung wird klar in 6.3.3) nach (6.35a), (6.35b),
(6.35¢) nicht hermitesch

(Eij)mn = 0imOjm , 1#J (6.362)
» Hermitesche Matrizen
Ef; = Cij(Eij + Eji) (6.36h)
Ej; = iCiy(Eji — Eyy) (6.36¢)
6.3.2 Beispiele
6.3.2.1 SU(2)
Hier gilt
(6.342) 1 oy _ 1
H 2 A Lv =50:=J: (6.37a)
awmm 1
o) =0+=J+ (6.37b)
o A mv =0 =J (6.37¢)
wawévH 0 1y 1 1 B
B2 g0 2 A OV =30x= 5o+ o) =k (6.37d)
R 6z 1 (0 -1}y 1 i B B
B e 2 Am OV =50y =5(0--0)=Jy (6.37€)
6.3.2.2 SU(3)

Hier gibt es 3 — 1 = 2 Elemente der Cartan-Unteralgebra

L[ 0 0
IHHM 0 -1 0 (6.38a)

0 0 0

L (100
H=-—1o0o 1 o0 (6.38b)

231y o 2
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3.2 | SYMMERTIEN IM AFFINEN RAUM: E(3)

Missing

figure

» 5 In der Ebene 17 betrachtet.

3.2.2 Einige Elemente (Symmetrieoperationen) aus E(3)
» Rotationen {R(n, @), 0}
» Translationen {1, t}
Rotationen um eine Achse, die durch a # 0 geht:
{1,a}{R,0}{1,a} “2” {R,a - Ra} . (3.28)
Besitzt {R, t} immer Fixpunkte?

{R,tta=a < Ra-+t=a

oder

t=a-Ra

(3.12) a2 2@ .

=" | 2(inL)* sin W+§hm5€ a

(3.112) ~ A ~ .2 Q ~ . ~
="2nxXnxasin® — - (nxa)sinp 1n.

,l)\olt 2 —
= 1n

Es gibt einen Fixpunkt, wenn t 1 71, siehe Abbildung 5.
Fir ein beliebiges t = t, + t, mit ¢, || 7 und t, L 7:

(R(A, @), 1} “2Y (1,1} (R, @), 1.}
Translation Drehung mit Fixpunkt

Das Ergebnis ist eine Schraubung (Abb. 6).
Spiegelungen an einer Ebene, die durch den Ursprung geht:

{o(n),0} vgl (3.27)

28 2015-12-03
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6.2.4.2 Exponentialabbildung

Den Weg von der Liealgebra zur Liegruppe stellt die Exponentialabbildung her. Dazu
betrachtet man das Element

M= atj, (6.28)

der Liealgebra. Dann bildet

gH H
mﬁzuM UM = L+ M SEME a.me
n=0 """

eine eindimensionale Untergruppe der Liegruppe. Jedes Element der Liegruppe ist in einer
solchen Untergruppe oder ist das Produkt aus Elementen dieser.

6.2.4.3 Beispiel
SO(3): (Li)jx = —i&;jx bilden die Liealgebra. Die Elemente der Liegruppe sind

m:EHFH+8NHN+5wHwV A@.WOV

6.3 Die Liegruppen SU(1)
Die Liegruppen SU(n) haben in der Physik eine herausragende Bedeutung und sollen hier
genauer untersucht werden. Sie sind halbeinfach und fiir solche Gruppen gibt es einen

systematischen Weg die Basiszustdnde der irreduziblen Darstellungen zu finden.
Es gibt fiir g € SU(n)

gtg=1 (6.31a)
detg =1 (6.31b)

Der Parameterbereich ist offensichtlich beschrankt, denn fiir die Matrixelemente gilt

Slagl? 21 (6.32)
i
sind kompakt.

6.3.1 Cartan-Weyl-Basis der Liealgebra SU(n)
Unabhédngige Parameter:

» Die Matrizen haben 212 reelle Elemente
» aus (6.31a) folgen n? Bedingungen

» aus (6.31b) folgt eine Bedingung
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3.2 | SYMMERTIEN IM AFFINEN RAUM: E(3)

Missing

figure

» 8 Eine Spiegelung mit anschlieRBender Translation heift Gleitspiegelung.

Rotationsinversion:
{s(n,@),0} = {R(A, p)i,0} (3.30)
durch a =+ 0:
{1,a}{S(, ®),0}{1,a} ! = {S,a—Sa}.
Fixpunkt, wenn
[M-S#H,@)la=t. (3.31)

Das Gleichungssystem (3.31) ist 16sbar

1+ cosp —sinp O
det(1-3S) = sin @ l+cosp O|=4(1+cosep)=+0 fir =+rm. (3.32)
0 0 2

3.2.3 Anmerkungen

E(3) ist die Menge aller langenerhaltenden Isomorphismen (Isometrien) des affinen Raum-
es R3.

In der euklidischen Geometrie heiRen zwei Teilmengen S, S’ c R? kongruent, wenn es
ein g € E(3) gibt mit §* = g§.

Translationen, Schraubungen und Gleitspiegelungen besitzen keinen Fixpunkt.

Es gibt einen Homomorphismus

det: E(3) — Z, = {-1,1}

(Rt} — detR (3.33)

mit ker det = E(3) der eigentlichen euklidschen Gruppe oder Gruppe der starren Bewe-
gungen.
Es gibt in einer Erweiterung die Doppelgruppe

SU(2) AT(3)

30 2015-12-10
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6.2.3 Kommutator und Liealgebra

Bilden die Tangentialvektoren eine Algebra? Dazu muss im Tangentialraum ein Produkt
existieren. Eine Liealgebra liegt vor, wenn als bindre Operation (Produkt) der Kommutator
vorliegt:

[, :vxv—->v

6.1
(A,B) — [A,B] (617)
Fur die Basisvektoren muss also [Ji, Ja] wieder eine Linearkombination der J, sein
[J, Al = ﬁn?&u (6.18)

Die C?, heiRen Strukturkonstanten. Dabei ist die Liealgebra immer durch die Gruppen-
struktur gegeben. Die Strukturkonstanten bestimmen sich aus den Strukturfunktionen
@(«x, B). Um das zu sehen starten wir mit

gx) =g(B)g(exg) fir ein festes &g (6.19)
Es folgt
o =@(B, ) (6.20a)
B = @(a, &) (6.20b)
mQAMC (6.19) 0g(B) mmm g(0) (6.21a)
ox o mmb B=@(xo,&p)=£=0 o a=ap
wobei
29(B) B
2B po =Jp (6.21b)
oB° _op* e
ook x=0 B ook L) B >XA~KOV AQ.NHOV
0
SO0~ A (e ex) (6.220)
X L)
insbesondere xg = «
)
% = A2(0)J,9(0) (6.22b)

« ist weiterhin fest aber auf den Wert « gesetzt, an dem die Ableitung gebildet wird.
Partielle Differentiation

2 p
09 _ 0| ooy + At (er) ], 20X

ox s  do” ox“
0AX , .
= 30 /(&) + AL () JpA5 T g () (6.23)
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3.3 | DISKRETE SYMMETRIEN IM R3

»| Beispiel SU(2) verwenden um neue Drehwinkel zweier aufeinanderfolgender Drehu-
negn zu berechnen

AR, p)A(nm, X) (618 @ cos W —i(n-o)sin Wv ?nOmW —i(m - o) mEWv
Gaz0 P cos X _ (1) sin P sin X
= =A8m > cos > (1 - m) sin > sin mv

o (7sin @ cos X 1 rincos P sin X + 71 s sin @ sin X
HQ.ASmHENnOmN+§nOmNm:uN.T:XSamEHNm:HNv
e

- £ _yp. o @
|¢8mw i(¥ SmEN

Spezialfall: L und @ = x = /3

m
e_ m\_3 o 2T .
cos \AnOmmv = oder mz».wﬁwmH = 0¢Q- -1

nicht endlich! 1«4

3.3.2 Eigentliche und uneigentliche Punktgruppen

Eigentliche Punktgruppen enthalten keine Inversion und keine Spiegelung. Die Elemente
entstammen der SO(3).

Inversion, Spiegelung und Drehspiegelung sowie Rotoinversion sind in uneigentlichen
Punktgruppen enthalten. Dabei gilt der folgende Satz.

3.2 Theorem Sei G eine endliche Punktgruppe und XK der Kern des Homomorphismus.

det: G — 7>
g~ detg

Dann gibt es drei Fdille:
1. G = X, d.h. G ist eigentliche Punktgruppe
2. wenn G die Inversion enthdilt, so ist G = K U iK.

3. Wenn G = K und i ¢ G, dann ist G isomorph zu einer eigentlichen Punktgruppe
GFr=KUuXmitK* =(ig,g € G\ X). X

Aus 2 und 3 liest man zwei Moglichkeiten ab, uneigentliche Punktgruppen zu bilden.

1. Bilde das direkte Produkt aus einer eigentlichen Punktgruppe mit {e, i}, i = Inversion.

2. Zerlege die eigentliche Punktgruppe in Nebenklassen beziiglich eines Normalteilers
vom Index 2. G = N UgN,g ¢ N und forme sieum zu G = N UigN.

Beispiele fiir Gruppen in extra Aufstellung. Dies sind alle 14 moglichen Typen von
Punktgruppen.

w
N

2015-12-10

LIEGRUPPEN | 6

6.1.2.3 Beispiele
GL(1,R) =R\ {0}
» () = x

» Der positive Halbstrahl GL, (1, R) ist eine Liegruppe. Er enthdlt das neutrale Element
& =1 und das zu « inverse Element & = 1/ .

U(l) = {e* |0 < ¢p <21} = S =S0(2)
» Ist eindimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
» @(e®) = ¢ mod 27
» neutrales Element ¢p = 0

» inverses Element ¢ = 21 — ¢

6.1.2.4 weitere Anwendungen
6.2 Defintion Eine Liegruppe heifit

» kompakt, wenn der Parameterbereich beschrdnkt ist (vgl. U(1))
» einfach, wenn sie nur die trivialen Normalteiler G und {e} enthdilt
» halbeinfach, wenn aufier G alle anderen Normalteiler abelsch sind (vgl. Def. 2.20) %

Mit dem Wissen liber Mannigfaltigkeiten konnen Liegruppen abstrakter als in Def. 6.1
eingefiihrt werden.

6.3 Defintion Eine Liegruppe ist zugleich Gruppe und differenzierbare Mannigfaltigkeit G,
wobei das Gruppenprodukt

GXG—-G
und die Abbildung von g nach g=" differenzierbare Abbildungen sind. X

6.2 Liegruppe und Liealgebra

Die Liealgebra ist auf dem Tangentialraum der Mannigfaltigkeit gegeben.

»| Beispiel zweidimensionale Liegruppe mit Koeffizienten «', o> € R. I€
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Liegruppen

Liegruppen sind kontinuierliche Gruppen, die auch Eigenschaften einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit besitzen. Diese zusdtzlichen Eigenschaften lassen sich zum Verstandnis
und in der praktischen Anwendung nutzen.

6.1 Was sind Liegruppen?

6.1.1 Vergleich mit diskreten Gruppen
6.1.1.1 Indizes in diskreten Gruppen

In endlichen Gruppen lassen sich die Elemente einfach mit Zahlen aus Z durchnummerie-
ren.

> Beispiel C, = {cy). Eine mogliche Nummerierung ist
Ji=ci, i=0,1,...,n-1 (6.1)

mit der Indexmenge I = {0,1,...,n -1} C Z. <4

Prinzipiell ldasst sich dann die Verkniipfung der Gruppenelemente allein durch die
Indizes ausdriicken, indem man eine Funktion @ einfiihrt

@:IxI, i,j~@(i,j) mitgeu = 9i- g; (6.2)
> Beispiel Cy: @(i,j) =1+ jmod n. I«

Eine haufige Notation ist i — 1 fiir das inverse Element und ¢ fiir das neutrale Element.
Das funktioniert auch fiir abzdhlbar unendliche Gruppen, I = Z oder Z".

6.1.1.2 kontinuierliche Gruppen

Héangen von einem oder mehreren kontinuierlichen Indizes ab
{g(00), = (axs,..., 000) € R"} (6.3)

> Beispiel Matrixgruppen:

g=1|: © | €GL(n,R) (6.4)

Kn1 e Knn
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4.1 | LINEARE UND MATRIXDARSTELLUNG

4.1.2 Matrixdarstellung

Sei D eine lineare Darstellung auf V und {é,,...,é,} eine Basis von V. Dann gilt
n
D(g9)éi = > é;Dji(g) . (4.3)
j=1
Aus diesen Entwicklungskoeffizienten baut man eine Matrix D(g) auf.
[D(g)]ij = Dij(g) . (4.4)
Sprechweise: é; transformiert sich nach der i-ten Spalte von D. Dabei
D(g192) = D(g1)D(g2) .
In einer Orthonormalbasis berechnet man
Dij(9) = (&iID(9)é)) = é]D(g)é; . (4.5)
Bei einer Basistransformation gilt

& =>6;S;i, & =>8/(S"y
J

i

und
D(g)é; = MUGV@%& @ M éD(g)x;Sji = M é, M.wmmbgvi.wt (4.6a)
J Jk ¢ Ky
[ ——
D}, (@)
oder
D'(g9) =S5'D(g)S. (4.6b)

4.1.3 Aquivalenz von Darstellungen
D’ und D aus (4.6b) beschreiben dieselbe Wirkung nur in verschiedenen Koordinatensys-
temen. Man nennt sie dquivalent. Dieser Begriff 1dsst sich verallgemeinern.

Defintion Seien D: G — GL(V) und D': G — GL(V) zwei Darstellungen von G. D' heifit zu
D dgquivalent, wenn ein Isomorphismus

S:vV-V
existiert mit
D(g) =S'D(g)S
fiir alle g € G, d.h. wenn es fiir jedes g € G ein kommutierendes Diagramm gibt:

v D(g) v

Pk .

»| Beispiel D in (4.3) ist in diesem Sinne dquivalent zur Matrix D, S ist die Abbildung auf
die Koordinaten S: V — C". <€

36 2016-01-07
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Anmerkungen

Allein die Symmetrie entscheidet durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten, ob mit einem
Operator aus der Darstellung « ein Ubergang von einem Zustand aus 8 zu einem aus y
moglich ist. Sie entscheidet auch, welche Basisfunktionen j aus  mit welcher k aus y
kombinieren kann, wenn nur die Operatorkomponente &8 wirkt.

Die Stirke des Ubergangs entscheidet sich durch den Wert des Clebsch-Gordan-Koeffizienten
und den Wert des reduzierten Matrixelements, der aber nicht von den verwendeten Kom-
ponenten abhéngt.

Ist S ein invarianter Operator (z.B. skalarer Operator), so gilt

(ysklai, Bj) = 6,p0k; (5.51a)
(WS @YB) = 5,pcP (5.51b)

Spezialfall (5.26), (5.27).

5.3.5 Anmerkungen
5.3.5.1 Elektrischer Dipoliibergang im Zentralpotential

Die Symmetrie des Potentials ist SO(3), Basisfunktionen |n, [, m}), irreduzible Darstellung
I. Die Vektordarstellung D" (g) ist (0.B.) identisch mit der Darstellung D) (g) zu l = 1,
also kann man fiir den Vektoroperator p im Dipoloperator schreiben

p E=-piE" +pi BV - piUEY (5:52)

Zirkulare Basis: Eg = E;, E1 = (Ey +1E,) /2, E-1 = (Ex —iE;) /2.
Sei nun beispielsweise

ED=E" =0 (5.53a)
p-E=—-pYEY (5.53b)
Die Matrixelemente sind also
.53b
M SEY ED (i Lmy | pY) Inalm) (5.54)

und das Wigner-Eckart-Theorem liefert

(5.54)
M = 2. (lilpPlnal) (Lsima |1 —1, Lm,) (5.55)
g héngt Ensm von m ab va

() bestimmt die Auswahlregeln und aus allgemeinen Eigenschaften der Clebsch-Gordan-
Koeffizienten folgt, dass m; = m, — 1 und I, € {l, — 1,1, + 1}, also Am = -1 und
Al = +1.
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4.2 | REDUZIBLE UND IRREDUZIBLE DARSTELLUNGEN

4.3

4.4

Darstellungen. Dann ist

D=D,®Dy:G—GL(VeW)
g~ D)
D(@):VeW-VeWw
vew ~ Di(g)v®Dx(g)w

eine Produktdarstellung auf V@ W.

Die typische Anwendung ist die Quantenmechanik mit mehreren Freiheitsgraden.

[T =1ielt, .

4.2 Reduzible und irreduzible Darstellungen

Woher weill man, dass man bei einer optiomalen Darstellung im Sinn von (4.9) angekom-
men ist.

4.2.1 Invariante Unterraume

Defintion Sei D eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G auf dem Vektorraum
V. Ein Untervektorraum W von'V heift invariant unter D, wenn D(g)w € W fiirallew € W
und alle g € G gilt. In einem solchen Fall kann man eine Darstellung D': G — GL(W) als
Einschrdnlung D' (g) = D(g)|w fiir jedes g € G definieren. Ist D unitdr, so auch D’. X

Defintion Die Darstellung ist reduzibel, wenn es einen echten invarianten Unterraum gibt.
Ansonsten ist D irreduzibel. Eindimensionale Darstellungen sind irreduzibel. X

Nichttrivialer Vektorraum: W + {0}. Echter Unterraum: W = V, W = {0}.
Konsequenz: In einer geeigneten Basis v = (w,...)™ haben die Darstellungsmatrizen die
Form

D= (4.10)

D'(g) N(g)
0 D"(g)) "

Weiterhin: Wenn der endlich dimensionale Vektorraum V in eine direkte Summe invari-
anter Unterraume

Vv=vVieVieVie...oV" (4.11)

derart zerlegt werden kann, dass eine Darstellung von G auf jedem Teilraum irreduzibel
ist, so heillt D vollstdindig reduzierbar oder vollreduzibel.

Konsequenz: N(g) =0, Vg € G in (4.10). -

2R
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Dazu eine Nebenrechnung

o 39 0 W) (g-1
mxhb@ve:i = ?s_e:u (g7)r)
V) -1 3
— M ﬁ;.AUAS AQ\Hvivm:umA‘%Mvﬁf
CE S (DY (g Hr)DY (g) (5.40)
Also
D@, 2 S w (DY (gD (9) (5.41)

Durch Multiplikation mit bwmw (g) und Ausnutzung der Orthogonalitdtsrelationen

3
D) (w,) *2 S (D(g)yw) ;DY (9) (5.422)

Jj=1

oder

—_—

3
D(@)p:D(g™") = X p; (D@ ) DY (g) = p; (5.42b)
j=1
¢

aus dem kommutierenden Diagramm. Der Impulsoperator transformiert sich wie é; und
X; und ist ein Vektoroperator.

5.3.2.3 Hamiltonoperator

Da der Hamiltonoperator
2
H=P"1vu)
2m
die Symmetrie G besitzt, gilt
D(g)HD(g™") =H

H transformiert sich nach der Einsdarstellung.

5.3.3 Operatorprodukte

Zwei Satze von Operatoren transformieren sich nach der Produktdarstellung

Dinehi () = D’ (9)D ) (9) (5.43)
&P = D) (9)Di (@) XKiPm (5.44)

Damit ldsst sich auch das Transformationsverhalten des Drehimpulses bestimmen.

l; = MC.wWCNw» , MN.MEQ =Xy Ps — XsPr (5.45)
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4.3 | BEDEUTENDE MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN

4.3.1 Schur-Lemmata

4.3 Theorem Seien D': G — GL(V?), i = 1,2 zwei irreduzible Darstellungen G. Sei A: V! —
V2 eine lineare Abbildung mit

D®(g)A =AD" (g) (4.16)
fiir alle g € G, d.h. das Diagramm

(1)
e D' (g) e

I

<m D@ (g) <N

kommutiert. Dann gilt
1. A ist ein Isomorphismus oder A = 0.
2. Falls DV und D® nicht dquivalent sind, so folgt A = 0.

3. IstD = DY = D® und V = V! = V2 ein komplexer Vektorraum, dann gibt es ein
A € C mit
> = >H—<

(gilt auch fiir unendliche Gruppen). X

4.3.2 Orthogonalititsrelationen

Mit Hilfe von Satz 4.3 erhalten wir weitere Relationen, die von praktischem Nutzen sind.

4.4 Theorem SeienD": G — GL(V?Y), i = 1,2 irreduzible Darstellungen von G undB: V' — V?
eine beliebige lineare Abbildung. Sei ferner

A= % M UGX%\J&UA:A%VH Vi y2

Gl =
vt Ay
Tu::,s TESLV
vi L.y

Dann gilt:
1. Falls DY und D'® nicht dquivalent sind, ist A = 0.
2. FallsD =DM =D® undV = V! = V2, so ist

A=Aly mit A= 1 trB. (4.17)
grD
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mit
F ~p - E (Dipolndherung) . (5.28¢)

Es tritt also auf (b|p|a). Fiur solche Betrachtungen sind also Vektor- oder allgemeiner
Tensoroperatoren zu berticksichtigen. Symmetrien miissen beziiglich aller Komponenten
beachtet werden. Um es besonders einfach zu machen sortieren wir die Komponenten so,
dass irreduzible Darstellungen der Symmetrie auftreten.

5.3.1 Tensoroperatoren

Als erstes miissen wir das Verhalten verstehen. Betrachte die Observable S und unitare
Darstellung D(g) von G

D(g):V -V
@ —D(g)y mit D(g™')=D(g)"' =D(@". (5.29)

S’ ist dann der Operator, der auf die mit g transformierten Elemente der Hilbertraums
wirkt.

Folglich: ' = D(g)SD(g™!) (5.30)

5.1 Defintion Die Menge ‘MMMSL. =1,...,dy} bildet einen Satz von irreduziblen Tensoroperato-
ren, wenn sich ihre Elemente nach der irreduziblen Darstellung D'® von G transformieren.

du
D(9)${'D(g™) = > ${Di(g) . (5.31)
Jj=1 X

5.3.2 Beispiele
5.3.2.1 Ortsoperator

Frage: Wie trnasformiert sich der Ortsoperator x;? Ist er Tensoroperator? Wir beginnen
mit bekanntem Wissen: Transformation der Basisvektoren.
5 (1.2)

e

1

Mw

;D (g) =DV (g)é;
Jj=1

Vektor in Orthonormalbasis
v = XHMH + .mem + Xw@w Am.wNv

Komponenten des transformierten Vektors

DY (gr S xDV (g)é; "2 S x:DY ) (9)¢; (5-33)
i

i.Jj
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4.4 | CHARAKTERE

4.5

4.6

4.4.1 Definition
Defintion Sei A € C™": trA = >, A;; heift Spur. X

Erinnerung: » linear:

linear: tr(A1A; + A2Ay) = AjtrbmA; + A trA, (4.24)

» Basisunabhéangigkeit

trA = tr(TAT™) (4.252)
» Mit Eigenwerten A; von A:
n
rA=> A (4.25b)
i=1 -

Die Spur ist basisunabhéngig, also fiir einen Endomorphismus A

trA=1trA (4.26)
Es gilt:
tr(AB) = tr(BA) (4.27)
Defintion Sei D: G — GL(V) eine Darstellung von G. Die Abbildung
Xp:G—C

g~ u(D(g)
heifit Charakter von D. Umgekehrt heifst eine Abbildung

X:g—-C
Charakter von D, wenn eine Darstellung von D existiert mit X = Xp. Der Charakter einer
irreduziblen Darstellung heift irveduzibel. X

4.4.2 Folgerungen

Aquivalente Darstellungen besitzen denselben Charakter. Bei direkten Summen

XpWep@ = Xpn) + Xp@ . (4.28)
Kommutativitat
Xp(gh) = xp(hg) . (4.29)
Bei unitdren Darstellungen gilt
X(@ " =x*@g), Vgeg (4.30)
Es gilt
xp(hgh™) = xp(g) . (4.31)

Alle Elemente in einer Konjugationsklasse haben denselben Charakter. Der Charakter des
neutralen Elements ist die Dimension der Darstellung

Xp(e) =grD.
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5.3 Theorem Seien {vS € V,m = 1,...,dy} und {wh € V,n = 1,...,dg} Basisvektoren zu

den irreduziblen unitdren Darstellungen «x und  von G, so gilt

ACM_QMV = %?m%,&.:ﬁ,f&

wobei C'® nicht von der Zeile der Darstellung m = n abhdngt. X
BEWEIS
(Wi [wh) = @Wm (D(@) vk ID(@)wh)
- x@@wmwb%@émm;s s wh)
42 SapSmn 3 3 wruh) (5.26)
e

wobei D(g) alle Darstellungen enthélt. Der Koeffizient C® heifft reduziertes Matrixele-
ment. [ ]

Folgerung fur das Eigenwertproblem: Setze

vi = lein)
®
wP =H _m.\mF )

so folgt mit (5.26)

(eP1eP)) = SapSmuCly (5.27)

Das Matrixelement hiangt nicht von Zdhlindex m = n der Vektoren innerhalb der Unterrau-

me V¥ ab. Folgich gilt mit |e{%,,) jeweils Zeilen aus allen Vielfachheiten. Als Konsequenz
ergibt sich:

» H, m jeweils Zeilen aus allen Vielfachheiten. Als Konsequenz ergibt sich:
» H*%ist aus d identischen Blocken aufgebaut.

» Man erhélt n, (in der Regel verschiedene) Eigenwerte ﬂz

» Diese sind d-fach entartet (identische Matrizen)

» Die Symmetrie allein unterteilt den Unterraum V(® nicht weiter. Wie die Zerle-
gung (5.23a) aussieht, hangt vom Hamiltonoperator H ab.

Ein Beispiel: Im freien Raum sind die h-Zustdnde, also Quantenzahl [ = 5
DO S Eeok o F,

entartet im kubischen Kristall lautet die Zerlegung des Unterraums: Damit existieren vier
verschiedene Eigenwerte der Matrix H®).
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4.4 | CHARAKTERE

4.9

4.7

Ohne Beweis muss angegeben werden:

Theorem Die Zahl der irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe ist gleich der
Zahl ihrer Konjugationsklassen. X

Dies ist ein bemerkenswertes Ergebnis, denn es gibt keine offensichtliche Verwandt-
schaft zwischen Konjugationsklassen und irreduziblen Darstellungen. Der Beweis erfor-
dert die Frobenius-Algebra und die reguldre Darstellung. Zusammen mit (4.23) erhdlt man
schon viel Information tiber die Darstellungen.

> Beispiel Cs, besitzt sechs Elemente |G| = 6 und drei Klassen k,; = 3. Mit Satz 4.9 und

(4.23) folgt
(grDM)? + (grD®)? + (grD®) =6

Die einzige Losung ist
» 1-dim Darstellung 2 x
» 2-dim Darstellung 1x 1<

Eine weitere Orthogonalitdtsrelation folgt aus (4.36).

k.
1 & -
gl SX@ (g X (gm U2 5
i=1
kg m
> x@ QEW | m_f x?(g)x? (g7 = X (g;")
i=1
. - ,
also
S X gox® g = 95, (4.37)
Kw 1

4.4.5 Die regulire Rechtsdarstellung

Defintion Die reguldire Rechtsdarstellung ist definiert durch die Matrizen

Rij(g) = 6(g9:99;") (4.38a)
mit
1 fallsh=e
6(h) = (4.38b)
0 sonst “

Die reguldre Rechtsdarstellung besteht aus (i.a. sehr groRen, d.h. so groR wie die
Gruppentafel) Matrizen. Thre Charaktere sind
g 9 1 fallsh=e
(4.38) -1
-3 S(gigg ) = .
Xr(g) W (9:99;) 0 sonst (4.39)

Die regulédre Rechtsdarstellung enthalt alle irreduziblen Darstellungen einer Gruppe, es
gilt sogar (0.B.):
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» 11 Termaufspaltung der finf d-Zustande.

Irreduzible Darstellung der SO(3): D! mit Grad 21 + 1. Im kubischen Kristall sind die
Unterrdaume zu £ nicht mehr invariant, oder anders ausgedriickt, die Darstellungen D*
sind, wenn sie auf die Symmetrieelemente eingeschrankt werden, nicht mehr irreduzibel.
Eine Zerlegung nach den irreduziblen Darstellungen von © nach (4.35) ist erforderlich.

1

ny = o 2 X" @XM, x€ALAE R (5.18)

101 ;o
Man findet:

DO = A, bleibt invariant (5.193)
DY =F bleibt invariant (5.19b)
D® =EeF (5.190)
D® = Ao FioF (5.19d)
DY =A,0EeF, oF (5.19€)
D® =E@?2F oF, (5.19f)

Man kann also Folgendes aus der Symmetire ablesen: Die S- und P-Zustdande bleiben
entartet, sie bilden auch im kubischen Kristall einen invarianten Unterraum. Die finf d-
Zustande zerfallen in einen zweidimensionalen und einen dreidimensionalen Unterraum,
d.h. es gibt eine Termaufspaltung.

5.2 Symmetriereduktion des Eigenwertproblems

5.2.1 Losen durch Diagonalisieren einer Matrixdarstellung

Waihle eine beliebige orthonormal Basis: |e;). Dann gilt

Hlyp) =E|y)
> (ex|Hle;) (ejly) = E (ex|y)
J

also
D Hyw; = Eyy (5.20)
J

Gleichung (5.20) ist ein Eigenwertproblem, welches aus der linearen Algebra bekannt ist.
Frage: Kann man das Eigenwertproblem (5.20) vereinfachen? Gibt es eine optimale Basis?
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4.5| REELLE DARSTELLUNGEN ANWENDUNGEN VON GRUPPEN UND DEREN DARSTELLUNGEN IN DER PHYSIK | 5

wobei [; die Komponenten des Drehimpulses sind mit

Missing (L, 1] = ihegply - (5.8)
figure Dann vertauscht H aber auch mit den Operatoren
R(A, @) = e e/ (5.9)

Nach (3.12) sind dies die Generatoren von

SO(3) =SU(2)/Z, .

» 10 Gitter mit Gitterkonstante a. Symmetriegruppe von H:
SO(3) =SU(2)/Z> . (5.10Q)
Zyklische Gruppe mit Darstellung = Charakteren oder, weil i Symmetrie ist
X @ (t(La)) (4.40b) e~ 2mal/N (4.43) 0(3) =S0(3) x 1 (5.10b)
hrei
Schreibe ) 5.1.3.2 Irreduzible Darstellungen im Hilbertraum von (5.6)
o 21
k= N a (4-443) Wissen aus der Quantenmechanik: Hamiltonoperator umschreiben in
X (t(la)) "2 x® (t(la)) = e*la (4.44b)
(4.442) h? d? 2 d I?
H=-— A‘N+\‘v+ > +VarD (5.11)
In der irreduziblen Darstellung k gilt dann fiir die Basisfunktionen 2m \dr?2  rdr 2mr
(4.44b) _jke
t(la)pi(x) = wi(x - La) =7 ey (x) (4-45) Es gibt gemeinsame Eigenzustinde zu I* und I.: |lm). (5.11) hiangt nicht von m ab, aber
I. Also ha h die E i l ab: Ey;.
Dies ermoglicht das Einfiihren von von , S0 m:m.ms auch die ..bmamﬂmb von b ab: Ent .
Folglich: Invariante Unterraume werden von allen m zu einem [ aufgespannt
Wr(a) = e MM (x) (4.46a)
» 1-dimensional: E,q |0, 0)
wobel (4.462) (4.45) (4.462)
My (x = a) £V Mg (x — a) "2 ey (x) FEY Mi(x) (4.46Db) » 3-dimensional: E,; |1,-1),]1,0),]1,1)
Dies ist das Bloch-Theorem.
» 5-dimensional: E,» |2,-2),(2,-1),12,0),12,1),12,2)
4.5 Reelle Darstellungen Es gibt also 1-, 3-, 5-, ... dimensionale Darstellungen.
Oft interessieren in der Physik reelle Darstellungen. Ob es diese gibt, entscheidet sich an E
folgenden Kriterien nach Frobenius und Schur fiir irreduzible Darstellungen D: Eno 3
1. D reell bzw. kann durch unitare Transformationen in reelle Form gebracht werden, -~ Emll3.
. H = m.xmﬁwa qu - Am.HNv
wenn gilt: )
1 . S ————
— > x(g%) = +1 (4.47) .
6l =, 15—
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4.6 | PRODUKT VON DARSTELLUNGEN UND CLEBSCH-GORDAN-REIHE

4.6.2 Clebsch-Gordan-Reihe

Die Produktbasis ist nicht die einzig mogliche. Wechselt man zu einer neuen, kann die
Produktdarstellung in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegt werden.

Do D® = P(aply)DY (4.532)
Y

mit den Reduktionskoeffizienten

1
AQmC\V — AXSVXQ&_XC\J - AS .Qv XQ: .Qv XQ: ) (4.53b)
6l &,
Man sieht sofort
(axBly) = (Baly) (4.530)
Daraus folgt, dass es zwei Formen von Darstellungsmatrizen D*®#) gibt
1. in der natirlichen Basis .?:: w.u 1.

2. in der ausreduzierten Basis (Blockform fiir irreduzible Anteile).

nach unitiarer Transformation (4.53a). Man bezeichnet die Basisvektoren mit

Anzahl notw. Basisvektoren fiir die Darstellung y
—

w', s=1,2,...,(aBly), k=1,...,D" . (454)
——
Vielfachheit der Darstellung

Die Basistransformation lautet

w = > vi¥ e w® («i, Bjlysk) (4.55)
o,i,B,j

mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten («xi, Bjlysk). Die Umkehrung lautet

vi¥ewl = > w) (ysklai, Bj) . (4.56)
Y.$,k

Besser vertraut aus der Quantenmechanik ist wahrscheinlich die Bra-Ket-Notation

lysk) = > lai) 1Bj) (e, Bjlysk) (4.57a)
«i,Bj

laci) 1B)) = D lysk) (ysklad, Bj) (4.57b)
Y,k

Relationen bei Orthonormalbasen:

M (i, Bjlysk) {yskl'i", B’ j') = 64 0jj O Opp (4.58a)
Y,S,k
> (ysklai, Bj) (i, Bjly's'K') = Syy Sse S (4.58b)
«i,Bj

(yskled, Bj) = (i, Bjlysk) (4.59)

#% 2016-01-28
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Anwendungen von Gruppen und
deren Darstellungen in der Physik

5.1 Entartungen in Spektren

5.1.1 Die Symmetrie eines Hamiltonoperators
Energieniveaus sind Eigenwerte der zeitunabhédngigen Schrodingergleichung.
H|y)=E|y) mit |g) eV =Hilbertraum (5.1)

Sei G eine Gruppe, die auf den Hilbertraum V wirkt. Diese Wirkung ist leicht zu bestim-
men, wenn man die Wirkung der Gruppe auf den Ortsraum kennt (meist Symmetrieopera-
tionen).

(rID(@)lw:) = (D(@)w:) (r) = (DY (@)r|w:) = (RN (g)r|y;)
= (R ' (@rly:) = wi(R ' (g)r) = Yi(R(g "))
= > Dij(@)y,(r) (5.2)
J
Dies legt die Gruppenelemente D;; eindeutig fest.
Ist G Symmetrie des Hamiltonoperators (Definition 2.9) muss gelten

HD(g) = D(g)H oder D(g)HD '(g)=H oder [H,D(g)]=0 firalegecdg.
(5.3)
und damit

HD(g) |g5,) = D(@)H |wg,) = ED(g) |@g,) , i 2 Entartungsindex. (5.4)

5.1.2 Invariante Unterrdume und Entartung

Theorem Sei der Hamiltonoperator H invariant unter einer Gruppe G, die auf seinen
Hilbertraum V wirkt. Sei V' ein echter invarianter Unterraum von V zur irreduziblen
Darstellung D™, X

Dann gilt in V® wegen (5.3):
D'W(g)H =HD'“(g9) Vgeg.
Nach dem Schur-Lemma (Satz 4.3) folgt in V(&
H = Ayidpw mitAy e C.

D.h. V@ ist ein Eigenraum von H zum Eigenwert A,. Der Entartungsgrad ist d, = gr D®.
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4.7 METHODE DER PROJEKTIONSOPERATOREN

4.16 Theorem Sei D = @wl nDY in unitdre irreduzible Darstellungen zerlegt und V ent-

sprechend in eine Summe paarweise orthogonaler Unterrdume

k  ng
a\H@W@S@:.

x=1 i=1

Sei x'¥ ein irreduzibler Character von G. Dann ist der lineare Operator

()
$ S X (9)*D(g) (4.62)
geG

ein Projektor auf den invarianten Teilraum

Pple) —

Nx
v = @ SG: . X

i=1

Konsequenz: Man benétigt nur die Charaktere in Dimensionen der Darstellung (aus Ta-
bellen) und erhilt den Projektor fiir die vorhandene Darstellung D. -

Achtung: Die Zerlegung ist nicht eindeutig, wenn n, > 1, vgl. (4.62). Es wird nur auf den
Teilraum in dem alle dquivalenten Darstellungen enthalten sind projiziert. -

4.7.3 Erzeugung einer symmetrieangepassten Basis

Wie findet man die Basisvektoren fiir die Blockdiagonaldarstellung? Dazu definiert man
den basisunabhdngigen ,,starken Projektionsoperator (Achtung: Kein Projektor im Sinn
von Satz 4.12).

ﬁ@@:
P = e S D@ D@). (4.63)
6l e
Sei nun im Teilraum <a ) ein Basisvektor a:w ) (j-ter Basisvektor), dann
DB
P - grD' S D EVGV*%M e#'D%) (g)
gl .= s
(43)

= Suplrcell) . (4.64)

a ) einen Partner-Basisvektor aus demselben

Das heilit %:5 erzeugt aus einem Basisvektor e;’
Teilraum, mmzm x=Bk=j.

Insbesondere fiir £ = k:

QJMMQQMW;% QA.V nmc;w%f :wv |%Qm%5 Qwv Ah..mmv

Das heilt P projiziert auf den Raum ,Mmg | 1 < j < ny} der Basisvektoren zur k-ten

Zeile der x-ten irreduziblen Darstellung Qd: allen Vielfachheiten). Es ist also tatsachlich
ein Projektor.

Uber folgende Konstruktionsvorschift trennt man nun noch die Teilrdume der Vielfach-
heiten.

50 2016-02-04
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1. Betrachte den Projektionsoperator P\*: V — V. Das Bild im %:5 ist der ny-dimen-
sionale Teilraum der Basisvektoren zur ersten Zeile der «-ten Darstellung.

2. Wihle eine Orthonormalbasis in diesem Teilraum
el 11 <k <ng}
Die Vektoren KSV |1 <j<grD®} mit
Smw: %G:m%:

bilden eine Orthonormalbasis im Teilraum <§ da Basisvektoren zu verschiedenen

Zeilen einer unitdaren Darstellung ohnehin orthogonal sind. Es gilt nun aber auch
Vi 1V fir k # £, denn

&m& )
(e ley)) "= (Ped1Pie)) = (el lef)) = Su . (4.66)

4.8 Symmetrische und antisymmetrische Darstellungen

4.8.1 AuBeres Produkt von Darstellungen

4.17 Theorem Sei G = H x K ein direktes Produkt der Untergruppen H < G und X < G

gemdf Def. 2.23. Sei ferner D: G — GL(V) eine Darstellung von G. Wenn D|4;: H — GL(V)
volistindig reduzierbar ist und V entsprechend zerlegbar ist

w:k
= DDV m_w %. &.S
i=1

so sind die Teilrdume <§ invariant beziiglich der Darstellung D | : K — GL(V) und folg-
lich auch beziiglich. (vgl. QM: Gemeinsame Eigenzustinde kommutierender Observablen)x

4.8.2 Anwendung auf die Symmetrisierung von Darstellungen

Sei D eine Darstellung einer Gruppe G iiber den Vektorrdumen V = (vi,...,v4) und
W = (wy,...,wy). Auf dem Produktraum V@ W = (v; ® w;|i,j = 1,..., ) wirkt dann

1. die Gruppe G mit dem direkten Produkt D ® D.
2. die Permutationsgruppe S» = ({e, i}, -) mit dem Generator

S:VeW-VeW

Vi®W; — V; @W;
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