Priv.-Doz.. Dr. Holger Cartarius, Universitat Stuttgart

Gruppentheoretische Methoden der Physik

Stuttgart, Wintersemester 2015 / 2016

Revision: 13. Juli 2016

Fiir Hinweise auf Druckfehler und Kommentare jeder Art bin ich dankbar.!

Henri Menke, henrimenke@gmail.com


mailto:henrimenke@gmail.com




Inhaltsverzeichnis

1 Bedeutung der Gruppentheorie in einfachen Beispielen
1.1 Ein einfaches Beispiel (Drehung um eine Achse) 1
1.2 Verschiedene Darstellungen 2
1.3 Eine erste Konsequenz 3
1.4 Ein weiteres Beispiel 4
1.5 Fragen an diese Vorlesung 4

2 Mathematische Grundlagen 5

2.1 Gruppen 5
2.1.1 AxXxiome 5
2.1.2 Beispiele 5
2.1.3 Erste Folgerungen 6
2.1.4 Untergruppen 6

2.2 Morphismen 7
2.2.1 Gruppenhomomorphismus 7
2.2.2 Weitere Definitionen 8
2.2.3 Beispiele 8
2.2.4 Verallgemeinerung o

2.3 Die Symmetrie in der Gruppentheorie 9
2.3.1 Gruppenwirkung 9
2.3.2 Symmetrie und Symmetriegruppe 10
2.3.3 Gruppendarstellung 10

2.4 Nebenklassen 10

2.5 Orbits und Bahnen 13
2.5.1 Einfihrung 13
2.5.2 Linkstranslation 13

2.6 Normalteiler 14

2.7 Konjugationsklassen 15
2.7.1 Konjugation eines Elements 15
2.7.2 Das Klassenprodukt 17

2.8 Neue Gruppen aus alten 17
2.8.1 Direktes Produkt 17
2.8.2 Verallgemeinerung 18
2.8.3 Semidirekte Gruppen 18
2.8.4 Beispiel 20

3 Beispiele fiir Gruppen und deren Anwendungen 21
3.1 Zur Drehgruppe O(3) 21
3.1.1 Zur Drehgruppe SO(3) 22
3.1.2 Die Gruppe SU(2) und ihr Bezug zu SO(3) 23

GRUPPENTHEORIE

INHALTSVERZEICHNIS

iii



INHALTSVERZEICHNIS

3.1.3 Eine physikalische Konsequenz 25
3.1.4 Mit Spiegelungen: O(3) 26
3.2 Symmertien im affinen Raum: E(3) 27
3.2.1 Der affine Raum 27
3.2.2 Einige Elemente (Symmetrieoperationen) aus E(3) 28
3.2.3 Anmerkungen 30
3.3 Diskrete Symmetrien im R3 31
3.3.1 Die Punktgruppen 31
3.3.2 Eigentliche und uneigentliche Punktgruppen 32
3.3.3 Die Doppelgruppen 33

Darstellungen 35
4.1 Lineare und Matrixdarstellung 35
4.1.1 Darstellung 35
4.1.2 Matrixdarstellung 36
4.1.3 Aquivalenz von Darstellungen 36
4.1.4 Unitare Reprasentation 37
4.1.5 Neue Darstellungen aus alten 37
4.2 Reduzible und irreduzible Darstellungen
4.2.1 Invariante Unterrdume 38
4.2.2 Unitdre invariante Unterrdaume 39
4.3 Bedeutende mathematische Grundlagen 39
4.3.1 Schur-Lemmata 40
4.3.2 Orthogonalititsrelationen 40
4.3.3 Satz von Burnside 41
4.4 Charaktere 41
4.4.1 Definition 42
4.4.2 Folgerungen 42
4.4.3 Orthogonalitdtsrelationen 43
4.4.4 Charaktere und Klassen 43
4.4.5 Die reguldre Rechtsdarstellung 44
4.4.6 Beispiel: Zyklische Gruppen 45
4.5 Reelle Darstellungen 46
4.6 Produkt von Darstellungen und Clebsch-Gordan-Reihe 47
4.6.1 Produktdarstellungen 47
4.6.2 Clebsch-Gordan-Reihe 48
4.7 Methode der Projektionsoperatoren 49
4.7.1 Projektionsoperatoren 49
4.7.2 Projektionen und Darstellungen 49
4.7.3 Erzeugung einer symmetrieangepassten Basis 50
4.8 Symmetrische und antisymmetrische Darstellungen 51
4.8.1 AuReres Produkt von Darstellungen 51
4.8.2 Anwendung auf die Symmetrisierung von Darstellungen 51

GRUPPENTHEORIE



INHALTSVERZEICHNIS

5 Anwendungen von Gruppen und deren Darstellungen in der Physik 53
5.1 Entartungen in Spektren 53
5.1.1 Die Symmetrie eines Hamiltonoperators 53
5.1.2 Invariante Unterrdume und Entartung 53
5.1.3 Standardbeispiel: Teilchen im Zentralpotential 54
5.1.4 Weiteres Beispiel (Teilchen im Kristallfeld) 56
5.2 Symmetriereduktion des Eigenwertproblems 57
5.2.1 Losen durch Diagonalisieren einer Matrixdarstellung 57
5.2.2 Stérungsrechnung 60
5.3 Ubergangsmatrixelemente und Auswahlregeln 6o
5.3.1 Tensoroperatoren 61
5.3.2 Beispiele 61
5.3.3 Operatorprodukte 63
5.3.4 Wigner-Eckart-Theorem 64
5.3.5 Anmerkungen 65

6 Liegruppen 67

6.1 Was sind Liegruppen? 67

6.1.1 Vergleich mit diskreten Gruppen 67

6.1.2 Algebraische topologische und differenzierbare Eigenschaften 68
6.2 Liegruppe und Liealgebra 69

6.2.1 Liealgebra einer Matrixgruppe 70

6.2.2 Linkstransport eines Tangentialvektors 70

6.2.3 Kommutator und Liealgebra 71

6.2.4 Der umgekehrte Weg: Von der Liealgebra zur Liegruppe
6.3 Die Liegruppen SU(1) 73

6.3.1 Cartan-Weyl-Basis der Liealgebra SU(n) 73

6.3.2 Beispiele 75

6.3.3 Eigenzustdnde und Wurzelsystem 76

6.3.4 Leiteroperatoren und Wurzelvektoren 77

6.3.5 SU(2) 78

6.3.6 SU(3) 79

~N
N

7 Anwendungen der Liegruppen 83

7.1 SU(3)-Klassifikation von Quarks, Mesonen und Baryonen 83
7.1.1 Vorbemerkungen 83
7.1.2 Quarkmodell 84
7.1.3 Mesonen 86

7.2 Nichtabelsche Eichtheorien 87
7.2.1 Vorbemerkung: U(1)-Eichtheorie des Elektromagnetismus 88
7.2.2 Erweiterung zu einer nichtabelschen Yang-Mills-Eichtheorie 9o
7.2.3 Spontane Symmetriebrechung und Englert-Brout-Higgs-Mechanismus 92
7.2.4 Die elektroschwache Wechselwirkung fiir Leptonen 96
7.2.5 Starke Wechselwirkung 99
7.2.6 Zusammenfassung zum Standardmodell 100

GRUPPENTHEORIE v



INHALTSVERZEICHNIS

7.2.7 Und dartber hinaus? 100

A%! GRUPPENTHEORIE



BEDEUTUNG DER GRUPPENTHEORIE IN EINFACHEN BEISPIELEN | 1

Bedeutung der Gruppentheorie in
einfachen Beispielen

1.1 Ein einfaches Beispiel (Drehung um eine Achse)

Wir betrachten einen dreidimensionalen euklidischen Vektorraum, gekennzeichnet mittels
V3 mit einer Orthonormalbasis, gegeben durch {&,, &,, &;}. In diesem Raum betrachten
wir nun eine Drehung um eine Achse #.

Diese Drehungen bilden eine Gruppe

SO0(2) = {g(@),0 < @ < 21} (1.1)
wobei g (@) erst einmal abstrakte Gruppenelemente sind, deren Wirkung auf die Basisvek-

toren lautet ,
é;=g(@)éi=> &D;i(g(@)) . (1.2)

j=1
Die transformierten Basisvektoren wurde hier in der urspriinglichen Basis entwickelt.
Betrachten wir nun die Wirkung auf einen Vektor v € V3

3
V= Z 'Uiéi
i=1
3

v = g(@)v=>vg(pe

i=1

3 3
N8, > Djig(@)v (1.3)
=1  i=1

>

» 1 Der dreidimensionale euklidische Vektorraum wird aufgespannt durch drei orthogonale
Basisvektoren, die auch als x-, y- und z-Achse bezeichnet werden. Eine Drehachse wird durch
eine beliebige Superposition dieser Basisvektoren beschrieben.

2015-10-15



1.2 | VERSCHIEDENE DARSTELLUNGEN

also

w

v; =D Dji(g(@))v; (1.3b)

i=1

oder mit v = (vy, V2, v3)7 folgt
v =D(g(p))v (1.30)

mit der Matrixgruppe
M={D(g(p))|0=<@<2m}. (1.4)

Diese ist isomorph zu SO(2) und ist aulerdem eine konkrete Darstellung der abstrakten
Gruppe SO(2). Diese hidngt offensichtlich von der Basis {é;} ab. Die Frage ist, ob es
besonders einfache Darstellungen gibt.

1.2 Verschiedene Darstellungen

Wahlen wir
e;||n und é,,é,.n,

dann zerfillt V3 in eine direkte Summe

V3=vlgy? (1.5a)
V= (&3) (1.5b)
V2 = (&1,8,) . (1.50)

Dabei sind V! und V? invariante Unterrdume.

veV! - g(p)v e V! firalle @,
weV? - g(e)weVfiralle @,

oder

SO(2)Vt c V1,
SO(2)V? c V2.

In dieser Basis haben die Darstellungsmatrizen die Form

cosp -—-singp 0
D=|sinp cosp Of. (1.6)
0 0 1

Wie man sieht haben sie Blockdiagonalform, d.h. D wurde reduziert auf eine 1 x 1- und
eine 2 x 2-Darstellung. Fiir einen reellen Vektorraum ist diese Darstellung irreduzibel, d.h.
eine weitere Zerlegung ist nicht moglich.

N
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BEDEUTUNG DER GRUPPENTHEORIE IN EINFACHEN BEISPIELEN | 1

Betrachte nun Basisvektoren in einer komplexen Erweiterung

. 1 . .

e, = ﬁ(ﬁ —ie,) (1.7a)
&y =é; (1.7b)

e = 7%<é1 +iey) (1.70)

Hier folgt

o 1 cosp -—-singp 0 1
g@)e,, = —=|sinp cosp O —i
.7a)\F

a7 V2 \ g o 1)\o
coOsS @ +isine 1
= — | cos@ —icos = COS @ +isin -1
7 @ @ @ @

0 0

= ei‘pé+1 (1.8a)
oder fiir alle Vektoren

g(@)eé,, =emPe,, . (1.8b)

Man sieht also, dass sich die Darstellung im Komplexen weiter reduzieren liasst auf drei

1 x 1-Darstellungen.
el®

D(g(p)) "2 1 : (1.9)

1.3 Eine erste Konsequenz

Betrachte einen axialsymmetrischen hermiteschen Operator H im komplexen V3, d.h.
H=D'(g(@))HD(g(p)) ,0=<@ <2m (1.10)
und ein unitdres Produkt ;
(vilvy) = UJ{UZ = Z vf,ivli .
Es folgt .
(ém|Hlen) "= (6 |D'HDIéy)
= (Dén|H|Déy)
=M@ (5 |H|é,) . (1.11)
Die einzige mogliche Losung fiir n + m ist
(1)

(émlH|Ey) = 0. (1.12)

Symmetrieangepasste Basen erzeugen Hamiltonmatrizen in Blochform, d.h. invariante
Unterrdume zwischen denen Matrixelemente verschwinden.

2015-10-15 3



1.5| FRAGEN AN DIESE VORLESUNG

1.4 Ein weiteres Beispiel

Sei

n? _.
H=—-——V>+V({)
2m

ein SO(3)-invarianter Operator. Dann konnen die Eigenfunktionen geschrieben werden als

Wn#m(rs91(p> = RnE(V)Yﬂm(qu)) (1.13)

mit Eigenwerten E,,. Sie spannen einen (2€ + 1)-dimensionalen Entartungsraum V' auf,
welcher Eigenraum zu H ist. Mit

g €50(3): gr = R(g)r (1.14)

bedeutet eine Drehung des Zustandes

?
GWnim () = YuomR@T) = > Wntw ) Dip),y

m' =0

wobei DY) nun eine (20 + 1)-dimensionale irreduzible Darstellung von SO(3) ist. Es
handelt sich dabei um eine symmetriebedingte Entartung.

1.5 Fragen an diese Vorlesung

Wir kann man die symmetriebedingten Enartungen verstehen? Wie kann man diese
mathematisch fassen?
Welche Informationen benotige ich, um von einer Symmetrie sprechen zu kénnen?
Welche Beziehungen gibt es zwischen den Gruppen? Was folgt physikalisch daraus?
Wie kann ich Gruppentheorie nutzen, um mir Probleme zu vereinfachen?
Welche Aussagen sind sofort moglich, wenn ich eine Symmetriegruppe kenne?

4 2015-10-15



MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN | 2

Mathematische Grundlagen

2.1 Gruppen

2.1.1 Axiome

2.1 Defintion Eine Gruppe ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer Menge G und einer Abbildung

GXxG—~@G
(g,h)—g-h

mit folgenden Eigenschaften:
1. Fiiralle g,h,k € G giltg - (h - k) = (g - h) - k (Assoziativgesetz).
2. Es gibt ein Element e € G, sodass fiir alle g € G gilte - g = g (Linkseinselement).
3. Zu jedem g € G existiert ein g’ € G mit der Eigenschaft g’ - g = e (Linksinverses
9 =9" X
2.2 Defintion Eine Gruppe G heifit abelsch oder kommutativ, wenn fiir alle g, h € G gilt

g-h=h-g X

2.1.2 Beispiele

1. ,Generalized-Linear“-Gruppen GL(n), Orthogonale Gruppen O(n), Spezielle ortho-
gonale Gruppen SO(n), Spzielle unitdare Gruppen SU(n), Unitiare Gruppen U(n).

2. (Z,+), (Q,+), (R, +), etc. Beachte, dass diese Gruppen viele zusétzliche Eigenschaf-
ten haben, die nicht alle Gruppen haben.

3. (Q\ {0}, ), etc.

4. Die Menge bijektiver Abbildungen

fiM—M, M— M — M

5. Permutationen

1 2 3 4 5
S f@2) f3B) fE) f5)

2015-10-22
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2.1 | GRUPPEN

6. Abstrakt: Verknlipfung iiber Gruppentafeln

e a b c
e e a b c
a a e ¢ b
b b ¢ e a
c c b a e

Die Tafel der einfachsten nichttrivialen Gruppe sieht wie folgt aus

e g
e e g
g g e

2.1.3 Erste Folgerungen

Die folgenden Eigenschaften lassen sich aus der Definition 2.1 folgern.

» Das Linksinverse ist dquivalent zum Rechtsinversen.
» Das Linkseinselement ist aquivalent zum Rechtseinselement.

» Zu g,h € G existiert genau ein x € G mit g - x = h und genau ein y € G mit
y-g=h
» Kirzungsregel: ax =ay = x=yundua=va = u=v.

» Va,be G, (a)'=a,(a-b)"'=blal.

2.1.4 Untergruppen

2.3 Defintion Eine Untergruppe H von G, geschrieben als H < @G, ist eine nichtleere Teil-
menge H von G, die beziiglich des Gruppenprodukts abgeschlossen ist. Dabei muss gelten
e € H und wenn h € H, dann mus auch h™! € H sein. X

2.1 Theorem Das Untergruppenkriterium. Eine nichtleere Teilmenge H ist Untergruppe von
G, genau dann, wenn
gheH = g-hleH

fiir alle g, h € 3. Die Bezeichnung ist H < G. X

»| Beispiel 1. Die beiden trivialen (oder auch uneigentlichen) Untergruppen ({e},-) <
G und G < G. Alle anderen heillen ,,echt” oder ,eigentlich“.

2. (Z,+) < (Q,+) < (R, +) < (C, +).
3. SU(n) < U(n) < GL(n).
4. SO(2) <SO(3). I«
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G

» 2 Zu Definition 2.5.

2.2 Morphismen

Morphismen sind Abbildungen zwischen Mengen gleichen Struktur, welche die Struktur
bewahren. Wir betrachten das hier an der Struktur der Gruppe.

2.2.1 Gruppenhomomorphismus
2.2.1.1 Definitionen

Defintion Seien (G, -) und (G', o) Gruppen. Eine Abbildung
fi6-6@
heifft Homomorphismus, wenn fiir alle g,,g» € G gilt

f(g1-g2) = f(g1) e f(g2) .

Schreibweise bei abelschen Gruppen:

fla1+g2) = f(g) + fg2) . X

Defintion (Kern und Bild eines Homomorphismus). Der Kern eines Homomorphismus ost
das Urbild des neutralen Elements e’ € G’

kerf={gegl|flg)=e}t=r"@).

Das Bild von f besteht aus den Elementen von G', die ein Urbild in G haben

imf=f(G)=1{f@ |lgeq}. X

2015-10-22 7



2.2 | MORPHISMEN

2.2.1.2 Folgerungen (0.B.)
» f(e) =e',dh.eckerf
» fl@)=(f@) ' Vgeg
» kerf <@g

imf <@g

» Seilen7: G — G’ und s: G’ — G Homomorphismen, dann ist auch ihre Verkettung
so¥:G — G’ ein Homomorphismus. § — G —— G”
Sor

v

» G — G injektiv < ker f = {e}

2.2.2 Weitere Definitionen
2.6 Defintion Ein Homomorphismus f: G — G’ heifit

» Epimorphismus, wenn f surjektiv ist,
» Monomorphismus, wenn f injektiv ist,
» Isomorphismus, wenn f bijektiv ist.

Weitere Bezeichnungen:
» Ein Homomorphismus f: G — G heifit Endomorphismus.
» Ein Isomorphismus f: G — G heifit Automorphismus.

Sind zwei Gruppen isomorph (es existiert ein Isomorphismus G — G'), so schreibt man

G=@Gg. X

2.2.3 Beispiele

» 7, ist die Gruppe mit den ganzen Zahlen O und 1 mit der Addition modulo 2 als Ver-
kniipfung. Die Gruppe G = ({1, -1}, -) ist isomorph zu Z, mit dem Isomorphismus
f1G6-17,
1-0
-1~1

» Die reellen Zahlen lassen sich mit der Exponentialfunktion auf die positiven reellen
Zahlen abbilden.

S (R, +) = (R, )
X — e~

X+y—etY =e¥.e

8 2015-10-22



MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN | 2

2.2.4 Verallgemeinerung
Wir betrachten Morphismen allgemein, daher:

2.7 Defintion Seien M und M' mathematische Objekte mit derselben mathematischen Struktur,
z.B. eine Menge, Gruppe, Korper, Vektorraum, affiner Raum, topologischer Raum oder eine
differenzierbare Mannigfaltigkeit.

Eine Abbildung f: M — M’', welche die Struktur bewahrt heifit Morphismus (oder
Abbildung, Homomorphismus, stetig glatte Abbildung).

Ist der Morphismus bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung f~': M’ — M und man
nennt ihn Isomorphismus.

Ist M' = M, so bildet die Menge der Isomorphismen die Automorphismengruppe auf
M. X

Insbesondere die Automorphismengruppe wird wichtig werden, daher ein paar Beispiele:

» SeiM = {1,2,...,n} eine Menge mit n Objekten. Dann ist Aut M die Gruppe aller
bijektiven Abbildungen der Menge auf sich. Dies ist hier die Permutationsgruppe
Sn = S(M).

» Die Struktur reduziert gegebenenfalls die Automorphismengruppe. Sei M = R3
(linearer Vektorraum), dann ist Aut ‘M = GL(3, R). Sie aber M = (R3, ) (euklidischer
Vektorraum), dann muss auch das Skalarprodukt erhalten bleiben, aus GL(3,R)
bleiben nur die Drehungen und Spiegelungen iibrig, es ist also Aut:M = 0(3) <
GL(3,R3).

2.3 Die Symmetrie in der Gruppentheorie

2.3.1 Gruppenwirkung

2.8 Defintion Sei G eine Gruppe. Die Wirkung von G auf eine Menge M ist ein Homomorphis-

mus.
h: G — Autim
g~ h(g
wobei h(g): M - M
x — h(g)x X

Was sagt uns das? Eine Gruppe wirkt auf die Menge in der Art, dass alle moglichen
Wirkungen bijektive Abbildungen der Menge auf sich selbst sind, dass jedem Gruppenele-
ment eine dieser Abbildungen zugeordnet wird und dass jede dieser Abbildungen h(g)
einem Element x eindeutig ein neues zuordnet.

2015-10-29 9



2.4 | NEBENKLASSEN

2.9

» Beispiel Die Menge sei (R3,-) und Aut(R3,-) = O(3). Dann ist die Wirkung auf ein
Element ¥ € (R3, )

0@3) -M
g~ D(9g)
h(g): (R*,-) — (R%,-)
r — D(g)r

wobei M die Matrixgruppe aus Gleichung (1.4) ist. 1«4

Wenn wir das als bekannt akzeptieren, konnen wir die Wirkung auf eine Funktion ¢ ()
definieren, wobei @ € (C)(R?) eine stetige Funktion auf dem R? ist.

0(3) — Aut C(R?)
g+~ h(g)
h(g): C(R?) — C(R?)
Y- h@uwr) =D (gr)

2.3.2 Symmetrie und Symmetriegruppe
Defintion Es wirke eine Gruppe G auf eine Menge M. Sei a € M. Die Untergruppe H =
{h € G| ha = a} < G heiffit Symmetriegruppe, Symmetrie oder Fixpunktegruppe von a.x

»| Beispiel Sei A = {x1,x2,x3} ein gleichseitiges Dreieck und eine Gruppe G = SO(3).
Dann ist die Symmetriegruppe C; = {e,c3 = R(120°),c? = R(240°)} < SO(2). 1<

2.3.3 Gruppendarstellung
Defintion Eine lineare Darstellung der Gruppe G ist die Wirkung

G — AutR"™ = GL(n,R) oder
G — AutC" = GL(n, Q) oder allgemein
G — AutV mit dem VektorraumV .

Dies wird spciter noch ausfiihrlich behandelt. X

2.4 Nebenklassen

Héufig werden Gruppen in Aquivalenzklassen eingeteilt. Dafiir benétigen wir Aquivalenz-
relationen.

Defintion Eine Beziehung ~ zwischen zwei Elementen g, h einer Menge ‘M (d.h. eine
Teilmenge von M x M heifit Aquivalenzrelation, wenn gilt:

10 2015-10-29
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1. Sie ist reflexiv:g ~ g
2. Sie ist symmetrisch: wenn g ~ h, dann h ~ g
3. Sie ist transitiv: wenn g ~ h und h ~ k, dann g ~ k X

Die Aquivalenzklasse [g] C M besteht aus allen zu g dquivalenten Elementen der Menge

[gl={heM|h~g}. (2.1)

g heil’t Reprdisentant der Klasse.
Der folgende Satz zeigt, warum das so wertvoll ist.

Theorem Durch eine Aquivalenzrelation wird eine Menge in vollstindig disjunkte Klassen
zerlegt.

M=Jlg] und [gIn[h]l=0 = g+h (2.2)

g X

BEWEIS Es kann keine leere Aquivalenzklasse geben, also [g] # 0, da g ~ g sein muss.
Jedes Element von M liegt also in irgendeiner Klasse = M = J,[g].

Sei [g] n[h] = x € M, dann gilt g ~ x und h ~ x. Auf Grund der Transitivitat auch
g ~ h. Dies fir beliebige Elemente aus [g], § € [g] = § € [h] und umgekehrt, also
[g] = [h].Es giltalso [g] n[h] = @ oder [g] = [h]. [

>l Beispiel Die ganzen Zahlen z,, z,,n, n, erfiillen z;n, = zon; und es gilt

z z
= Rt B =2 =71p.
n, Ny
Rationale Zahlen bilden eine Aquivalenzklasse. <

Uns interessieren besonders Aquivalenzrelationen fiir Gruppen.

Theorem Sei H eine Untergruppe von G und seien g,h € G. Dann ist die Beziehung
dquivalent modulo H, geschrieben S mit
mo

- -1
9 = h < glheH (2.3a)
dh. gH = {gh|heH} (2.3b)

eine Aquivalenzrelation in G. X

BEWEIS » Reflexivitit: a 'a € H,weil e € #{, also a ~ @

mod
» Symmetrie: Sei a='b € H, da J{ Untergruppe muss auch (a™! -b)"' =blae H
sein,alsoa ~ b < b ~

mod H mod H

» Transitivitit a 'be H,b'ce H = (a'b)(b"'c)=alce H. [

2015-10-29 11



2.4 | NEBENKLASSEN

2.4

2.14

2.5

> Defintion Die Aquivalenzklasse [g

Dieser Satz kann verwendet werden um wichtige Begriffe einzufiihren, insbesondere die
Schreibweise (2.3b) hat einen eigenen Namen.

] (239 gH heifit Rechtsnebenklasse von g beziiglich

H. X

Defintion Die Menge aller Rechtsnebenklassen beziiglich H heifit Faktormenge G| .
Die Abbildung 1t: G — G/H mit g —~ [g] = gH heift Projektion. X

Um das verstdandlicher zu machen, betrachten wir zwei einfache Beispiele.
Sei H = (5Z,+) = {0, +5,+10,...}, welches eine Untergruppe zu (Z, +) ist. Eine Neben-
klasse ist zum Beispiel
0(52) =0+52,
2(52) =2+572=1{...,-8,-5,-3,2,7,12,...} .
Es gilt die Zerlegung
Z=0+5Z)u(1+5Z)u (2+5Z)U (3+5Z)uU (4+57).
Die Faktormenge ist
Z/57 = {5Z,1 + 57,2 + 57,3 + 57,4 + 57} .
Es gilt SO(2) < SO(3), wobei SO(2) die Drehungen um die é3-Achse enthalten soll. Die
Nebenklasse sei gSO(2), wobei g € SO(3) und enthélt alle Drehungen um die Achse gés.

Die Faktormenge SO(3)/SO(2) enthélt alle Drehachsen und Drehungen um diese. Sie ist
isomorph zur 2-Sphére §2.

Theorem Ist H endlich, so enthilt jede Rechtsnebenklasse von H genauso viele Elemente
wie H selbst. X

BEWEIS Zu zeigen ist: Die Abbildung @: H — g4, h — gh ist bijektiv.
gH ist erst durch die Abbildung  definiert, also per Definition surjektiv.  ist auch
injektiv, denn aus
pk) =ypd) <= gk=gt
folgt durch Multiplikation mit g~! von links k = £. [

Das heilit, jede endliche Gruppe G lasst sich disjunkt in gleichméchtige Teilmengen
gH ={ghheH,H <G,geGtbzw. Hg = {hg,he H,H < G,g € G} zerlegen.

Defintion Ist G eine endliche Gruppe, so bezeichnet man die Anzahl der Elemente von G
als Ordnung von G, geschrieben ord G oder |G|. X

Defintion Ist G eine endliche Gruppe und H < G Untergruppe, so heift die Anzahl der
Rechtsnebenklassen beziiglich H der Index von H in G, geschrieben [G : H ] oder ind H .x

Theorem (ohne Beweis) Ist G eine endliche Gruppe und 3 < G, so ist |3 | Teiler von |G|
und es gilt
Gl =[G:H]-|H]| X

Folgerung: Ist |G| Primzahl, so besitzt G keine echten (eigentlichen) Untergruppen. -
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2.5 Orbits und Bahnen

2.5.1 Einfiihrung

Defintion Es wirke die Gruppe G auf die Menge M. Man sagt, x € M ist G-dquivalent zu
v € M, geschrieben x g ¥, wenn es ein g € G mit y = gx ist. Eine Aquivalenzklasse [x1g
unter der Relation £ heifist Orbit oder Bahn des Elements x € M. Gibt es nur einen Orbit in

M, so heifit die Wirkung von G transitiv. X
Anmerkungen: » st Aquivalenzrelation (ohne Beweis)
» Die Menge der Orbits wird M /G bezeichnet. -

»| Beispiel Sei G = SO(3) und M = R3. Die Orbits von SO(3) auf R?® sind Kugelschalen.
Alle x € R3 mit |x| = » liegen im selben Orbit.

M /G = Menge aller Radien = R?/SO(3)
= [0, ).

eflt/h |y ist der Orbit der Zeitentwicklung.
M = Hilbertraum, G =U(n). I«

Defintion Eine Teilmenge N C M heifit G-invariant, wenn gN C N fiir alle g € G. G ist
also Symmetriegruppe von N, vgl. Definition 2.9. X

Theorem Es wirke G auf M. Sei x € M und H < G die Fixpunktgruppe von x, d.h.
Hx = x (Def. 2.9). Dann gilt

1. Die Nebenklasse g7 besteht aus genau den Elementen, welche x iny = gx iiber-
ftihren.

2. Die Abbildung
Gx - G/H

ist bijektiv. Ist G endlich, so besitzt der Orbit genau genau [G : H ] Elemente. X

2.5.2 Linkstranslation
Defintion Sei k € G. Die Abbildung L(k) mit
Lk):G—-G, g—kg

heift Linkstranslation. X

Anmerkungen: » L(k) ist Automorphismus von G, aber nicht der Gruppe (G, -).
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2.7

2.8

2.10

» Esgilt L(ky,k,) = L(ky)L(ky), somit ist
L:G— AutG, k~— L(k)
ein Homomorphismus (sogar Monomorphismus) und eine Gruppenwirkung, also

G istisomorph zum imL < AutgG . (2.4)

—o

Theorem (Satz von Cayley) Jede endliche Gruppe G mit |G| = n € N ist isomorph zu einer
Untergruppe der symmetrischen Gruppe S,,. X

BEWEIS » AutG = S, (siehe Beispiele nach Def. 2.7)
» Nach (2.4) ist G ~imL < AutG = S,,. [ ]
Theorem Es wirke G auf M, M sei Fixpunktgruppe von x € M und es seiy = gx, g € G.

Dann ist die Fixpunktgruppe von y gleich gH g=' = {ghg', h € H '} und heifit konjugiert
zuH. X

2.6 Normalteiler

Defintion Eine Untergruppe H von G heifit Normalteiler oder invariante Untergruppe
in G, geschrieben H < G, wenn fiir jedes g € G gilt gH = H g oder {gh,h € H} =
{hg,h € 3} oder fiir jedesh € H und alle g € G gilt ghg™' € H. X

Beachte: Es wird nicht ghg~! = h gefordert. -

Normalteiler sind somit besondere Untergruppe, die erlauben, dass auch die Faktormen-
ge Gruppenstruktur hat. Dies wird ausgedriickt in

Theorem Sei G eine Gruppe, H < G Untergruppe, und G/H = {gH | g € G} die
Faktormenge. Wenn H Normalteiler in G ist, so kann man G /3 durch die Vorschrift

g.keg, l[gllkleg/H
[g]-[k]l«[g-k] oder gH -kH = gkH

zu einer Gruppe, der sogenannten Faktorgruppe machen. X

Wir kennen bereits einen besonderen Normalteiler.

Theorem Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so ist ker f Normalteiler in G. X

BEWEIS In den Ubungen wurde gezeigt, dass ker f < G. Sei g € G und h € Kker f, d.h.
f(h) = e’. Dann gehort aber auch ghg~' zum Kern, denn

flghg™) = fF(@) f(Mfg™) =f@eflg)'=¢. m
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Umgekehrt findet man:
2.11 Theorem Sei H < G: Die Projektion (oder kanonische Abbildung)
TG~ GIH
g gH
ist ein Epimorphismus mit ker r = 74 . X

Die Kenntnis tiber den Epimorphismus 1t erlaubt die Einfithrung eines immer existie-
renden Monomorphismus.

2.2 Theorem (Homomorphiesatz) Zu jedem Homomorphismus f: G — G’ gibt es einen Mono-

morphismus
@:G/kerf - G
mit f=@orTr
Zur Veranschaulichung:
f ,
G G
N y
G/ker f

1T ist Epimorphismus (surjektiv) nach Satz 2.11, G/ ker f ist Normalteiler nach Satz 2.10
und @ ist ein Monomorphismus (injektiv) nach Satz 2.12. X

2.20 Defintion Eine Gruppe heifst einfach, wenn sie keinen eigentlichen (d.h. nichttrivialen) Nor-

malteiler besitzt. Sie heifit halbeinfach, wenn sie keine eigentlichen abelschen Normalteiler
hat. X

2.7 Konjugationsklassen

In Satz 2.8 haben wir konjugierte Untergruppen kennen gelernt. Was passiert bei der
Konjugation eines einzelnen Gruppenelements?

2.7.1 Konjugation eines Elements

2.21 Defintion Es wirke G auf sich selbst tiber

d: G - Autg
K ® (2.5a)
= P
P:G-G
‘ kak-! (2.5b)
g—kg «
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2.7 KONJUGATIONSKLASSEN

2.7.1.1 Aussagen (0.B.) und Beziehungen dazu
» @, ist Automorphismus fiir jedes k € G.
» im® heilt Gruppe der inneren Automorphismen.

» kerd = {k € G,kgk™! = g fiir alle g € G} heilt Zentrum von G, geschrieben C(G)
und ist abelscher Normalteiler von G. Es folgt bei abelschen Gruppen C(G) = G.

» Die Fixpunktgruppe eines Elements g € G heilt Zentralisator von G:

Cg(g) ={keGlkgk™ =g}
» Die Fixpunktgruppe einer Untergruppe von G, H < G, heilit Normalisator Ng(F).
» Der Orbit eines Elements g € G:
bgg = {k7'gk,k € G}

heiBBt Konjugationsklasse von g. In einer anderen Sichtweise:

»g ist konjugiert zu h“ meint g ~ h < es gibt ein k € G mit h = kgk™! = d, g ist
Aquivalenzrelation und heift Konjugationsklasse [g].

2.7.1.2 Folgerungen

» [e] = {e} bildet eine eigene Klasse und heilt selbstkonjugiert.
» Fiir eine abelsche Gruppe gilt, dass alle Elemente selbstkonjugiert sind.

g ist selbstkonjugiert < [g] = {g} <= Cg(g9) = G.

v

» Bei endlichen Gruppen gilt: Die Zahl ¥ (g) der Elemente in [g] ist gleich

gl
= :Cq = .
r(g) =1G:Cg(9)] Cs(9)]
» D19 =G|
[g]
1
—— =1
191 ICs(a)|
»| Beispiel Csy: Es gibt drei Konjugationsklassen
K, = [e] r(e) =1
XKs = [c3lics, c3} r(c3) =2

Ko = [O—v] = {O—v;o—v’:o—v"} 7/(0—11) =3 1<

16 201511-12
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2.7.2 Das Klassenprodukt

2.22 Defintion Seien X, = {g1,...,9+} und X, = {h,..., h,} Konjugationsklassen. Dann ist
das Klassenprodukt definiert als

Kl'Kg={gi'hi|i=1,...,7’,j=1,...,S}. X

2.13 Theorem 1. Das Klassenprodukt ist kommutativ

Ki-Ky=5%K- K.

2. Es besteht aus vollstdndigen Klassen

Ki-Kj=> hijeke .
4

Vereinigung der Mengen, bei der mehrfach auftretende Elemente mehrfach bertick-
sichtigt werden. X

»| Beispiel Klassentafel von Cs,,.

Ke K3 Ko
K, Ko XKs Ko i<
K3 2K, + K3 2K
Ky 3K, + 3K,

2.14 Theorem Eine Untergruppe ist ein Normalteiler dann und nur dann, wenn sie aus voll-
standigen Konjugationsklassen besteht. X

2.8 Neue Gruppen aus alten

2.8.1 Direktes Produkt

2.23 Defintion Das direkte Produkt G x G’ ist diejenige Gruppe, welche aus allen geordneten
Paaren (g,g') mitg € G und g’ € G' besteht und das Gruppenprodukt

(91,91 - (92,93) = (9192,9193) (2.6)

besitzt. X

Folgerungen: » Einselement (e, e’)
» Inverses (g,g)"' = (g ', g™")
» e} xG ={(e,g") 19 €G'}t=G
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2.8 | NEUE GRUPPEN AUS ALTEN
» (g,e') - (e,g') =(e,g') - (g,e), also kommutieren die Elemente der Untergruppe

{e} X G’ mit den Elementen der Untergruppe G x {e'}.

» Jedes Element aus G X G’ kann eindeutig als Produkt eines Elements aus G x {e’}
und eines aus {e} X G' geschrieben werden. -
2.15 Theorem Eine Gruppe G ist das direkte Produkt ihrer Untergruppen 3 und XK, geschrieben
G =H x X, wenn gilt
1. hk = kh fiiralleh € H,k € X.
2. jedes g € G kann eindeutig geschrieben werden als g = hk mith € H ,k € X.

H und K heifen direkte Faktoren von G. X

Folgerungen: » H nXK = {e},denn wenn g € H n K, dann ist g = ge = eg. Die
Reihenfolge muss jedoch nach Satz 2.15-1 eindeutig sein, somit ist g = e.

» H und X sind Normalteilerin G: H < G, X < G.

» Die Klassenprodukte sind X;; = H; x X, wobei H; ist Klasse in K, XK; ist Klasse
in H.

» Die Faktorgruppen G/H und G/X sind isomorph zu X bzw. H:

G/H =K
G/K=H -

2.8.2 Verallgemeinerung
Definition 2.23 und Satz 2.15 konnen auf direkte Produkte der Form
G=G1XG2X"--XGy

von n Gruppen erweitert werden.

2.8.3 Semidirekte Gruppen

Nicht immer ldsst sich die Forderung 1 aus Satz 2.15 erfiillen. Dafir fithrt man eine
Verallgemeinerung ein. Ein wichtiges Beispiel dafiir ist, dass Drehungen und Translationen
nicht vertauschen.

18 2015-11-19



MATHEMATISCHE GRUNDLAGEN | 2

2.24 Defintion Seien H und K Gruppen und H wirke auf K (Def. 2.8), d.h. es gibt einen
Homomorphismus

Q:H — AutxX
h — Qn
th X -XK
k — Qn(k)
Das semidirekte Produkt H A XK ist die Menge aller geordneten Paare (h,k) mit dem
Gruppenprodukt
(hy,ky) - (hz, kz) = (hiha, k1Qp, (k2)) . (2.7)
X
Folgerungen: » Das Einselement ist (e, e’).

» Etwas Rechnung zeigt, dass das Assoziativgesetz gilt.
» Das Inverse ist (h,k)~! = (b1, Qp-1 (k7™1)).

Damit ist H A X eine Gruppe.
» Falls Q; = id = Identitit, dann ist H A K = H x K.

» Essind H A {e'} = H und {e} = K = K Untergruppen von G mit H n XK = {e}.

» Die Elemente von G bestehen aus den geordneten Paaren g = (h, k). Mit h=(he)
und k = (e, k) .
g =hk=kh (2.8)
Beachte die nicht intuitive Reihenfolge in (2.8). Diese ist entscheidend, denn es wére
hk = (h,e)(e, k) = (he,eQn(k))
= (h,Qu(k)) = (h,k)

» XK ist Normalteiler von G

G/K=H.
Man kann also aus H A X eine neue Gruppe bilden. Wann lisst sich eine Gruppe G
als semidirektes Produkt schreiben? -

2.16 Theorem Seien H und K Untergruppen von G, X < G, H n K = {e} und g € G werde
eindeutig dargestellt als Produkt g = kh, h € H , k € K. Dann kann G geschrieben werden
als semidirektes Produkt

G=H rX.

H wirkt auf X tiber
Qn(k) = hkh!. (2.9)

Folgerungen: (ohne Beweis) Ahnlich wie beim direkten Produkt gilt
G/IK=H.

JH und X konnen nicht vertauscht werden. Es ist nicht ' < G gefordert. -
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2.8.4 Beispiel
Die Euklidische Gruppe E(3) besteht aus

» Drehspiegelungen im affinen Raum

R3 - O(3)

x—~Rx, R'R=1, detR==1
» Translationen T(3) abelsche Gruppe

x—x+t, teR?.

Die Euklidische Gruppe ist nun das semidirekte Produkt
0(33) AT3) = {{R,t},R€0(3),t € T(3)} (2.10)
mit dem Gruppenprodukt
{R1,t1}{Ry, 12} = {R1Ry, t1 + Ry} (2.11)

d.h. die Wirkung von O(3) auf mathrmT(3) ist die Wirkung auf R3.
Die Wirkung auf ein Element x € R3 ist

{R,t}x =Rx +1
Fir ein Produkt gilt

{Ry,t1}{Ro, t2} = {Ry, 51} (Rox + 1)
=RiR;x +Rit, + 1
= {R1R2,t; + Ril2}x .

Dies bestétigt die sinnvolle Definition in (2.11).
Das Gruppenprodukt lasst sich in einer geeigneten 4 x 4-Matrixdarstellung einfach als
Matrixmultiplikation realisieren.

R 1t x
wa=(5 1) x=(3)
R t)(x\ (Rx+t
0 1 1/ 1
R1 tl R2 tz _ RlRZ thZ + tl
0 1 0o 1)~ 0 1 ’

» T(3) ist Normalteiler von E(3).

denn es ist

und

» E(3)/E(3) = 0(3).
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Beispiele fiir Gruppen und deren
Anwendungen

Das Ziel ist ein Verstandnis fiir die Symmetriegruppen von Atomen, Molekiilen und
Kristallen zu erlangen.

3.1 Zur Drehgruppe O(3)

Die O(3) besteht aus allen langen- und winkelerhaltenden Automorphismen des euklidi-
schen Raumes R3, also

0(3) = Aut(R?, ), (3.1)
0O33)={ReR}RR=1}. (3.2)

Man berechnet leicht
det(R'R) = (detR)> =1 also detR=+1. (3.3)

Es gibt offensichtlich einen Homomorphismus

det: 0(3) — {-1,1}

.4a
R ~ detR 8-42)
mit
kerdet = SO(3) (3.4b)
und der Faktogruppe
0(3)/S0(3) =17, . (3.4¢)

Beztiglich der Untergruppe SO(3) gibt es zwei Rechtsnebenklassen

eS0O(3) = SO(3) = eigentliche Drehungen
iSO(3) = uneigentliche Drehungen

-1
i= -1 . (3.5)
-1
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3.1 | ZUR DREHGRUPPE O(3)

3.

[

3.1.1 Zur Drehgruppe SO(3)

Welche Zusammenhidnge bestehen zwischen den Matrizen R und der Drehachse sowie
dem Drehwinkel?
Eine einfache Aussage dazu ist der folgende Satz.

Theorem Sei R € SO(3) mit R + 1. R besitzt drei Eigenwerte, ndmlich 1, e und e %, und
beschreibt eine Drehung um den Eigenvektor 1 (Fixpunkt, Drehachse) mit dem Winkel @,
vgl. (1.8). X

Im Hauptachsensystem heillt das
cosp -—sinp 0
sinp cosp 0. (3.6)
0 0 1

In einem beliebigen Koordinatensystem findet man mit der Drehachse 7 und dem Dreh-
winkel @

0 —Nns3 ny
R=Tcosp+(l—-cosp)n®n+sinp| ns 0 -ny
-n, N 0
=Tcosp + (1 —cosp)ne®n+sinpnx . (3.7)

Eine einfachere Darstellung erreicht man unter Verwendung der Drehimpulsmatrizen in
kartesischer Form

(L) jx = —li&jx (3.8)
i -1
L, = -if, L= , Ly=|1
i —i
Sie erfiillen die Kommutatorrelation
[Li,L;] =igLy . (3.9)
Bildet man den Vektor
L= (L,Ly,L3)" (3.10)

so findet man

37 7

—inL = —i(n,L; + noLy + n3L3) X (3.11a)

und
(-inL)’=nen-1. (3.11b)

N
N
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Damit bildet man fiir R:

R 1cosp + (1 - cos )it ® 7t + sin prix

(3.112)

( b)llcos<p + (1 -cos@)[1 + (—iniL)?] —isin AL
3.11]

=1+ (-inL)? (1 — cos ) —(iNL) sin @
| —
2sin @/2
=1+ 2(inL)? sin? % — (inL)singp = e P (3.12)
Das Rechnen mit den Rotationsmatrizen kann miihselig sein.

»| Beispiel Wie lautet die neue Drehachse der Verkettung R(#1, x)R(7, @)? <

Abhilfe schafft hier die Ausnutzung der Beziehung zu SU(2).

3.1.2 Die Gruppe SU(2) und ihr Bezug zu SO(3)
SU(2) ={Ae ¥ |A'A=1,detA=1}. (3.13)
Die Matrizen enthalten
» acht reelle Parameter
» vier reelle Bedingungen aus A'TA = 1
» eine reelle Bedingung aus detA =1

was drei unabhédngige Parameter ergibt. Eine sehr elegante Schreibweise ist

_ Xo +ix3 Xy +1ix;

- (_XZ +ix; Xxp— ng) (3.148)
mit der Nebenbedingung

xp+xP4xi+xi=1 (3.14b)

Im Vektorraum dieser Matrizen bilden die Pauli-Matizen

0 1 0 —i 1 0 1 0
0'1=(1 0), O'2=(i 0), 0'3=<0 _1>, ]l=<0 1) (3.15)

eine Basis, sodass

((3.2?) xol + ix 07 +ix00 +ix303 . (3.16)
3.15
Mit
gi0; = 51“,']1 + iEijkO'k (3.178)
und
1 1
§s=50= E(cn,oz,crsﬁ (3.17b)
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findet man

A = e P — ] cos % — iflosin % ) (3.18)

Aus einem Vergleich mit (3.14a) liest man ab:

X0

x| [ cosgp/2

X = Xz 7(ﬁsin(p/2)’ 0<@<4rm. (3.19)
X3

Gleichung (3.19) zeigt, dass es eine bijektive Abbildung
SU(2) — S3 = 3-Sphire

o-iois . [ €OS Q/2
nsing/2

gibt. Dartiber hinaus gilt analog zu (3.9) die Relation
[si,s;] = ig;jisk (3.20)
und somit gibt es einen Homomorphismus

¢:SU2) — SO(3)

e iohs . oiphl (3.21a)
T cos % — inosin % ( (3'35"" ) Tcosp + (1 —cos)n ® N + sin pix (3.21b)
3.18)(3.7)

Dabei beachte man aber A(#1, @) und A (7, @ + 277) werden auf dasselbe Element in SO(3)
abgebildet und entsprechen

_ cos@/2 . cos(@/2 + 1) _
X~ asing/2) * ¥~ \casinpp+m) -~ %

d.h. ein Punkt und sein Antipode auf S3.
ker¢p = {1,-1} =27, .

Aus dem Homomorphiesatz 2.12 folgt

SO(3) = SU(2)/2 = S3/7 = P? (3.22)
im ¢ ker ¢

wobei P? der projektive Raum und damit die Menge aller Strahlen in R* ist.
Achtung, es gilt
SO(3) =SU(2)/Z, = 0(3)/Z, .

Daraus folgt nicht SU(2) = O(3)!
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Missing

figure

» 3 Veranschaulichung des projektiven Raumes P2,

3.1.3 Eine physikalische Konsequenz

Betrachten wir ein Spin-1/2-Teilchen, z.B. ein Elektron, in Ortsdarstellung.

(rig) =x: () |1) +x.(r) 1) (3.232)
lasst sich darstellen als
_(xi(n)
x(r) = (Xt(ﬂ) . (3.23b)

Wie dndert sich die Wellenfunktion bei einer Rotation des Raumes?
U, @)x(r) = X(R™ (A, @)r) . (3.24)
Wir erwarten offensichtlich

X' R'MXR ') = x"(r)x(r)
=xtmUtux(r)

also ist U unitar.
Die Darstellung der Rotationen im Raum ist bekannt.

R (312) —inLe

Aus der Theorie der Liegruppen (siehe weiter hinten) folgt: Es gibt genau eine unitédre
Darstellung U, namlich die, die Form wie (3.12) hat. Diese kennen wir bereits

U = e 5@ (3.18)

oder mit (3.24)
e ISPy — y(elMPy) | (3.25)
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Missing

figure

» 4 Spiegelung an einer Ebene beschrieben durch die Ebenennormale 7.

Aus (3.25) kann man eine Besonderheit des Spins ablesen, bei einer Drehung um @ = 21
ergibt sich

omiis. . (316 ifio si
ei2misy 629 () cog T — RO SInTT)X = —X -

Die Spinwellenfunktion dndert ihr Vorzeichen bei einer vollstindigen Drehung.

Anderes Argument: Es erscheint sinnvoll, dass es einen Homomorphismus gibt, der
zwischen U und R vermittelt (3.21a). Es war entscheidend, dass s und nicht o mit s = o7/2
verwendet wurde. Dies legt den Faktor 1/2 im Winkel fest.

3.1.4 Mit Spiegelungen: O(3)

Zusatzlich zu SO(3) Spiegelungen mit Matrixdarstellung aus Abbildung 4.

={nen+l-nenlv. (3.26)
Spiegelung:

PO

o AR -v)+v-A(R-v)

=v-2n(n-v)

={l-2nen}v. (3.27)
_V_J
o(n)
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>l Beispiel i = é3 = Spiegelung an der x-y-Ebene.

0(83) *F 126, 85

1
= 1 -2
1 1
1 -1 -1
= 1 = -1 -1
-1 -1 1
M R(é:,n)
=iR(é3,7T) I«

3.2 Symmertien im affinen Raum: E(3)

3.2.1 Der affine Raum

Kommen Verschiebungen (Translationen) hinzu, so wird nicht nur die Richtung des
Vektors gedndert, sondern auch sein Ankniipfungspunkt. Um dies behandeln zu kénnen,
fithren wir ein:

3.1 Defintion Ein Tripel (A, @, V) heift ein affiner Raum, wenn gilt:

1. A ist eine nichtleere Menge, V ist ein Vektorraum, @ : A X A — V ist eine surjektive
Abbildung

(P,Q) % @(P,Q) = PQ

2. ZuP € Aundv €V existiert genau ein Q € A mitITQ = v (Abtragen eines Vektors
v vom Punkt P).

3. FiiralleP,Q,Re€ A giltP—d + @é - PR (Dreiecksregel).
4. AusPQ =0 folgt P = Q.
A heifit Punktraum, V heifSt Differenzraum. X

Typischerweise im Ortsraum: Sowohl die Punkte als auch die Differenzen (Vektoren)
werden durch dreikomponentige Spaltenvektoren dargestellt, also A = R3, V = R3

Px,y)=y-x
—— —_

€A eV

Es gelten alle Betrachtungen zu E(3) aus 2.8.4.

N
~N
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Missing

figure

» 5 In der Ebene L7 betrachtet.

3.2.2 Einige Elemente (Symmetrieoperationen) aus E(3)
» Rotationen {R(#, @), 0}
» Translationen {1, t}

Rotationen um eine Achse, die durch a + 0 geht:
{1,a}{R,0}{1,a} “2” {R,a - Ra} . (3.28)
Besitzt {R, t} immer Fixpunkte?
{R,tla=a < Ra+t=a
oder

t=a-Ra

(312) [2(mL)2 sin’ % +inL sincp] a
(3.112) o A ~ .2 @ ~ . ~
="2nxnxasin® — - (nxa)sinp 1n.
— 2 ——

=0 i

Es gibt einen Fixpunkt, wenn t 171, siehe Abbildung 5.
Flr ein beliebiges t = #; + t, mit #; || A und #, L7:
(R, @), t} “2) (1,1} {R(, @), 1.}
—_——

—_—
Translation Drehung mit Fixpunkt

Das Ergebnis ist eine Schraubung (Abb. 6).
Spiegelungen an einer Ebene, die durch den Ursprung geht:

{o(n),0} vgl. (3.27)
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Missing

figure

» 6 Eine Schraubung ist eine Translation mit einer Drehung mit Fixpunkt.

» 7 Istt | 7, so gibt es eine ganze Fixebene.

Ebene durch a # 0
{L,a}{o(n),0}{1,a} "' = {o(n),a-o(R)a} . (3-29)
Spiegelung mit Translation #, Fixpunkt:
a=ocn)a+t

oder

t=a-oca®@2in-a) i

also nur vorhanden, wenn t || 2 (Abb. 7).
Mitt =t +t, t || n, tr L7

{o(),t} = {1t} {o(@R), 4} .

Spiegelung mit anschliefender Translation (Abb. 8).
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Missing

figure

» 8 Eine Spiegelung mit anschlieRender Translation heifft Gleitspiegelung.

Rotationsinversion:
{S(n,9),0} = {R(n, p)i,0} (3-30)

durch a + 0:
{1,a}{S(n,®),0}{1,a}"! = {S,a - Sa} .
Fixpunkt, wenn
[M1-S(n,@)la=t. (3.31)
Das Gleichungssystem (3.31) ist 16sbar
1+ cosp -sing O

det(1-S) = sin @ l+cosp O|=4(1+cosp) =0 fur @ =1. (3.32)
0 0 2

3.2.3 Anmerkungen

E(3) ist die Menge aller langenerhaltenden Isomorphismen (Isometrien) des affinen Raum-
es R3.

In der euklidischen Geometrie heifen zwei Teilmengen S,S’ C R3 kongruent, wenn es
ein g € E(3) gibt mit §' = g§.

Translationen, Schraubungen und Gleitspiegelungen besitzen keinen Fixpunkt.

Es gibt einen Homomorphismus

det: E(3) - Z, = {-1,1}

(Rt} — detR (3.33)

mit ker det = E(3) der eigentlichen euklidschen Gruppe oder Gruppe der starren Bewe-

gungen.
Es gibt in einer Erweiterung die Doppelgruppe

SU(2) AT(3)
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Missing

figure

» 9 In einem Ball mit Radius » > 0 liegen nur endlich viele Punkte.

mit dem Gruppenprodukt
{AL, 1Az B} = {(bmA Ay £ + P(A) T2} .

Dabei ist P(A;) die zu A; gehoérende Drehmatrix aus SO(3).

3.3 Diskrete Symmetrien im R3

Das Ziel ist Einschrinkungen von R? auf Systeme mit diskreten ausgezeichneten Punkten
verstehen.

Defintion Eine diskrete Symmetriegruppe im R3 ist eine Untergruppe G von E(3) derart,
dass fiir jeden Punkt x € R3 der Orbit Gx nur eine endliche Zahl von Punkten in jedem
Ball B, vom Radius v > 0 enthudilt. X

Gibt es nur einen endlichen Bereich enthélt die diskrete Symmetriegruppe keine Trans-
lationen, besitzt keinen Fixpunkt, ist endliche Untergruppe von O(3) und heilt endliche
Punktgruppe.

Die endliche Raumgruppe ist eine diskrete Symmetriegruppe unendlich ausgedehnter
Bereiche.

3.3.1 Die Punktgruppen

Die Punktgruppen lassen sich aus vorherigen Elementen aufbauen. Gestartet werden kann
immer mit der einfachsten

Cp = {Cn) . (3.34)

Das Hinzufligen weiterer Elemente ist nicht beliebig moglich.
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> Beispiel SU(2) verwenden um neue Drehwinkel zweier aufeinanderfolgender Drehu-
negn zu berechnen

AR, @)AGR, x) %2 (llcos % —i(71- o) sin %) (ﬂcos% —i( - o) sin%)
a0 P osX _ (i sin @ sin X
= Il(coszcos2 n m)sm231n2)
i (7sin® cos X + 4 PoinX L5 xmsin P gin X
10<nsm 5 085 + 11 cos 5 S5 + 1 X M sin > sz)
_ e _.p. o @
—Ilcos2 i a)sm2
Spezialfall: A1 und @ = x = 1w/3
2
e _ m\°_3 o 2T )
COSZ—(COSG) =2 oder Q~4-34681 = 0¢Q-m
nicht endlich! 1<

3.3.2 Eigentliche und uneigentliche Punktgruppen

Eigentliche Punktgruppen enthalten keine Inversion und keine Spiegelung. Die Elemente
entstammen der SO(3).

Inversion, Spiegelung und Drehspiegelung sowie Rotoinversion sind in uneigentlichen
Punktgruppen enthalten. Dabei gilt der folgende Satz.

3.2 Theorem Sei G eine endliche Punktgruppe und X der Kern des Homomorphismus.

det: g - 7>
g~ detg

Dann gibt es drei Fdille:
1. G = XK, d.h. G ist eigentliche Punktgruppe
2. wenn G die Inversion enthdilt, so ist G = K U iK.

3. Wenn G + K und i ¢ G, dann ist G isomorph zu einer eigentlichen Punktgruppe
G = KUK mit K+ =(ig,g € G\ K). X

Aus 2 und 3 liest man zwei Moglichkeiten ab, uneigentliche Punktgruppen zu bilden.
1. Bilde das direkte Produkt aus einer eigentlichen Punktgruppe mit {e, i}, i = Inversion.

2. Zerlege die eigentliche Punktgruppe in Nebenklassen beziiglich eines Normalteilers
vom Index 2. G = N UgN,g ¢ N und forme sieum zu G = N U igN.

Beispiele fiir Gruppen in extra Aufstellung. Dies sind alle 14 moglichen Typen von
Punktgruppen.
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3-.3.3 Die Doppelgruppen

Die Doppelgruppen werden in der Quantenmechanik bei Teilchen mit halbzahligem Spin
benotigt. Gegeben sei die Projektion

p:SU2) — SO(3) (3-35)

sowie eine Punktgruppe H < SO(3). Die Hebung der Gruppe H von SO(3) nach SU(2)

heilt Doppelgruppe i
H =p1(3) <SUQ) . (3-36)

H ist Gruppe mit der Multiplikationsregel von SU(2)

gheH = gheH da pgh) =p@ph) eH
ecH da ple)=ecH
heH = h'eH da phH=ph)'leH

|H| = 2|4 ]. Beachte c(@ + 27) = c(@)é mit é = c(21) # e € SU(2) fur jede Drehung.
»| Beispiel

2
Cs = {e,c3,¢5}
Cs = {e,c3,c2,c3 = ¢é,c3 = c3é,¢3 = cié} I«
3 y03,03,03 y &3 36,03 3
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Darstellungen

Wir benétigen in der Physik die Wirkung von Gruppenelementen auf Vektorrdume. Diese
wollen wir hier untersuchen.

4.1 Lineare und Matrixdarstellung

4.1.1 Darstellung

4.1 Defintion Eine lineare Darstellung D einer Gruppe G ist eine Gruppenwirkung
G - Aut(V, +, )
auf den Darstellungsraum V, bzw. ein Gruppenhomomorphismus
D:G - GL(V)
g~-D(g). X

Bei uns meist V = R" oder C" (Matrixdarstellung).
Es gelten dabei folgende Bezeichnungen:

» Ist D ein Monomorphismus (injektiv), so heit die Darstellung treu.
» Falls im D = id: trivial, Einheitsdarstellung, Einsdarstellung
» D heiBt unitdre Darstellung falls
(D(@vID(g)w) = (v|w)
fiir alle g € G und v, w € V. Andere Notation: D(g)t = D(g)~L.

» Der Grad von D bezeichnet
grD =dimV .

Beispiele
GL(n, R), GL(n, C), O(n) sind ihre eigenen Darstellungen.
Losungsraum {f} der linearen Helmholtzgleichung

Vif(r) +K2f(r) =0, re [R3,k0% (4.1)
{f} ist ein unendlich dimensionaler Vektorraum.

G=EQ3), g=1{f.1}.
Df)fr) = flg'r) = fFR'r —R'1) (4.2)

D(g) f (r) ist ebenfalls Losung von (4.1).
Ahnliches funktioniert fiir die Lésung der Schrodingergleichung.
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4.1.2 Matrixdarstellung

Sei D eine lineare Darstellung auf V und {é,,...,é,} eine Basis von V. Dann gilt
n
D(g)é; = > é;D;i(g) . (4.3)
j=1

Aus diesen Entwicklungskoeffizienten baut man eine Matrix D(g) auf.
[D(g)]ij = Dij(g) - (4.4)
Sprechweise: é; transformiert sich nach der i-ten Spalte von D. Dabei
D(g192) = D(g1)D(g2) .
In einer Orthonormalbasis berechnet man
Dij(g) = (&|D(9)é;) = é/D(g)é; . (4-5)
Bei einer Basistransformation gilt

& =288, &= ¢(S ")
Jj i

und
D(9)é, = > D(9)é;S;i ¥ exD(@)i;Sji = >. €, > Sl D(@)i;Sii (4.6a)
J Jik ¢ kg
—_—
Dy (9)
oder
D'(g)=S"'D(g)S. (4.6b)

4.1.3 Aquivalenz von Darstellungen
D’ und D aus (4.6b) beschreiben dieselbe Wirkung nur in verschiedenen Koordinatensys-
temen. Man nennt sie dquivalent. Dieser Begriff lasst sich verallgemeinern.

Defintion Seien D: G — GL(V) und D’: G — GL(V) zwei Darstellungen von G. D’ heifit zu
D dquivalent, wenn ein Isomorphismus

S: V-V

existiert mit
D(g) =S'D(g)S
fiir alle g € G, d.h. wenn es fiir jedes g € G ein kommutierendes Diagramm gibt:

v D(g) v
B .

»| Beispiel D in (4.3) ist in diesem Sinne dquivalent zur Matrix D, S ist die Abbildung auf
die Koordinaten S: V — C". 1<
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4.1.4 Unitare Reprasentation

Aquivalente Darstellungen bilden Aquivalenzklassen (Repriasentanten). Hiufig verwendet
wird die unitdre Reprasentation.

4.1 Theorem Sei D eine lineare Darstellung einer endlichen Gruppe G auf einem unitcren
Vektorraum V (d.h. einem Vektorraum mit unitdrem Skalarprodukt (-|-)). Dann ist D
dquivalent zu einer unitdren Darstellung. X

Zum Beweis fiihrt man ein Skalarprodukt

LS (Dgwin(gw) (47)
Gl 2

ein. Durch 1/|G| ist eine Beschrankung auf endlichen Gruppen gegeben. Kann man 1/|G]|
durch ein invariantes Maf3 ersetzen, so ist eine Erweiterung auf unendliche Gruppen
moglich.

4.1.5 Neue Darstellungen aus alten
Hat man bereits eine Darstellung (oder mehrere), sind folgende auch Darstellungen:

Subduktion Sei D: G — GL(V) eine Darstellung von G und H < G: Die Einschriankung
von D auf #H, bezeichnet als D/ 7, ist Darstellung von F .

Direkte Summe Seien U und V Untervektorraume von W, W = U &V, w = (u,v)7, sowie
D,:G — GL(U)
D,: G — GL(V)

Darstellungen. Dann ist
D=D,®D;,: G- GL(W)

mit
(Diy®D))(uev) £ Due Dv (4.8)

eine Darstellung auf W mit Darstellungsmatrizen

D,(g) 0
D = . .
(9) ( 0 Dy (g) (4.9)
Diese Blockform kann bei einem Basiswechsel in W verloren gehen.
Direktes Produkt Sei V Vektorraum mit Basis {vy,...,v,} und W Vektorraum mit Basis
{wq,...,w,}. Seien weiterhin
D;: G — GL(V)
Dy: G — GL(W)
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4.3

4.4

Darstellungen. Dann ist

D=D;®D;: g-’GL(V@W)
g~ D(9)
D(g):VeW -VeW
vew - D (g)veD(g)w
eine Produktdarstellung auf V.o Ww.

Die typische Anwendung ist die Quantenmechanik mit mehreren Freiheitsgraden.

[T =1tielh,.

4.2 Reduzible und irreduzible Darstellungen

Woher weill man, dass man bei einer optiomalen Darstellung im Sinn von (4.9) angekom-
men ist.

4.2.1 Invariante Unterraume

Defintion Sei D eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G auf dem Vektorraum
V. Ein Untervektorraum W von 'V heifit invariant unter D, wenn D(g)w € W fiirallew € W
und alle g € G gilt. In einem solchen Fall kann man eine Darstellung D': G — GL(W) als
Einschrdnlung D' (g) = D(g)|w fiir jedes g € G definieren. Ist D unitdr, so auch D’. X

Defintion Die Darstellung ist reduzibel, wenn es einen echten invarianten Unterraum gibt.
Ansonsten ist D irreduzibel. Eindimensionale Darstellungen sind irreduzibel. X

Nichttrivialer Vektorraum: W # {0}. Echter Unterraum: W = V, W = {0}.
Konsequenz: In einer geeigneten Basis v = (w,...)™ haben die Darstellungsmatrizen die

Form
_(D'(g) N(g)
D= ( 0 D”(g)) . (4.10)

Weiterhin: Wenn der endlich dimensionale Vektorraum V in eine direkte Summe invari-
anter Unterraume

V=VleVieVie---oV" (4.11)

derart zerlegt werden kann, dass eine Darstellung von G auf jedem Teilraum irreduzibel
ist, so heilt D vollstindig reduzierbar oder vollreduzibel.

Konsequenz: N(g) =0, Vg € G in (4.10). -

38 2016-01-14



DARSTELLUNGEN | 4

4.2.2 Unitdre invariante Unterraume

Wir betrachten einen unitaren Vektorraum V und seinen echten Unterraum W, sowie
V =W & W+, wobei

Wt={veV]|{wlw)=0firallew € W}. (4.12)

Theorem Sei D eine reduzible unitdre Darstellung einer Gruppe G auf'V und W ein echter
invarianter Unterraum von V, so ist auch W+ einer. X

BEWEIS Sei u € W+, dann ist

(D(g)ulw) = (u|D'(g)w) = (u|D(g Hw) =0,
[N —

ew

also D(g)u e W, Vg € G. [ |

Folge: Jede endlichedimensionale unitdre Darstellung kann zerlegt werden in eine direkte
Summe irreduzibler unitdrer Darstellungen

D=DYeoD?eD®e¢...-0DY . (4.13)
Mit Darstellungsmatrizen in Blockform

D(l) 0
D(Z)
D(g) = . . (4.14)

0 D®
Wichtige Konsequenz: Fiir jede endliche Gruppe oder solche mit invariantem Malk kénnen
ihre endlichen Darstellungen vollstindig reduziert werden, denn nach Satz 4.1 ist jede
derartige Darstellung dquivalent zu einer unitaren.

Die Matrizen nach (4.14) sind nicht eindeutig, aber in Aquivalenzklassen D einteilbar.
Man schreibt dann

k
D =@ n.DY, n, Haufigkeit . (4.15)

o=1 -

4.3 Bedeutende mathematische Grundlagen

Viele der spater folgenden physikalischen Anwendungen beruhen auf grundlegenden
mathematischen Aussagen, die hier vorgestellt werden.
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4.3.1 Schur-Lemmata

4.3 Theorem Seien DV: G — GL(VY), i = 1,2 zwei irreduzible Darstellungen G. Sei A: V! —
V2 eine lineare Abbildung mit

D®(g)A =AD" (g) (4.16)
fiir alle g € G, d.h. das Diagramm

Vi pW(g) Vi
la
VZ D(Z)(g) VZ
kommutiert. Dann gilt

1. A ist ein Isomorphismus oder A = 0.
2. Falls DY und D® nicht dquivalent sind, so folgt A = 0.

3. IstD =DW =D® yndV = V! = V? ein komplexer Vektorraum, dann gibt es ein
A € C mit
A= Aly

(gilt auch fiir unendliche Gruppen). X

4.3.2 Orthogonalitdtsrelationen

Mit Hilfe von Satz 4.3 erhalten wir weitere Relationen, die von praktischem Nutzen sind.

4.4 Theorem SeienD?: G — GL(V?),1i = 1,2 irreduzible Darstellungen von G und B: V! — V?
eine beliebige lineare Abbildung. Sei ferner

A= i z D(Z)(g—l)BD(l)(g): Vi y2

Gl /=
yr ALy
ln(l)(g) lD(Z)«q—l)
vl B .y

Dann gilt:
1. Falls DY und D® nicht dquivalent sind, ist A = 0.

2. FallsD =DW =D® yndV = V! = V2, soist

A=Aly, mit A= 1 trB. (4.17)
grD
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4.5 Theorem Falls D'V und D® nicht dquivalent sind, so gilt fiir alle i, j, k, €
1

D (gD (9) = (418)
6 = ¢

4.6 Theorem FallsD = DY =D® yndV = V! = V2, so gilt

rD
% > Di(g7 M) Dyj(g) = 8:j6ke - (4.19)
9geg X
Zusammenfassung:
1 @ ( 1-1y 7y (B) 1
Gl Dy’ (g7 )Dy; (9) = gr D@ ———— 00Okt (4.20)
96
oder speziell fir unitire Matrizen
1
‘g‘ Z Dk?)(g) D(ﬁ) g) D("‘) 50(351",'5“) (4.21)
gegq
Dabei heilft &« = f identisch, « # B nicht dquivalent. -

Sind D und D® &quivalent, aber nicht identisch, so gilt mit

DY =g 1pBg

1 _ (4.22)
> D@D (9) = —==SuSi
IG (ot grD
4.3.3 Satz von Burnside
Flr die Grade der dquivalenten irreduziblen Darstellungen von « gilt:
(grD")? + (grD?)? + - - (grD")* = |G . (4.23)

Dies ist ein wichtiges Werkzeug um zu bestimmen wie viele irreduzible Darstellungen es
gibt.

4.4 Charaktere

Die Darstellungsmatrizen werden oft nicht benotigt, weil einfachere Relationen reichen
(Charaktere).
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4.5

4.6

4.4.1 Definition

Defintion Sei A € C™": wrA = >, A;; heift Spur. X
Erinnerung: » linear:
linear: tr(A1A; + A2A) = AjtrbmA; + AL trA, (4.24)
» Basisunabhangigkeit
trA = tr(TAT™) (4.25a)
» Mit Eigenwerten A; von A:
n
trA = Z A (4.25b)
i=1 —-
Die Spur ist basisunabhingig, also fiir einen Endomorphismus A
trA=trA (4.26)
Es gilt:
tr(AB) = tr(BA) (4.27)
Defintion SeiD: G — GL(V) eine Darstellung von G. Die Abbildung
Xp:G—C

g —w(D(g))
heifit Charakter von D. Umgekehrt heifit eine Abbildung

x:g-C
Charakter von D, wenn eine Darstellung von D existiert mit X = xp. Der Charakter einer
irreduziblen Darstellung heift irreduzibel. X

4.4.2 Folgerungen

Aquivalente Darstellungen besitzen denselben Charakter. Bei direkten Summen

XpWep@ = Xp1) + Xp@ . (4.28)
Kommutativitat
Xp(gh) = xp(hg) . (4.29)
Bei unitaren Darstellungen gilt
X(@"=x"@9), Vgeg (4.30)
Es gilt
Xp(hgh™) = xp(g) . (4.31)

Alle Elemente in einer Konjugationsklasse haben denselben Charakter. Der Charakter des
neutralen Elements ist die Dimension der Darstellung

Xp(e) =grD.
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4.4.3 Orthogonalitdtsrelationen
Aus (4.20) folgt i = k und j = £ und Summation tber alle Elemente

Theorem Seien x'® und x® irreduzible Charaktere, dann gilt

D Xg X (g) = Sag (4.32)
|§| =

bzw. fiir unitdre Darstellungen

> XY@ xP(g) = (xVIxP) = dap (433)
|g| e ¢

Das hat wichtige Konsequenzen mit praktischem Nutzen. Wie oft ist eine irreduzible
Darstellung in einer unitiren Darstellung enthalten? Nach (4.15)

k
D =P n.D*=nDY &n,D? +

«=1
Damit aber auch
X=> nax® (4.34)
=1

Und somit:

( )
2 (xIx @) (4-35)

Wann sind zwei unitdre Darstellungen dquivalent? Wenn ihre Charaktere iibereinstimmen
folgt nach (4.35) dieselbe Zerlegung in dquivalente Darstellungen, d.h. dann sind die
Darstellungen dquivalent.

Wann ist eine Darstellung irreduzibel?

¢ )
xlx 23 Nl

432) %

also genau dann, wenn (x|x) = 1.

4.4.4 Charaktere und Klassen
Sehr einfach folgt aus (4.31) und (4.32)

Theorem @ besitze k,; Konjugationsklassen mit je my, mo, ..., my, Elementen und |G| =
Zfﬁ 1 My, so lauten die Orthogonalitdtsrelationen

kg
Tl §| Z X“(g X P (gmi = Sup (4.36)
Nur die Reprdsentanten werden bendtigt. X
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4.9

4.7

Ohne Beweis muss angegeben werden:

Theorem Die Zahl der irreduziblen Darstellungen einer endlichen Gruppe ist gleich der
Zahl ihrer Konjugationsklassen. X

Dies ist ein bemerkenswertes Ergebnis, denn es gibt keine offensichtliche Verwandt-
schaft zwischen Konjugationsklassen und irreduziblen Darstellungen. Der Beweis erfor-
dert die Frobenius-Algebra und die reguldre Darstellung. Zusammen mit (4.23) erhédlt man
schon viel Information iiber die Darstellungen.

> Beispiel Cs, besitzt sechs Elemente |G| = 6 und drei Klassen k, = 3. Mit Satz 4.9 und

(4.23) folgt
(grDM)? + (grD®)? + (grD®) =6

Die einzige Losung ist
» 1-dim Darstellung 2x
» 2-dim Darstellung 1x 1<

Eine weitere Orthogonalitédtsrelation folgt aus (4.36).

kg
1 .
- zx(a)(gi—l )X(ﬁ) (g:)mi (4.36) Sup
Gl =
kg
m;
Z X(rx) (g;l) ‘gl‘ X(B)(gi)x(ﬁ) (gjfl) = X(rX) (gjfl)
i=1 B
"
also
Z B (ayyB (g71l) = |G| ..
X)X g;) = 0 (4.37)
4

B

4.4.5 Die regulire Rechtsdarstellung

Defintion Die regulcdire Rechtsdarstellung ist definiert durch die Matrizen
Rij(g) = 6(9:99;") (4.38a)
mit
1 fallsh =e
&(h) = (4.38b)
0 sonst 9

Die reguldare Rechtsdarstellung besteht aus (i.a. sehr grofen, d.h. so groR wie die
Gruppentafel) Matrizen. Thre Charaktere sind
] 1 fallsh=e
(4.38) -1
= 5(9:99:") = .
Xr(g) El (9i99: ") { 0 sonst (4.39)

Die reguldre Rechtsdarstellung enthélt alle irreduziblen Darstellungen einer Gruppe, es
gilt sogar (0.B.):
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4.10 Theorem Die Vielfachheit der irreduziblen Darstellung D' in der reguliren Rechtsdar-
stellung R ist ny = gr D@, X

Vorsicht! Die Darstellungen D(® sind, i.a. nicht in Blockform in R enthalten. Sie kénnen
nicht einfach aus R abgelesen werden. Wie das gelingt folgt spater. -

4.4.6 Beispiel: Zyklische Gruppen

4.4.6.1 Allgemein

Zyklische Gruppen haben |G| Konjugationsklassen mit je einem Element. Also nach (4.23):
Igl
>.(grD)? = |G|
i=1

Es gibt |G| eindimensionale Darstellungen.
Da alle Darstellungen eindimensional sind, gilt fiir die Charaktere von g mit g'9' = e:

X9(g'9) = (x'(9)' = x*(e) =1 (4.40a)

also ‘
xY(g) = "V1 (4.40b)

eine (!) der |G|-ten Wurzel von 1.

4.4.6.2 Beispiel: C3
Cs = {c3,c3,e}, V1 =1,e2m05 ¢t

Die Charaktertafel lautet ,

e C3 C3
X(l) 1 1 1
X(2) 1 e2n1/3 e41'(1/3
X(3) 1 e41'ri/3 leri/S

4.4.6.3 Beispiel: Translationsinvarianz auf einem Gitter

Translationen

ta), tHa) =t (4.41a)
tla)y(x) = p(x — La) (4.41b)

Periodische Randbedingungen

t(Na)p(x) = p(x) (4.42a)
t(Na) =e (4.42b)
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Missing

figure

» 10 Gitter mit Gitterkonstante a.

Zyklische Gruppe mit Darstellung = Charakteren

X' (t(bay) HEY @zmaliy (4.43)
Schreibe
o 21T
k=N"a (4.442)
X (t(a)) "2 X0 (t(la)) = et (4.44b)
(4.442)

In der irreduziblen Darstellung k gilt dann fiir die Basisfunktionen
@)y (x) = Pi(x — La) 2 ety (x) (4.45)
Dies ermoglicht das Einfiihren von
Wi(a) = e My (x) (4.462)

wobei
My (x — a) “27 ekt g, (x — q) 429 eikx g (x) G2V M (x) (4.46b)

Dies ist das Bloch-Theorem.

4.5 Reelle Darstellungen
Oft interessieren in der Physik reelle Darstellungen. Ob es diese gibt, entscheidet sich an
folgenden Kriterien nach Frobenius und Schur fiir irreduzible Darstellungen D:

1. D reell bzw. kann durch unitdre Transformationen in reelle Form gebracht werden,
wenn gilt:

1
Gl D x(gh) =+1 (4.472)
9g<§G
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2. D ist aquivalent zu seinem konjugiert Komplexen D*, kann aber nicht in reelle
Form gebracht werden wenn

1
iGi > x(@h)=-1 (4.47b)
geG

3. D ist genau dann nicht dquivalent zu D*, wenn

1
Gl > Xx(@) =0 (4.47¢)
9geg

Man kann aber immer eine reelle Darstellung aus zwei nicht-reellen gewinnen (nicht
mehr irreduzibel).

1 (1 1\(b 0\1 (1 i\ _ 1( D+D* i(D — D*) g
2= iJlo p*) 21 -i) " 2{-i0-D*) D+D* (4-48)
4.6 Produkt von Darstellungen und Clebsch-Gordan-Reihe

4.6.1 Produktdarstellungen

Wir betrachten Produktraume, z.B.

ly)y=yr)elt)
Yry,ra,...) =g (r) @ Pe(r2) @ - - -
Allgemein
X=ZX1'J"U1'®IUJ' ceVeoW (4.49)
i,j

Auf diese Vektoren wirkt nun eine Produktdarstellung.

411 Theorem SeiD®: G — GL(V) eine irreduzible Darstellung von G mit Basis {v\*, ..., v(®}
und D® : G — GL(W) eine solche mit Basis {w‘l’”, .. ,vﬁfl)}. Dann ist die Produktdarstellung
D*F =pDW eD®: G~ GL(Ve W) (4.50)

eine i.a. reduzible Darstellung auf dem Produktraum 'V ® W mit Basis {vi"‘) ® w}-’”} und
den Matrixelementen

[D'@(g) ® DP (9)1ys1; = D\Y (@)D (9) (4.51)

Name: direkte Produktdarstellung. Charaktere

x@h 42N pi gD (g) = X' (9)x* (9) (4.52)
i,j X
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4.6.2 Clebsch-Gordan-Reihe

Die Produktbasis ist nicht die einzig mogliche. Wechselt man zu einer neuen, kann die
Produktdarstellung in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen zerlegt werden.

D@ eD® = EB(aﬁly)D(” (4.532)

mit den Reduktionskoeffizienten

(xBly) = (x(a)x(5)|x(y)> — @ z X(Lx)(g (B)(g)*x(y)(g) (4.53b)
9<6
Man sieht sofort
(xBly) = (Bely) (4.53¢)
Daraus folgt, dass es zwei Formen von Darstellungsmatrizen D(*¢# gibt

1. in der natiirlichen Basis {v* ® w}B 1.

2. in der ausreduzierten Basis (Blockform fiir irreduzible Anteile).

nach unitarer Transformation (4.53a). Man bezeichnet die Basisvektoren mit

Anzahl notw. Basisvektoren fur die Darstellung y

w?, s=1,2,...,(«Bly), k=1,...,D" . (4.54)

Vielfachheit der Darstellung

Die Basistransformation lautet

u?’ = > v ew® («i,Bjlysk) (4.55)
oi,B,J

mit den Clebsch-Gordan-Koeffizienten («i, fj|ysk). Die Umkehrung lautet

vi¥ e w! = > X (ysklad, Bj) . (4.56)
Y,s,k

Besser vertraut aus der Quantenmechanik ist wahrscheinlich die Bra-Ket-Notation

lysk) = > i) |Bj) {exi, Bjlysk) (4.57a)
«oi,Bj

laci) 1B)) = D lysk) (ysklad, Bj) (4.57b)
Y,k

Relationen bei Orthonormalbasen:

> (e, Bilysk) (yskl'i', B'j") = 8i Sy Saew S (4.58a)
Y.$,k
> (ysklad, Bj) (i, Bily's'K') = Syy 855 S (4.58b)
«i,Bj

(ysklai, Bj) = (i, Bjlysk) (4.59)
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4.7 Methode der Projektionsoperatoren

Bisher wissen wir nur, dass Darstellungen in ihre irreduziblen Anteile zerlegt werden
konnen. Nun wollen wir betrachten, wie das geht.

Anwendungen: 1. Finden aller irreduziblen Darstellungen einer Gruppe aus der regu-
laren Darstellung, vgl. Abschnitt 4.4.5.

2. Berechnen der Clebsch-Gordan-Koeffizienten in (4.55). -

4.7.1 Projektionsoperatoren

Sei V ein unitdrer Vektorraum und V = W @ W+. Fir v € V gilt die eindeutige Zerlegung
v=w+w!'mitw € W, wt € W-. Der Operator
PV -V

.60
Py - w (4.60)

heilt Projektionsoperator.

Theorem Fiir den Projektionsoperator P gilt P> = P (Idempotenz), P = P (selbstadjun-
giert),imP =W, ker? = W+, P + P+ =1 mit P*v = w+.

Ist umgekehrt ein idempotenter, selbstadjungierter Operator P: V — V gegeben, so gilt
V =im?P & ker P, im P L ker P. X

4.7.2 Projektionen und Darstellungen

3 Theorem Sei D eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G auf dem unitdren

Vektorraum V, der in die invarianten Teilrcume W, und W, zerfillt. Sei P ein Projektions-
operator auf W,. Dann gilt fiiralleg € G

D(g)? =PD(g), [D(g),P]=0 (4.61)
X

Theorem Sei D eine endlichdimensionale Darstellung einer Gruppe G auf dem unitciren
Vektorraum V und P: W — W ein Projektionsoperator mit [D(g),P] = 0 fiir alle g € G, so
bilden im P und ker P invariante Teilrdume vonV. X

Theorem Sei W ein invarianter Teilraum und P ein Projektionsoperator auf W mit
[D(g),P] = O fiir alle g € G. D ist genau dann auf W irreduzibel, wenn P nicht in
Projektoren P, P, mit P = P, + P», [D(g),P;]1 =0,i=1,2,g € G, P,P>» = P,P, =0,
P; = 0 zerlegt werden kann. X

Die Satze 4.13 und 4.15 sagen uns, dass es Projektoren auf die invarianten Teilrdume
gibt. Aber wie finden wir diese? Dabei hilft
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4.16 Theorem Sei D = EB];:l nDY in unitdre irreduzible Darstellungen zerlegt und V ent-
sprechend in eine Summe paarweise orthogonaler Unterrdume

k  ng
V- DBV
a=1 i=1
Sei x'¥ ein irreduzibler Character von G. Dann ist der lineare Operator

grD(a)
Gl

ein Projektor auf den invarianten Teilraum

P = > x¥(g)*D(g) (4.62)

9geg

v _ @ Ve ><1

Konsequenz: Man benétigt nur die Charaktere in Dimensionen der Darstellung (aus Ta-
bellen) und erhalt den Projektor fiir die vorhandene Darstellung D. -

Achtung: Die Zerlegung ist nicht eindeutig, wenn n, > 1, vgl. (4.62). Es wird nur auf den
Teilraum in dem alle dquivalenten Darstellungen enthalten sind projiziert. -

4.7.3 Erzeugung einer symmetrieangepassten Basis

Wie findet man die Basisvektoren fiir die Blockdiagonaldarstellung? Dazu definiert man
den basisunabhéngigen ,,starken Projektionsoperator” (Achtung: Kein Projektor im Sinn

von Satz 4.12).
grD(O(

Py’ = > D (9)*D(g) . (4.63)
16l =%
Sei nun im Teilraum V(B ein Basisvektor e(ﬁ) (j-ter Basisvektor), dann
DB
P - grD'w S D (g grz D% (g
L= EimDmy (8)
(4-3)
B)

= 6aporee;y - (4.64)

B) einen Partner-Basisvektor aus demselben

Das heilt ’P(‘”) erzeugt aus einem Basisvektor e(
Teilraum, falls x=Bk=j.

Insbesondere fiir € = k:
'P](< EJB)(AL 64)= 50(551\1 lk = Suplrje;] e (4.65)

Das heillt T("” projiziert auf den Raum {e("‘) | 1 < j < ny} der Basisvektoren zur k-ten
Zeile der x-ten irreduziblen Darstellung (rmt allen Vielfachheiten). Es ist also tatsachlich
ein Projektor.

Uber folgende Konstruktionsvorschift trennt man nun noch die Teilraume der Vielfach-
heiten.
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1. Betrachte den Projektionsoperator P\*’: V — V. Das Bild im ’P}f‘) ist der n,-dimen-
sionale Teilraum der Basisvektoren zur ersten Zeile der «-ten Darstellung.

2. Wahle eine Orthonormalbasis in diesem Teilraum
e 11 <k <nyl
Die Vektoren {e}} |1 < j < grD®} mit
el = Plely

bilden eine Orthonormalbasis im Teilraum V,*', da Basisvektoren zu verschiedenen
Zeilen einer unitaren Darstellung ohnehin orthogonal sind. Es gilt nun aber auch
V¥ 1V fiir k # ¢, denn

(o) | () (4.64) () (&) (o) |, ()
(i leyy) "= (Puey |Peyy’) = (e leyy) = ok - (4.66)

4.8 Symmetrische und antisymmetrische Darstellungen

4.8.1 AuBeres Produkt von Darstellungen

417 Theorem Sei G = H x XK ein direktes Produkt der Untergruppen H < G und X < G
gemdif Def. 2.23. Sei ferner D: G — GL(V) eine Darstellung von G. Wenn D|4: H — GL(V)
vollstdndig reduzierbar ist und V entsprechend zerlegbar ist

k ng k
v=-pPpvii-Ppvi. (4.67)

a=1 i=1 =1

so sind die Teilrdume VJ(?) invariant beztiglich der Darstellung D|x: K — GL(V) und folg-

lich auch beziiglich. (vgl. QM: Gemeinsame Eigenzustdnde kommutierender Observablen)x

4.8.2 Anwendung auf die Symmetrisierung von Darstellungen

Sei D eine Darstellung einer Gruppe G uber den Vektorraumen V = (vy,...,v4) und
W = (wy,...,wy). Auf dem Produktraum V@ W = (v; ® w;|i,j = 1,..., «) wirkt dann

1. die Gruppe G mit dem direkten Produkt D ® D.
2. die Permutationsgruppe S, = ({e, i}, -) mit dem Generator

S:VeW-VeWw

Vi®W; = V; @W;
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Dieser kommutiert mit den Elementen von G:
S(DeD)(gvi®w;=S(D(g)v;®D(g)w;)

= S(z Ui ® WeDki(g)Djé’(g))
k.

=> vi®wiDii(g)Dje(g)
k,l

=D(g)v;® D(g)w;
=(DeD)(g)(vjew;)
=(DeD)(g)S(v;ew;)

3. Insgesamt wirkt also das direkte Produkt G x S». Die invarianten Unterraume von
V ® W unter S, sind

[Ve W], = (vi®wj+vj®wi)
[VeW]. = (vi®w‘,v—v‘,'®wi)

Sie sind auch invariant unter der Wirkung von G:

(DeD)g){lview;+zv;® w;}
= v Dyi(g) ® wyDyi(g) = viDyj(g) ® weDyi(g)
= v @ we{Dki(g)De¢i(g) = Drj(g)Dei(g)}

= (ve® Wy = v ® Wil 5 Dy (@)Di(g) = Diy(9)Dri(9)}

vollstadnige Superposition von Elementen aus [V ® W]..
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Anwendungen von Gruppen und
deren Darstellungen in der Physik

5.1 Entartungen in Spektren

5.1.1 Die Symmetrie eines Hamiltonoperators
Energieniveaus sind Eigenwerte der zeitunabhdngigen Schrodingergleichung.
H|y)=E|y) mit |g) eV = Hilbertraum (5.1)

Sei G eine Gruppe, die auf den Hilbertraum V wirkt. Diese Wirkung ist leicht zu bestim-
men, wenn man die Wirkung der Gruppe auf den Ortsraum kennt (meist Symmetrieopera-
tionen).

(rID(@)|y:) = (D(@) i) (r) = (DY (@)rlw:) = (R (g)r|y:)
= (R (@rlyi) = ¢i(R(g)r) = Yi(R(g "))
=> Dij(@)y,(r) (5.2)
J
Dies legt die Gruppenelemente D;; eindeutig fest.
Ist G Symmetrie des Hamiltonoperators (Definition 2.9) muss gelten

HD(g) =D(g)H oder D(g)HD '(g)=H oder [H,D(g)]=0 firallegeg.
(5-3)
und damit

HD(g) |@g,) = D(9)H |@g,) = ED(g) lWg,) , i A Entartungsindex. (5.4)

5.1.2 Invariante Unterrdume und Entartung

s.1 Theorem Sei der Hamiltonoperator H invariant unter einer Gruppe G, die auf seinen
Hilbertraum V wirkt. Sei V® ein echter invarianter Unterraum von 'V zur irreduziblen
Darstellung D™, X

Dann gilt in V(® wegen (5.3):
DY(g)H =HD¥(g) Vgeg.
Nach dem Schur-Lemma (Satz 4.3) folgt in V(®
H = Ayidye mitAq € C.

D.h. V(® jst ein Eigenraum von H zum Eigenwert A,. Der Entartungsgrad ist dy = gr D@,
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5.2 Theorem Sei W Eigenraum zum Hamiltonoperator H mit Eigenwert E und Basis {|W1) ,..., |Yn)},
dh. H|yp;) =E|yg;),i=1,...,n. Es wirke eine Gruppe G auf den Hilbertraum unter der
H invariant ist. X

Dann gilt:
HD(g) lyi) = D(g)H |yi) = ED(g) |y:) . ((5.4))

Somit D(g) |@;) € Wg und kann nach dessen Basis entwickelt werden
n
D(g) lwi) = > lwi) Di(g) - (5.5)
j=1

D.h. W ist invarianter Unterraum zu G und {|y;)} ist Basis zu einer Darstellung von G
mit Darstellungsmatrix D.
Wichtige Unterscheidung

1. W ist echter invarianter Unterraum, also Wy = V(® nach Satz 5.1. Die Entartung
ist symmetriebedingt und gilt immer, solange [D(g),H] = 0 fiir alle g € G. Der
maximale Entartungsgrad eines Energieniveaus ist dpm,x = gr D™, wobei D™ die
irreduzible Darstellung von G mit der maximalen Dimension ist.

2. Wg ist reduzibel, also Wy = @, n,V . Zufillige Entartung (zweimal der gleiche
Eigenwert A;)
AlD(l)
H= AD®@
AsD®

Beispiel: Atom im Magnetfeld

E,

Zuféllige E bei genau einem Wert B

5.1.3 Standardbeispiel: Teilchen im Zentralpotential

5.1.3.1 Hamiltonoperator

p?
H-= m +V(|r]) (5.6)
m
dann
[H,l;]=0 (5.7)
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wobei [; die Komponenten des Drehimpulses sind mit
[Li, 1] = ihegly . (5.8)
Dann vertauscht H aber auch mit den Operatoren
R(#, @) = e M@/h (5.9)
Nach (3.12) sind dies die Generatoren von
SO(@3) =SU(2)/Z, .

Symmetriegruppe von H:
SO(3) =SU(2)/Z, . (5.10a)
oder, weil i Symmetrie ist

0(3) =SO0(3) x i (5.10b)

5.1.3.2 Irreduzible Darstellungen im Hilbertraum von (5.6)

Wissen aus der Quantenmechanik: Hamiltonoperator umschreiben in

2 2 2
H=-n (d +2d)+ L vvar (511)

om \dr2 v adr 2myr2
Es gibt gemeinsame Eigenzustinde zu I? und L: |lm). (5.11) hingt nicht von m ab, aber

von L. Also hdngen auch die Energien von [ ab: E,;.
Folglich: Invariante Unterrdume werden von allen m zu einem [ aufgespannt

» 1-dimensional: E, |0, 0)
» 3-dimensional: E,,; |1,-1),11,0),]1,1)

» 5-dimensional: E,;» |2,-2),12,-1),12,0),(2,1),]2,2)

Es gibt also 1+, 3+, 5-, ... dimensionale Darstellungen.
E E
no
Enlzys 3$
H= Enz]l3><3 Zp - (5-12)
2§ ——
ls —
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5.1.3.3 Spezialfall Coulomb-Potential
V = «/7 hat kein Spektrum der Form (5.12) und héangt nicht von [ ab

E
Enl,, 3s3p3d
H = Enlﬂnz

2s2p
1s

Zufallige Entartung? Nein! Es liegt eine hohere Symmetrie vor. Zusétzliche Erhaltungsgrofe
ist der Runge-Lenz-Operator:

1
A*m(PXl*lXP)*W' (5.13)
Es gilt namlich
[H,A;]1=0 (5.14)
Welche Symmetrie liegt vor? Dazu fithrt man ein:
1 A
Ji = 5 (l + \/TW) (5.15a)
1 A
Jo = 5 (l - 7\/%) (5.15b)
(i, J1,j] = iheipcdk (5.16a)
[J2,i, J2,5] = 1h&ijr ok (5.16b)
[J1i,J251=0 (5.16¢)

Jeder der Vektoren J;, J, bildet offensichtlich eine SU(2)-Algebra, beide kommutieren.
Die Symmetriegruppe des H-Atoms ist also

ixSU(2) xSU(2) =0(4) . (5.17)

5.1.4 Weiteres Beispiel (Teilchen im Kristallfeld)

Ausgangssituation: Atom im freien Raum O(3)-Symmetrie. Wird in einen Kristall mit
kubischer Symmetrie eingebunden. Die Symmetriegruppe ist nun O < O(3).
Aus Tabellen entnimmt man, dass es folgende irreduzible Darstellungen gibt:
A;: Grad 1
Ay: Grad 1
E: Grad 2
F;: Grad 3
F,: Grad 3
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» 11 Termaufspaltung der fiinf d-Zustdnde.

Irreduzible Darstellung der SO(3): D mit Grad 21 + 1. Im kubischen Kristall sind die
Unterrdume zu £ nicht mehr invariant, oder anders ausgedriickt, die Darstellungen D?
sind, wenn sie auf die Symmetrieelemente eingeschrankt werden, nicht mehr irreduzibel.
Eine Zerlegung nach den irreduziblen Darstellungen von ©@ nach (4.35) ist erforderlich.

1

nd =5 2 x@x"9), «eALALEFLF (5.18)

101 s
Man findet:

DO = A, bleibt invariant (5.199)
DY = F, bleibt invariant (5.19b)
D® =FEeF (5.190)
D® =A 0F 0F, (5-19d)
DY =A 0E0oF oF (5.19€)
D® =E®?2F o F, (5.19f)

Man kann also Folgendes aus der Symmetire ablesen: Die S- und P-Zustdnde bleiben
entartet, sie bilden auch im kubischen Kristall einen invarianten Unterraum. Die funf d-
Zustiande zerfallen in einen zweidimensionalen und einen dreidimensionalen Unterraum,
d.h. es gibt eine Termaufspaltung.

5.2 Symmetriereduktion des Eigenwertproblems

5.2.1 Losen durch Diagonalisieren einer Matrixdarstellung
Waihle eine beliebige orthonormal Basis: |e;). Dann gilt

Hlyp) =Ely)
D (exHlej) (ejlw) = E (ex|y)

J

also
> Hyjp; = Egy (5-20)
i

Gleichung (5.20) ist ein Eigenwertproblem, welches aus der linearen Algebra bekannt ist.
Frage: Kann man das Eigenwertproblem (5.20) vereinfachen? Gibt es eine optimale Basis?
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5.2.1.1 Symmetrieangepasste Basis

Das Ziel ist es, die Matrix Hy; aus (5.20) in Blockdiagonalform zu bringen.

*
0

*

0

Dazu zerlegt man den Hilbertraum V in invariante Teilrdume

Nu

k
V= @ Vi(lX) (5.21)

a=1 i=1
mit entsprechender othonormal Basis nach Abschnitt 4.7.3, ndmlich

{\eij‘?‘)) ,(x=1,...k/\i=1,...na/\j=1,...da} (5.22)

Behauptung: Wenn die {le("‘))} Basis zur irreduziblen Darstellung « bilden, so tun das
auch die Vektoren {H |e{i")}.

BEWEIS

D(g) lef) Z ey DI (g (5.23a)

D(g)H| ey ¥ HD(g) e[®) SZSa)ZHIe(m)D(“)(g) (5.23b)

Die Vektoren H \eEJ‘-‘)) transformieren sich nach der Darstellung D™, sind also ganz sicher

()
Hle)y e v = Sy ]

i=1

Eine wichtige Folgerung daraus ist, dass die Matrixdarstellung von H in Blocke zerfallt.

Hll }Vl
H22 }VZ
H= e e (5.24)
Hkk }Vk
Dabei gilt
("‘)lHI By 0 fir =B (5.25)

Die Blocke H** lassen sich wieder vereinfachen und noch einmal in Blocke zerlegen, denn
es gilt
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5.3 Theorem Seien {v§ € V,m =1,...,dy} und {w,‘i e V,n = 1,...,dg} Basisvektoren zu

den irreduziblen unitcren Darstellungen o« und  von G, so gilt
(U;’,‘L\Uﬁ) = 6a,55m,ncm>

wobei C'® nicht von der Zeile der Darstellung m = n abhdngt. X

BEWEIS

1
@l
1

> (D(g) v ID(g)wh)
geG

G 2 2D (@D g) (v wi)
gegr,s

(v |wk)

21 1
2 SapSumn o D (W lwf) (5.26)

—_
=C(x)

wobei D(g) alle Darstellungen enthilt. Der Koeffizient C® heiRt reduziertes Matrixele-
ment. [ ]

Folgerung fiir das Eigenwertproblem: Setze
v = leg)
wPh =H Ie;ﬁ))

so folgt mit (5.26)
(e1e)) = SapOmnCiy (5.27)
Das Matrixelement hdangt nicht von Zahlindex m = n der Vektoren innerhalb der Unterrau-

me V* ab. Folgich gilt mit |e{%),.) jeweils Zeilen aus allen Vielfachheiten. Als Konsequenz
ergibt sich:

» H,,m jeweils Zeilen aus allen Vielfachheiten. Als Konsequenz ergibt sich:
» H*%ist aus d, identischen Blocken aufgebaut.

» Man erhélt n, (in der Regel verschiedene) Eigenwerte E:“)

» Diese sind d-fach entartet (identische Matrizen)

» Die Symmetrie allein unterteilt den Unterraum V(® nicht weiter. Wie die Zerle-
gung (5.23a) aussieht, hangt vom Hamiltonoperator H ab.

Ein Beispiel: Im freien Raum sind die h-Zustiande, also Quantenzahl [ = 5
D® “LY F g 2F o F,

entartet im kubischen Kristall lautet die Zerlegung des Unterraums: Damit existieren vier
verschiedene Eigenwerte der Matrix H®®.
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5.2.2 Stérungsrechnung

Unser Ausgangspunkt ist ein Hamiltonoperator, der aus einem gestorten und ungestorten
Anteil besteht
H=Hy,+ H; .

Dabei hat Hy die Symmetrie Gy und H; die Symmetrie G;. Das Energieniveau E, von H)
ist entartet. Spaltet es mit der Storung auf?

5.2.2.1 G = Gy
Es gibt drei Fdlle zu unterscheiden.

1. Der Unterraum V) zum Eigenwert E, gehort zu einer irreduziblen Darstellung von
G. D.h. H; verursacht nur eine Energieverschiebung.

2. Der Entartungsraum ist reduzibel, aber jede Darstellung kommt nur ein Mal vor:
k
VEo) — @ v
«=1

Die Stormatrix ist diagonal. Es liegt eine zuféllige Entartung vor. Diese wird im
allgemeinen durch die Storung H; aufgehoben.

3. Der Entartungsraum ist reduzibel, aber eine Darstellung kommt mehrfach vor. Es
miissen Untermatrizen der Form (??) diagonalisiert werden.

5.2.2.2 G; < Gy

Die Darstellung D(()"‘) ist i.a. fiir die Gruppe G; reduzibel, vgl. (??).
k
DY = @ ngD? .
B=1
Aufspaltung in 22:1 ng Terme. Vorgehen wie in 5.2.2.1 2 und 3.

5.3 Ubergangsmatrixelemente und Auswahlregeln

Ausgangspunkt ist ein Hamiltonoperator H, mit Eigenzustdnden |a) und |b). Einschalten
einer Stérung, z.B. eine elektromagnetische Welle zum Zeitpunkt t = 0.

H,(t) = O(t)[Fe'®t + Fte ivt] (5.28a)

Die Ubergangsrate berechnet sich zu

S(Ep — E, — hw) [{b|F|a)|* + §(Ep — Eq + hw) [(b|F|a)|?] (5.28b)

21T
Loy = 571
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mit

F ~p - E (Dipolndherung) . (5.28¢)
Es tritt also auf (b|p|a). Fiur solche Betrachtungen sind also Vektor- oder allgemeiner
Tensoroperatoren zu beriicksichtigen. Symmetrien miissen beziglich aller Komponenten

beachtet werden. Um es besonders einfach zu machen sortieren wir die Komponenten so,
dass irreduzible Darstellungen der Symmetrie auftreten.

5.3.1 Tensoroperatoren

Als erstes miissen wir das Verhalten verstehen. Betrachte die Observable S und unitére
Darstellung D(g) von G
D(g): V-V
¢~ D(g)y mit D(g™')=D(g)"' =D(g)". (5.29)

S’ ist dann der Operator, der auf die mit g transformierten Elemente der Hilbertraums

wirkt.
D(g)

\% \%4
l‘ D ls' Folglich: S’ = D(g)SD(g™") (5-30)
g)
\% \%
Defintion Die Menge {S\®,i =1,...,d} bildet einen Satz von irreduziblen Tensoroperato-

ren, wenn sich ihre Elemente nach der irreduziblen Darstellung D'® von G transformieren.

de
D(@)S{D(g™) = > $I"D¥(g). (5.31)
Jj=1 X

5.3.2 Beispiele
5.3.2.1 Ortsoperator
Frage: Wie trnasformiert sich der Ortsoperator x;? Ist er Tensoroperator? Wir beginnen
mit bekanntem Wissen: Transformation der Basisvektoren.
(1.2) ;

~r (1.2 A A

&' > &0 (9) =DV (9)é;
Vektor in Orthonormalbasis

v = Xlél + Xzéz + Xgég (5.32)

Komponenten des transformierten Vektors

DV (g S xiDV ()6, "2 S DY (9)¢; (533)
i I
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Damit

(D(V)(Q)T)j = inDji(g) (5.34a)

(DY (gHr)i = > Dji(g)x; (5.34b)
J

Wirkung auf ein Element des Hilbertraums, skalare Funktion
D(g@)w(x1,x2,x3) = (DY (g7)r)1, (DY (g 1), (DY (g7 N)1)3) = b(r) (535
Die Wirkung des Ortsoperators ist aus der Quantenmechanik bekannt
X (X1, X2,X3) = X (X1, X2, X3) (5.36)

Das folgende kommutierende Diagramm beschreibt dann die Wirkung im transformierten

Raum.
D(g)

D@y =¢

’
Xi x;

xip 29 xip = D(g)x:iD(g ")

Jetzt berechnet man

xip(r) = D(g@)x:D(g @) °Z D(g) x;p(DV (g)r)
%(—J
P(r)ev
=dDV (g Hr) =DV (g Hrid(r) (537)

Man liest ab

D(@%:D(g™") 2 (DY (g ")), CE S DY (9)%; (5.38)
' J

r transformiert sich wie die Basisvektoren é;, erfullt (5.31) und ist somit irreduzibler
Tensoroperator (Vektoroperator).

5.3.2.2 Impulsoperator

. h
piY(x1,Xx2,Xx3) = —

: me(xl,xbm) (5.39)
Diagramm
D(g)
Y ——— D@y =¢
pi p;
n D@ pn 3

L W T ®=D@] D@ ")
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Dazu eine Nebenrechnung

2 (D) o aixww(v)(g*)r)
J

0X;j
WM (g1 .
_ Z (,U,i(D(V) (g—l )¥) W
i XJ
(5:34b) Zw‘i(D(V)(g—l)r)Dﬁ/)(g) (5.40)
Also
(D(@w),; "2 3 DV (g DY (9) (541

Durch Multiplikation mit DY}’ (9) und Ausnutzung der Orthogonalitéitsrelationen

3

D(g)(y,) 2 Z @w), DY (9) (5.422)
oder
3
D(9)piD(g™) = X p; (D(g)yw) DY (9) = P (5.42b)
i T

aus dem kommutierenden Diagramm. Der Impulsoperator transformiert sich wie é; und
X; und ist ein Vektoroperator.

5.3.2.3 Hamiltonoperator

Da der Hamiltonoperator

p?
H=_—+V(r)
2m

die Symmetrie G besitzt, gilt
D(g)HD(g™") =H

H transformiert sich nach der Einsdarstellung.

5.3.3 Operatorprodukte

Zwei Satze von Operatoren transformieren sich nach der Produktdarstellung

D (g) = DI (9)DE) (9) (5.43)
%P1 =D (@)DY) (@) X1Pm (5.44)

Damit lasst sich auch das Transformationsverhalten des Drehimpulses bestimmen.

Zi = Eijkfcjﬁk ’ Zigirs = )%Yﬁs - )esﬁr (5-45)
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5.4

D(g)liD(g 1)2"“’; Dy} (@)D (@) %1Pm = —€ix D)} (@) DY) () Xm Py

1 U |
= 5Dy (@D} (9) Kibm — XmP1) = 5 Eam€iinDyj” (9 Dy (9)1s

= det(D"Y (g))DYI; (5.46)

Transformationsverhalten axialer Vektoren.

5.3.4 Wigner-Eckart-Theorem

Nun kénnen wir eine wesentliche Aussage iiber das Verschwinden/Nichtverschwinden von
Ubergangsmatrixelementen fassen (Auswahlregeln). Sei {Si“”, i=1,...,dy} ein Satz irre-
duzibler Tensoroperatoren zu D® und {(,U}B ), j=1,...,m} ein Satz von Basisfunktionen
zu D®_ Dann gilt fiir eine Transformation

D(g)Si(O()LIJ;-B) D(g)Sm)D(g’l)D g)([J(B) (531 ZS(O() (B)D(Lx) g)D(B)(g)

Die Produktdarstellung ist im Allgemeinen reduzibel. Wir entwickeln nach irreduziblen
Darstellungen y.

S 420N @ (ysklad, Bj) (5.47)
Y.s,k

Fiir uns interessant sind Ubergénge, vermittelt durch die Matrixelemente.

(S) |S(O<) | (p;ﬁ)> +0?

647 Z (WP 1p”) (ysklad, Bj) = > (pi |9 @) (esm| i, Bj) (5.48)

Y5,k s

Man schreibt tiblicherweise

(Q)|(p(es)) — (W(Q)HS(OOHW([?))S (5.49)
und nennt es reduziertes Matrixelement. Das ist das Wigner-Eckart-Theorem.

Theorem Die Abhdingigkeit des Matrixelements

(W18 WPy = S w180 @), (yskl e, B (5.50)

von den Zeilenindizes (Komponentenindizes) i, j, k steht ausschliefilich in den durch die
Symmetrie bestimmten Clebsch-Gordan-Koeffizienten. X
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Anmerkungen

Allein die Symmetrie entscheidet durch die Clebsch-Gordan-Koeffizienten, ob mit einem
Operator aus der Darstellung « ein Ubergang von einem Zustand aus B zu einem aus y
moglich ist. Sie entscheidet auch, welche Basisfunktionen j aus  mit welcher k aus y
kombinieren kann, wenn nur die Operatorkomponente Sf‘” wirkt.

Die Stéirke des Ubergangs entscheidet sich durch den Wert des Clebsch-Gordan-Koeffizienten
und den Wert des reduzierten Matrixelements, der aber nicht von den verwendeten Kom-
ponenten abhéangt.

Ist S ein invarianter Operator (z.B. skalarer Operator), so gilt

(ysklai, Bj) = 6yp6k;j (5.51a)
(WSO PP®) = 8ypclP) (5.51b)

Spezialfall (5.26), (5.27).

5.3.5 Anmerkungen
5.3.5.1 Elektrischer Dipoliibergang im Zentralpotential

Die Symmetrie des Potentials ist SO(3), Basisfunktionen |n, [, m), irreduzible Darstellung
l. Die Vektordarstellung DV (g) ist (0.B.) identisch mit der Darstellung D) (g) zul = 1,
also kann man fiir den Vektoroperator p im Dipoloperator schreiben

pE - —pOED  pES — pVEY 652

Zirkulare Basis: Eg = E,, Ey = (Ex +1E,) /2, E_| = (Ex —iE,) /2.
Sei nun beispielsweise

EY =EY =0 (5.53)
p-E=-pYEY (5.53b)

Die Matrixelemente sind also
M OZ BNy Lmy | p ) Inalyms) (5.54)

und das Wigner-Eckart-Theorem liefert

M zziz: Z (1’1111||P“)||7’lzlz>5 (Lisimy|1 -1, lbm,) (5.55)
. s \ \ J

héangt nicl?{von m ab (:l:)
(*) bestimmt die Auswahlregeln und aus allgemeinen Eigenschaften der Clebsch-Gordan-

Koeffizienten folgt, dass m; = m, — 1 und I, € {l, — 1,1, + 1}, also Am = —1 und
Al = +1.
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5.3.5.2 Teilchen in einem Potential mit C;, -Symmetrie

Die Figenzustdnde entstammen einer der folgenden drei irreduziblen Darstellungen.

e e3¢t {oy,0),00}
A1 1 1
A, 1 1 -1
E 2 -1 0

Sei E = E,é,, das Ubergangsmatrixelement ist proportional zu {f|z|i). z transformiert
sich mit der Einsdarstellung und es folgt nach (??) und (??)

(ysk|A,0,Bj) = 5,p6;

Es sind keine Uberginge zwischen Zustinden verschiedener Darstellungen moglich.

Sei nun E = E.é, und (f|x|i). Anfangszustand sei eine Basisfunktion zu A;. Der
Dipoloperator stammt aus der Darstellung E. Ein Endzustand ist méglich aus D) <
A; ® E. (Dann verschwinden die Clebsch-Gordan-Koeffizienten nicht zwangsweise, es gibt
Komponenten, fiir die sie nicht verschwinden) Also moglich aus A® E = E.

Zweites Beispiel: Der Anfangszustand transformiert sich nach E. Der Endzustand ist
moglich aus E® E = A; @ A, @ E also beliebig.
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Liegruppen

Liegruppen sind kontinuierliche Gruppen, die auch Eigenschaften einer differenzierbaren
Mannigfaltigkeit besitzen. Diese zusdtzlichen Eigenschaften lassen sich zum Verstandnis
und in der praktischen Anwendung nutzen.

6.1 Was sind Liegruppen?

6.1.1 Vergleich mit diskreten Gruppen
6.1.1.1 Indizes in diskreten Gruppen

In endlichen Gruppen lassen sich die Elemente einfach mit Zahlen aus Z durchnummerie-
ren.

> Beispiel C, = {cy). Eine mogliche Nummerierung ist
Ji=ci, i=0,1,....,n-1 (6.1)
mit der Indexmenge I = {0,1,...,n—1} C Z. <

Prinzipiell ldsst sich dann die Verkniipfung der Gruppenelemente allein durch die
Indizes ausdriicken, indem man eine Funktion @ einfiihrt

@:IxI, i,j~@®,Jj)mitgeq; = Ji- J; (6.2)
> Beispiel Cy: @(i,j) =1+ jmod n. I«

Eine haufige Notation ist i — 1 fiir das inverse Element und ¢ fiir das neutrale Element.
Das funktioniert auch fiir abzdhlbar unendliche Gruppen, I = Z oder 7".

6.1.1.2 kontinuierliche Gruppen

Héangen von einem oder mehreren kontinuierlichen Indizes ab

{g(a), 0= (e1g,...,00) €R"} (6.3)
> Beispiel Matrixgruppen:
(255 B A § T
g=1|: ! | €GL(n,R) (6.4)
Kn1 e Knn I
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Die Anzahl der unabhdngigen reellen Parameter nennt man Dimension der Gruppe. Fir
die Parameter gilt dann z.B.

((Xl 0‘2) (/31 ﬁz) _ (“131 + 0Bz o B+ 0(2B4) _ (Yl 3’2) (6.5)

o3 &g) \Bs PB4 o3B1 + oafs oBa + xafa Ys Ya
Die Gruppeneigenschaft tibertragt sich auf den Parameterraum und es gilt fiir die Funk-
tionen @:
Yy=@p). (6.6)

6.1.2 Algebraische topologische und differenzierbare Eigenschaften
6.1.2.1 Definition der Liegruppe

6.1 Defintion Eine Liegruppe der Dimension v ist eine Menge G, die zugleich Gruppe und
zusammenhdngende v -dimensionale Mannigfaltigkeit ist und in der beide Eigenschaften
analytisch vereint sind. X

L. Ist G(e)g(B) = g(¥), so gilt
y=0@p), y'=op" ... BB, BY) (6.7)
und die Strukturfunktion @* sind analytisch.

2. Die Gruppeneigenschaften spiegeln sich in den Eigenschaften der Strukturfunktio-
nen @ wider.
» Assoziativitat
(@ B),y) =@, @B,y)) (6.8)
» Sei g(&) = e das Einselement (meist € = 0), so gilt
P& x) =@a, &) = x (6.9)

» Istg(&) = g(a™'), so gilt
P& 0) =@(a,&) =&

und & hiangt analytisch von « ab.

6.1.2.2 Mannigfaltigkeiten

Differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind Verallgemeinerungen von glatten Flachen im
Raum. Eine differenzierbare Mannigfaltigkeit M" der Dimension n ist ein (hausdorffscher
topologischer) Raum, fiir den ein Koordinatennetz oder ein System von iiberlappenden
Koordinatennetzen (einen Atlas) gibt.
Kartenabbildung
Y:U—-R", p~u(p)
Mit einem Atlas tiberdeckt man die gesamte Mannigfaltigkeit M = |, Uy. In einer nicht-
leeren Schnittmenge gilt: Bei einem differenzierbaren Atlas sind alle s differenzierbar.
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6.1.2.3 Beispiele
GL(1,R) = R\ {0}
» () =«

» Der positive Halbstrahl GL, (1, R) ist eine Liegruppe. Er enthélt das neutrale Element
& =1 und das zu « inverse Element & = 1/ .

U(1) = {e* |0 < ¢p <21} = S! =S0O(2)
» Ist eindimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit
» p(e'?) = ¢ mod 21
» neutrales Element ¢p = 0

» inverses Element ¢ = 217 — ¢

6.1.2.4 weitere Anwendungen
6.2 Defintion Eine Liegruppe heifit
» kompakt, wenn der Parameterbereich beschrdnkt ist (vgl. U(1))
» einfach, wenn sie nur die trivialen Normalteiler G und {e} enthdilt
» halbeinfach, wenn aufier G alle anderen Normalteiler abelsch sind (vgl. Def. 2.20) X

Mit dem Wissen liber Mannigfaltigkeiten konnen Liegruppen abstrakter als in Def. 6.1
eingefiihrt werden.

6.3 Defintion Eine Liegruppe ist zugleich Gruppe und differenzierbare Mannigfaltigkeit G,
wobei das Gruppenprodukt

GXG—G
und die Abbildung von g nach g~ differenzierbare Abbildungen sind. X

6.2 Liegruppe und Liealgebra

Die Liealgebra ist auf dem Tangentialraum der Mannigfaltigkeit gegeben.

»| Beispiel zweidimensionale Liegruppe mit Koeffizienten !, &* € R. I«
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6.2.1 Liealgebra einer Matrixgruppe

Die Gruppe habe die Elemente G = {g(«x)}. Die Liealgebra ist der Tangentialraum am
Einselement (normalerweise & = € = 0). Sie wird von den Erzeugenden

g
Jx = 30tk | wco (6.10)
aufgepsannt.
»| Beispiel U(1) = {e'* |0 < ¢p < 217}
d .
el =i (6.11)
do $=0

Liealgebra von U(1) ist iR oder anders ausgedriickt: i ist infinitesimaler Erzeuger von
U(1).

el ~ 1 + i (6.12)
I«
»| Beispiel SO(3)
g(@',0,0) 2 1cosw; +6; ® 8, (1 — cos w;) + sin w;é; x (6.132)
d 0O 0 O
S g CBs =10 0 1|, mit (L) = —ieg (6.13b)
@ lot-o 0 -1 0 0

Mit dem Weg {x(t),t € R, x(0) = 0} im Parameterraum gilt
dg _ og do” o daf
a % doxw a g‘ dt

dt «=0 dt
Ist Vektor im Tangentialraum.

at tZOJK (6.14)

t=0 t=0

6.2.2 Linkstransport eines Tangentialvektors

Sei h € G und g(t) ein Weg nach (6.14), also durch die Identitat mit Tangentialvektor

dg
= —1 . 6.
U=l (6.15)

Dann ist hg(t) ein Weg durch h mit Tangentialvektor

d

ahg(t) (6.16)
aus dem Tangentialraum T, G an h.
Bezeichnung: %hg(t) ist der linkstransportierte Vektor Lyv € T, G. -

Die Menge der linkstransportierten Vektorfelder

G-Tg
g—v(g) =LveTyG,veTl.g

ist isomorph zur Liealgebra.
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6.2.3 Kommutator und Liealgebra

Bilden die Tangentialvektoren eine Algebra? Dazu muss im Tangentialraum ein Produkt
existieren. Eine Liealgebra liegt vor, wenn als bindre Operation (Produkt) der Kommutator

vorliegt:
[,-]l:vxv—-v

6.1
(A,B) ~ [A,B] (617
Fir die Basisvektoren muss also [J, Ja] wieder eine Linearkombination der J, sein
[JK)J/\] = C::)\Jp (6.18)

Die C%, heiRen Strukturkonstanten. Dabei ist die Liealgebra immer durch die Gruppen-
struktur gegeben. Die Strukturkonstanten bestimmen sich aus den Strukturfunktionen
@(«x, B). Um das zu sehen starten wir mit

g(x) =g(B)g(ay) fiir ein festes o (6.19)
Es folgt
x=@(B, o) (6.20a)
B = @&, &) (6.20b)
P
ag(i‘) (6.19) 0g9(B) aBK g(e0) (6.21a)
ox o op* B=p(xp,&0)=£=0 oo &=&o
wobei
2g(B) 3
B |0 =J, (6.21b)
p P
oB _ 097 () (6.210)
00K |q=ay 00K | g
)
‘g(?f) = Al (ex0)Jpg (o) (6.22a)
0.4 [0
insbesondere &y = «
09 (&)
s |u ™ A () Jpg (o) (6.22b)

«( ist weiterhin fest aber auf den Wert « gesetzt, an dem die Ableitung gebildet wird.
Partielle Differentiation

02 oAL 0
60(‘750(“ = 80(‘7Jpg(a) Ak g;(:)
AL .
= Jog (&) + AL () J, AL J+ g (x) (6.23)

C dxe
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Speziell fir & = € = 0:

P P
A2 (g) 629 0P’ (&, ) _ox” 50 (6.242)
ook x—e 00K
g(&) =0 (6.24b)
Also insbesondere
0°g (6.23) 0A%
d0T0ar | (6a Jelo + 3 5(E)]p )€ (6.25)
Da die zweiten Ableitungen vertauschen:
0%g _d%g _o
07Ok | . Qoo | .
5.2 0AL  0A%
2 [J Jo] - {aa‘; - W}Jp (6.26)
L ——
Cho

Die Strukturkonstanten lassen sich eindeutig aus den Strukturfunktionen und damit aus
der Gruppenstruktur bestimmen.

Anmerkung: Das Produkt der Liealgebra (6.17) (der Kommutator) ist nicht assoziativ. Es
gilt die Jacobi-Identitat

[.]Kv [J(T;Jp]] + [.]o'y [Jp:]x]] + [.]ps [JK!J(T]] =0 (6.27)

—

6.2.4 Der umgekehrte Weg: Von der Liealgebra zur Liegruppe

Wir haben gesehen, dass die Liealgebra eindeutig aus der Liegruppe folgt. Gilt das auch
umgekehrt?

Theorem (Satz von Cartan) Sei L eine v-dimensionale reelle Liealgebra. Dann gibt es bis
auf Isomorphismen genau eine einfach zusammenhdngende v -dimensionale Liegruppe G,
deren Liealgebra L ist. X

6.2.4.1 Bemerkungen

Einfach zusammenhdngend heil’t: Jeder geschlossene Weg kann stetig zu einem Punkt
kontrahiert werden. Viele Liegruppen besitzen dieselbe Liealgebra (z.B. U(1) und R oder
SU(2) und SO(3)). Nur eine ist einfach zusammenhingend. Sie heift universelle Uberl-
gerungsgruppe. Alle anderen Liegruppen mit derselben Liealgebra werden durch die
Faktorisierung mit einem diskreten Normalteiler H gewonnen, z.B.

SO(3) =SU(2)/Z, .

~
N
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6.2.4.2 Exponentialabbildung

Den Weg von der Liealgebra zur Liegruppe stellt die Exponentialabbildung her. Dazu
betrachtet man das Element
M= o], (6.28)

der Liealgebra. Dann bildet
tM < 1 nyn 1 2a12
e™M = N —"M" = 1+ tM + S t°M% + - - - (6.29)
—n! 2

eine eindimensionale Untergruppe der Liegruppe. Jedes Element der Liegruppe ist in einer
solchen Untergruppe oder ist das Produkt aus Elementen dieser.
6.2.4.3 Beispiel
SO(3): (L;) jx = —ig;ji bilden die Liealgebra. Die Elemente der Liegruppe sind

el(@iL+walp+w3L3) (6.30)

6.3 Die Liegruppen SU(1)

Die Liegruppen SU(n) haben in der Physik eine herausragende Bedeutung und sollen hier
genauer untersucht werden. Sie sind halbeinfach und fiir solche Gruppen gibt es einen
systematischen Weg die Basiszustande der irreduziblen Darstellungen zu finden.

Es gibt fiir g € SU(n)

glg=1 (6.31a)
detg =1 (6.31b)

Der Parameterbereich ist offensichtlich beschrankt, denn fiir die Matrixelemente gilt

>lagl? 21 (6.32)
i
sind kompakt.

6.3.1 Cartan-Weyl-Basis der Liealgebra SU(n)
Unabhédngige Parameter:

» Die Matrizen haben 2n? reelle Elemente
» aus (6.31a) folgen n? Bedingungen

» aus (6.31b) folgt eine Bedingung
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Es bleiben also n? — 1 unabhéngige Parameter. Die Dimension des Tangentialraums (der
Liealgebra) dimV = n? — 1.

Die bengtigten n? — 1 Basisvektoren lassen sich systematisch aufbauen, nimlich:

Es gibt n — 1 untereinander kommutierende Basisvektoren, die sogenannte Cartan-

Unteralgebra.
{H|l=1,....,n-1}, [H;H;]=0 (6.33)
1
-1
_ 0
H =C (6.34a)
0
1
1
-2
H, =C 0 (6.34b)
0
1
1
H =G -1 (6.34¢)
0
0
1
1
Hy 1 =Ch (6-34d)
1
-n+1

Dartiber hinaus kann man die restlichen n(n — 1) Basisvektoren {E;; | 1 <i = j < n}
uber folgende Kommutatorbeziehungen festlegen.

[Hl,Eij] :Tl,ijEijv l=1,...,n—1;i=#j=1,...,n (6.353)
[Eij,Evj ] =06, Ei (6.35b)
[Eij, Eji] = Linearkombinationen der H; (6.350)

Die Relationen (6.35a), (6.35b), (6.35¢) legen die E;; fest, es sind jedoch auch Linearkombi-
nationen von diesen als Liealgebra moglich. Wichtige Wahlen sind:
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» sogenannte Leiteroperatoren (Bedeutung wird klar in 6.3.3) nach (6.35a), (6.35b),
(6.35¢) nicht hermitesch

(Eij)mn

» Hermitesche Matrizen

6.3.2 Beispiele

6.3.2.1 SU(2)

Hier gilt

6.3.2.2 SU(3)

pR (637D 1 (0

6.
H, ( 34a) (

(6 3ba)

1
R (6.37b) 1 (0

12 (6370 2

2L (6370 2

1
2
(6 3ba) ( 1

A
o o

=4,

méjma

i+J

Ef = Cij(Eij + Eji)
i =1Ci; (Eji

- Eij)

Hier gibt es 3 — 1 = 2 Elemente der Cartan-Unteralgebra

2016-05-25
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(6.36a)

(6.36b)
(6.36¢)

(6.37a)

(6.37b)

(6.370)

(6.37d)

(6.37€)

(6.38a)

(6.38b)
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Die weiteren Basiselemente sind

1 0 1 O
Ef=5(1 0 0 (6.392)
0 0 O
1 0 —-i 0
E,=5 (1 0 0 (6.39b)
0O 0 O
1 0 0 1
Ely=510 0 0 (6.39¢)
1 0 0
1 0 0 -i
El, = 5 0 0 O (6.39d)
i 0 0
0 0 O
R 1
E5; = 5 0 0 1 (6.39¢)
0 1 0
1 0O 0 O
El = > 0 0 -i (6.39f)
0 i O
Aus (6.36a) wiirde man mit
(H) mn = 2\lmémn (6.40)
erhalten _ '
([HL, EijDmn = AL =A)) 6imSjn = (Al = A (Eij)mn (6.41)
() [
(6.36) (6.35a)
=" (Eij)mn =i

6.3.3 Eigenzustinde und Wurzelsystem
6.3.3.1 Eigenzustinde der Darstellung

Die Operatoren H; aus (6.34a), (6.34b), (6.34¢) zeigen, dass es n — 1 kommutierende
Observablen geben muss um die Eigenzustande der Lie-Algebra SU(n) zu definieren.
Dariber hinaus findet man n — 1 Casimir-Operatoren

n2-1

Cn= > CFch

i1 iz

im,Jm

Judin Jiw, Mm=2,...,0n (6.42)

0,J1 e bmojm

mit den Strukturkonstanten (6.18). Fiir die Casimir-Operatoren gilt
[CmyHl] = [CmyEij] =0 (643)

» kommutieren mit allen Elementen der Lie-Algebra
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» kein Element der Lie-Algebra kann die Eigenwerte der C,, dndern

» Nach (6.29) miissen dann die C,, auch mit allen Elementen der Liegruppe vertau-
schen und kein Gruppenelement kann die Eigenwerte andern.

Sinnvolle Erklarung: Die Eigenwerte der C,, sind fiir alle Vektoren in einem invarianten
Unterraum zu einer irreduziblen Darstellung identisch. Sie definieren die irreduzible
Darstellung, das ist sogar eindeutig. Die Eigentwerte w; der H; konnen sich aber dndern.
Sie konnen zur Wahl der Basis innerhalb eines invarianten Unterraumes herangezogen
werden.

6.3.3.2 Gewichtsvektoren
Wir benennen unsere Vektoren innerhalb eines invarianten Unterraums

lw, p(w)) = w1, wa,..., wWy_1, d(W))

wobei p(w) der Entartungsindex ist, falls w den Zustand noch nicht eindeutig beschreibt.
w heilt Gewichtsvektor.

6.3.4 Leiteroperatoren und Wurzelvektoren

Es gibt aufgrund der Wahl als gemeinsame Eigenzustdnde zu allen H;

H|lw, p(w)) = w; |w, u(w)) (6.44a)
H|w,p(w)) = w|w, u(w)) (6.44b)
mit
H,
H=| : (6.440)
Hp

wir lassen H; auf E;; |w, u(w)) wirken.

(6.3:5a)

HE;; |w, i) (r,i;Eij + EijH)) |w, p) = (1,5 + W) Egj | w, p) (6.45)

ist Eigenzustand zu H; mit Eigenwert 7;;; falls E;; |w, u) # 0. Oder anders ausgedriickt

Eijlewo,u) = > Cu lw +7ij, 1) (6.46)
"
wobei der Wurzelvektor
M.,ij
¥ij = (6.47)
Vn-1,ij

eingefiithrt wurde. Dann gibt es n(n — 1) (so viele wie E;;). Ohne Entartung gilt

Eij lw) = |w + 745) (6.48)
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Bedeutung
6.2 Theorem Jedes Gewichtssystem einer irreduziblen Darstellung von SU(n) ist ein endliches
Untergitter eines (n — 1)-dimensionalen Wurzelgitters. X

n — 1 der n(n — 1) Wurzelvektoren sind linear unabhéangig, sie bilden die Gitterbasis.

Ein Gewichtsvektor heillt positiv, wenn die erste nichtverschwindende Komponente
positiv ist.

Der Vektor w, heilt groRer als w,, wenn w, — w;, positiv ist.

Es gibt ein maximales positives Gewicht (ergibt sich aus dhnlichen Argumenten wie
|m| < I beim Drehimpuls) dieses definiert &quivalent zu den Casimir-Operatoren eindeutig
die Darstellung.

6.3.5 SU(2)
Hier ist n = 2. Es gibt also n — 1 Operatoren in der Cartan-Unteralgebra
.372) 1
HI (6;73) EO—Z
und n — 1 Casimir-Operatoren

3
(6.42)
G = > EiguiEinin i
i1,j1,i2,J2=1
3
- 2> Enhpnantinty

i1,J1,02,J2=1

3
Z OiinJiy Ji

i1,i2=1

3
=D =R+ IE=T
i =1
Bekanntes Ergebnis aus der Quantenmechanik. Es gibt gemeinsame Figenzustinde zu J>
und J.. Der Gewichtsvektor enthélt den Eigenwert zu H, = J, = 0./2, er ist eindimensio-
nal, damit ist das auch der einzige linear unabhéngige Wurzelvektor.
Man berechnet

a7 1
HyEyp |Jm) ®ZY 5020 1Jm)
1
= (mEUZ + cn) [Jm)
= (EioHy + Ep2) |Jm) = (m + 1)Eqp |Jm)
OB (m 4 r) lJm), na=1=-1n (6.49)

Damit ist die Form des eindimensionalen Wurzelgitters gegeben.
—e— 0 —0¢ —0 —0 —0 — 06 —)
m-2m-1 m m+1m+2
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Welche Werte sind méglich?
Weitere Bedingungen entstehen durch Forderungen an die Zustandsvektoren |Jm). Hier
die Normierung des Vektors Ei; | Jm).

(JMIELERIJm) = (Jm|J_J |Jm) = (Jm|J* - JZ = J.|Jm)
=(JJ+1)-m?*-m){Jmljm) =0

es folgt

JUJ+1)-m(m+1)=0 (6.50a)
JUJ+1)-m(im-1)=0 (6.50Db)

und damit fir die extremalen Werte von m

aus (6.s0a) m>0 J(J+1)=2mim+1) - Mmpx=J (6.51a)
aus (6.50b) m<0 J(J+1)=m(im-1)=—-\m|(-m|-1)=m|(lm|+1)=]
— Mmin = _J (6'51b)

Da wegen (6.49) —J = Muyin = Mmax — K = J — k mit k € N gelten muss, folgt h = 2J oder
J=nh/2,also
Je1{0,1/2,1,3/2,...} (6.52)

Wurzelgitter sind eindeutig gegeben:

1. zur Darstellung J =0 ——¢—————»
0

2. zur Darstellung J =1/2 ——eo—+—+——»
-1/2 1/2

3. zur Darstellung j =1 —e——+—o+—
-1 1

Entartungsindex wird nicht benétigt, da alle Zustdnde eindeutig durch |Jm) gegeben sind.

6.3.6 SU(3)
6.3.6.1 Fundamentaldarstellung

Hier ist n = 3. Es gibt also n — 1 = 2 Operatoren in der Cartan-Unteralgebra, zwei
Casimir-Operatoren, zwei linear unabhingige Wurzelvektoren und ein zweidimensionales
Wurzelgitter.

Ublicherweise liegen uns die Gruppen SU(n) bereits in Matrixform vor, siehe z.B. (6.38a),
(6.38b), (6.39a), (6.39b). Fundamentaldarstellung aus der das Wurzelsystem abgelesen
werden kann.

2016-06-01 79



6.3 | DIE LIEGRUPPEN SU(1)

Missing

figure

» 12 Graphische Darstellung in der Fundamentaldarstellung.

Fur SU(3) das Gewichtssystem aus (6.38a), (6.38b)

1 1
w? = 5 (Uﬁ) (6.53a)

1 -1
w®? = 5 (Uﬁ) (6.53b)

0
w® = (_1/\/§> (6.53¢)
Wurzelvektoren
— e — (D) ggy(2) (6530) 1
Y2 = 721 =W W b (0> (6.542)
123 =~ = w? - w® = 1 <_1> (6.54b)
2 \V3 )
Y31 = -7 =ou(3)—ou“)=—1 1 (6.54¢)
1 13 2\v3 .54

Nach (6.43) unabhéngig von der gewdhlten Darstellung. Hat man einen Gewichtsvektor,
so folgen daraus alle anderen tiber zwei Vektoren aus (6.54a), (6.54b), (6.54¢).

6.3.6.2 Eigenspektrum

Eine Darstellung wird tiblicherweise durch die Casimir-Operatoren angegeben. In SU(3)
keine sinnvolle physikalische Bedeutung. Man wahlt zwei andere Quantenzahlen.

Innerhalb der Darstellung: H; und H, charakterisieren die Zustinde, aber nicht eindeu-
tig. Entartungsindex u wird benotigt.
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Zur Bezeichnung der Zustdande: Operatoren mit physikalischer Anwendung.

I. = E}, +iEl, (6.552)
I = H, (6.55b)
Komponenten des Isospin.
U. = EX +iEl, (6.56a)
V. = ER +iEl, (6.56h)
2
Y=—H 6.56C
\/§ 2 ( 5 )
Zusatzlich sind fiir Anwendung noch interessant die abhédngigen Operatoren
3 1
Us = ZY — 513
3 1
V3 = ZY + 515

Alle Zustdnde einer Darstellung (eines Multiplets) erhédlt man dann in folgender Form:
Der Ausgangszustand ist der Gewichtsvektor mit maximalem positiven Gewicht (w; =
i3 = Eigenwert von I3 ist maximal). Das ist

1 n,
2 (\%(n] + 2n2)> (6.57)

Dieser Zustand erfullt V. [Wmax) = Us |Wmax) = 0. Alle weiteren folgen durch Anwendung
von Kombinationen von I., V., U., denn dies sind alles Auf- und Absteigeoperatoren wie
die Kommutatorrelationen

Wmax =

[x3,x.]1=%x., xel{l,V,U} (6.58)

zeigen. Vgl. [J;, J.] = £ J. fir SU(2). Gleichung (6.58) zeigt aber auch SU(2) und damit
die Eigenschaften des Spektrums von SU(2) treten mehrfach on SU(3) auf.
Die entarteten Zustdande kénnen eindeutig durch

1
P=L+L+I= E(LL +II)+13 (6.59)

unterschieden werden.
u=1r (6.60)

Also vollstandige Beschreibung der Zustande durch

IC,w,p) = [ni,n2, I?, I3, YV) (6.61)

—
aus Cp,(3 M w1 W2
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Missing

figure

» 13 Wurzelsystem von SU(3).
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Anwendungen der Liegruppen

7.1 SU(3)-Klassifikation von Quarks, Mesonen und Baryonen

7-1.1 Vorbemerkungen

Historisch: Erste entdeckte Elementarteilchen lieRen sich durch ihren Isospin klassifizieren,
z.B.

» Proton p

» Neutron n

zwei Teilchen nahezu gleicher Masse, die sich in der Ladung unterscheiden.

1
Tsp = > (7.1a)
Ty = & (7.1b)
3n — 2 7-
Zusatzlich wichtige Quantenzahl: Baryonenzahl B = +1 fiir Baryonen, B = —1 fir ihre
Antiteilchen. Dann Berechnung der Ladung zu
1
Q = EB + T3 (7.2)
21 1
QL w2t t
e 1 1 _
Qn @2 2 0

Zweites Beispiel: Pionen, keine Baryonen, sondern Mesonen, also B = 0
7T+|T3:1_'Q:1| T(O,ngQ—'Q:O, 7T7|T3:_]-_'Q:_]-
Alle diese Teilchen lassen sich in Multiplets einer SU(2)-Symmetrie anordnen.
1 1

2" 3 2

mw: T=1,T3=-1,0,1

p,n: T=

Es folgte die Entdeckung weiterer Teilchen, die sich nicht einordnen lieRen, ,seltsam*
verhielten. Notwendigkeit der Einfiihrung einer weiteren Quantenzahl S Strangeness, die
unter der starken Wechselwirkung erhalten ist. Daraus dann

Y=B+S (7.38)

1 1 1
Q—EY+T3—EB+§S+T3 (7.3b)
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Diese Teilchen lieen sich durch eine SU(3)-Symmetrie erkldren. Die Lagrangefunktion
der starken Wechselwirkung muss invariant unter SU(3)-Transformation sein. Auffallig
war: Die Teilchen lieRen sich alle in Multipletszu den Darstellungen (n,, ;) anordnen,
aber ausgerechnet die einfachsten (1,0) und (0,1) kamen nicht vor. Warum? Zuséatz-
lich, mit der Entdeckung immer neuer Teilchen wurde alles uniibersichtlicher: Zoo der
Elementarteilchen.

Ausweg: Postulat von fundamentalen Teilchen, den Quarks, durch Gell-Mann als mathe-
matische Konstrukte. Die Quarks existieren als Zustande aus den irreduziblen Darstellun-
gen (1,0) und (0, 1). Alle bekannten Baryonen setzen sich aus irreduziblen Darstellungen
der direkten Produkte der Quarks zusammen.

7-1.2 Quarkmodell
7-1.2.1 Quarks als (1, 0)-Darstellung

Die Darstellung (n; = 1,n, = 0) ist die bereits in ?? erwdhnte Fundamentaldarstellung.
Maximales positives Gewicht (6.57).

_if1
wmax*2 1/\/§

7.1.2.2 Physikalisch relevante Quantenzahlen

Aus der Darstellung liest man folgende Quantenzahlen ab:

1C, 0, 1) 2 (1, o), 1,15, X ) (7.4)
Darstellung Isospin Hyperladung aus (7.3a)
Dann
1 1
. Y=2,==
! 37373
a1l 1 2
= - ===
Q 6 2 3
1 1 1
up-Quark u = (1,0),§,§,§>
1 1
. Y=2=-=
2 38773
1 1 1
Q=5"2""3

down-Quark d = [(1,0), 3,3, %>

1
3
strange-Quark s = |(1,0),0,0, —§>
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Missing

figure

» 14 Maximales positives Gewicht.

7.1.2.3 Anti-Quarks

Die Antiteilchen zu den Quarks treten in diesem Modell als Zustdande aus der (0,1)-
Darstellung auf. Maximales positives Gewicht:

_ 0
Wmax = 1/V3

1 1
) Y=—§, I3=—§
1 1 2
Q="6"2""3
w=(0,1),-3,-3,-%)
1 1
(2) Y——§, 13—5
1 1 1
Q="g+373
d=[01.313.-3)
2
(3) Y—g, =0
2 1
Q=g*t0=73

5=10,1,0,0,%)

7.1.2.4 Zusammenfassung

Wir erhalten drei Quarks und drei Antiquarks aus beiden Fundamentaldarstellungen,
siehe Abbildung 15.
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(ny=1,n,=0)=3

Y,

A
d u
| ; ; | >
1 1 -
-1/2 1/2
—2/3 %S

» 15 Fundamentaldarstellungen.

7.1.3 Mesonen

n=0,n,=1=3

Y,

2/3

= #\fs

A
S
f
e
d

Mesonen sind aus jeweils einem Quark und einem Antiquark zusammengesetzt. Im Ansatz

des Quarkmodells bedeutet das:

(1,0) ® (0,1) =

383=108

(0,0) ® (1,1)
[ ——

irreduzible Darstellungen

Man findet als ein Singulett (0, 0), das ein Meson enthélt, das

n' =1(0,0),0,0,0)

(7.5a)
(7.5b)

Daneben erhilt man ein Oktett. Die Zustande in diesem lassen sich einfach finden, da die
Quantenzahlen Y und I5 bei Operationen aus SU(3) erhalten bleiben und das somit auch
in direkten Produkten der Fall sein muss. Alle moglichen Summen der Quantenzahlen aus

(1,0) und (0, 1) kommen vor.
Diese Zustande sind

K =|(,1)
K*=]1,1)
T =1(1,1),1,-1,0) ,
m =1(1,1),1,0,0) ,
n=1(1,1),0,0,0) ,
m"=1(1,1),1,1,0) ,
K =],

86

-nl), Q=0

1), Q=1
Q=-1
Q=0
Q=0
Q=1

mn-1), Q=-1
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YAL

» 16 Alle moglichen Summen der Quantenzahlen aus (1,0) und (0, 1).
0 — 11 —
K'=|1,1),4,3,-1), Q=0

Aus neun moglichen Kombinationen von Quarks u, i, d, d, s, 5§ erhalt man neun
Mesonen. Dies sind die sogenannten pseudoskalaren Mesonen. Sie haben keinen Spin, das
sich die Paarung 1! einstellt (Spin-Singulett). In exakt demselben Diagramm lielen sich
die sogenannten Vektormesonen mit der Spin-Paarung !t auftragen (Spin-Triplett mit
mg; = —1,0,1). Sie tragen alle Quantenzahlen wie oben, jedoch einen anderen Spin und
sind daher auch energetisch von den pseudoskalaren Mesonen verschieden. Berechnet
man explizit die Eigenzustdande der Darstellungen, so kann man die Zusammensetzung
der Mesonen erhalten.

»| Beispiel
m® =|(1,1),1,0,0)

1 111 111 111 111
=7 (‘(1,0),§,§,§> ® ‘(0,1),5,—5,—§> + ‘(1,0),5,—§,§> ® ‘(0,1),5,5,—5»
=—(uoeun+ded I

55 dod)

Analoges Vorgehen fiir Baryonen, aber 3 ® 3 ® 3 = ... (Ubungen).

7.2 Nichtabelsche Eichtheorien

Eichtheorien spielen in der Elementarteilchenphysik eine entscheidende Rolle. Einfaches
Beispiel: U(1)-Eichinvarianz der quantenmechanischen Wellenfunktion.
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7-2.1 Vorbemerkung: U(1)-Eichtheorie des Elektromagnetismus
7.2.1.1 Schrodingergleichung

Schrodingergleichung fiir ein Teilchen im elektromagnetischen Feld
ii/“li =Hy = i(ﬁvf A>Z+ P (7.6)
at Y =Hy = om \i qa qd g 7-

Globale Phasentransformation
W -y =ity (7.7)

lasst die Schrodingergleichung invariant. Das gilt nicht fiir eine lokale Eichtransformation

A — A(r,t) (7.8)
denn
A O oidagn _ O 1 0A
¢ at® ot n ot (7.08)
eiroge iy - g - Z (v (7.9b)
In der Schrédingergleichung
iniEA(r,E) i i ( _ 87/\)] _ _L it At i 2
ieln [h 3t +ig (@ 3t 1] 2me h [AV —ig(A+ VA)] @ (7.10)
ist genau dann invariant, wenn
, oA
tb—»<I>—<I>—at (7.11a)
A-A =A-VA (7.11b)
Exakt die Eichtransformation aus der Elektrodynamik, die die Felder
B =rotA (7.12a)
E=-Vd-A (7.12b)
(7.12¢)
invariant lasst.
7-2.1.2 Dirac-Gleichung
Dirac-Gleichung fiir Elektronen (g = —e) im elektromagnetischen Feld:
. e mc
[ (12— ) = 57w =0 (713)
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mit
0o -1
0 _
y' = (11 0) (7.14a)
; (0 o
yi= (ai 0) (7.14b)
und
@
A= ( A) (7.140)
-1
1
Ny = (7.14d)

1
und dem vierkomponentigen Spinor . Forderung nach einer lokalen Eichtransformation
W= g (x) = e y(x) (7.15)
Einfiihren der kovarianten Ableitung

Dy =0, + i%Au (7.16)

Die Diracgleichung (7.13) ist genau dann invariant unter der lokalen Eichtransformation
(7.15), wenn es die kovariante Ableitung ist

D;;W, _ (ap + i%AL) e’i%M")(,U(x) (7.112)7.11b) efi%)\(x) (aﬂ + i%A#) WY(x) (7.17)

(7.140)

7-2.1.3 Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik
Das freie Diracfeld (d.h. die Diracgleichung) lasst sich aus der Lagrangedichte
Lp = i@y o, @ — mc2 Py (7.18)

mit dem Dirac-adjungierten Spinor ¢ = @y° gewinnen, wenn man berechnet mit der
Euler-Lagrange-Gleichung fiir Felder

BLD 8£D -0 _ atp,
U Ve = G

oy, Moy,

=0uYy (7.19)

Nicht invariant unter der lokalen Eichtransformation (7.15). Das gilt auch nicht fiir die
Lagrangedichte des Maxwellfeldes

1
Ly = ———F F* :
M apg T (7.20a)
F,v = 0,A, —0yA, (Faraday-Tensor) (7.20b)
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Man kann jedoch ausrechnen, dass die gemeinsamen Phasentransformationen

Y-y =e iy (7.15)
Ay — Ay T AL G, (7.21)
(7.140)(7.14d)

die Lagrangedichte der Quantenelektrodynamik
Logp = ih@y o,p — me* @y — ﬁFqu‘” - cepytpA,
0
= ih@y*Dy — me* Py - ﬁFqu“V (7.22)
0

invariant lassen.

Die mathematische Forderung nach einer lokalen Eichinvarianz der Diracgleichung
erzwingt die Ankopplung an das elektromagnetische Feld. Dies hat eine physikalische
Konsequenz.

7.2.1.4 Gruppentheoretische Analyse
gl =el cU)

ist also Element einer Liegruppe. Die in (??) auftretenden Ableitungen lauten in Vierer-

schreibweise
eiq}\/ha”e—iq)\/h _ (a“A)eiq)\/h %e—iqA/h (7.23)
Der Term
%e’m’ " . (7.24)

ist Tangentialvektor an U(1) bei e~4%/" ynd

_1q
A=Ay h

iaan 4

dA

—igA/h

e e

ist ,zur 1 zurticktranportierter Tangentialvektor* und damit ein Element der Liealgebra
von U(1). Auf Grund der identischen Formen der Phasentransformation der Ableitung
(??) und der fiir die Felder (7.21) ist —igA, /h ebenfalls Liealgebra-wertig.

7-2.2 Erweiterung zu einer nichtabelschen Yang-Mills-Eichtheorie

Historisch: Nachdem die elektromagnetische Wechselwirkung sich durch die Forderung
nach einer lokalen U(1)-Eichinvarianz einfiihren lieB, sucht man nach einer Beschreibung
anderer Wechselwirkungen auf dieselbe Art. Fiir neue Krafte ist die Ausnutzung neuer
Freiheitsgrade notwendig.

Hier exemplarisch: Isospin

1 0
T = (0) Proton | = (1> Neutron
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Beides sind Fermionen, also korrekte Beschreibung mit Diracspinoren:

Y= (Wpr°t> e C*xC? (7.25)
LI/neut

Experimentell bekannt: Es gibt Kernreaktionen, die den Nukleonenzustand dndern. Wir
suchen also nach einer Beschreibung fiir Prozesse

Ll/prot (»U,rot -1 lI/prot
¥ = N p = .26
(aneut> (Wneut) 9 (Wneut) (7 )
mit einem g € SU(2), da normerhaltend.
In einer typischen Lagrangedichte fiir die freie Dynamik der Felder ¥ treten Terme der
ersten Ableitung 0, ¥ auf, vgl. (7.18). Deshalb fordern wir lokale Eichinvarianz. Diese ist

erfiillt, wenn sich das fiir die Ableitungen erfiillen ldsst. Aus (7.17) wissen wir, das es mit
einer kovarianten Ableitung funktioniert

D, =0, —iqA, (7.272)
und deren Transformationsverhalten
D,=0,-iq (Au + %g‘laug) (7.27b)
Die Darstellung der Gruppenelemente folgt durch Exponentialabbildung.
g o9 =eMoe™ = —ig,M + %[M, ouM] - %[M, [M,0,M]]—--- (7.28)

Fiir SU(2) ist M eine Linearkombination der Paulimatrizen. Die Entwicklungskoeffizienten
missen die x-Abhédngigkeit tragen (x = x* = (t,x,y,z)7).

M= ars,, mits, =% (7.29a)
M "2 4(3,A%)S, (7.29b)

Es folgt:
g7 (0,9) (7'2’?:%;'?9[)) —-iq((9,A%) + Kommutatorterme)S, € L(SU(2)) (7.30)

Sowohl g~19,g als auch A, sind Elemente der Liealgebra zu SU(2). Zu jedem Generator
S, muss es ein Eichfeld Af geben, also insgesamt drei.

Ay = A8 (7.31)
Analog zum Feldtensor (7.20b) gibt es auch hier einen fiir den gilt:
—iqF,, = [D/J]DV] = *iq(auAv - avAp - iQ[ApyAv])
= —iqF“*Sa (7-32a)
Fuu® = 0,A,% — 3, A, + qeapc AP LA
=0, AV — VALY +q(A, X A))E (7.32b)
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wobei
Al
Ay = Au2
A
Im Vergleich zum Faradaytensor (7.20b) fillt der letzte Term auf Ursprung:

A, € L(SU(2)) — kommutieren nicht

Entscheidenende physikalische Konsequenz.
Eine lokal SU(2)-invariante Lagrangedichte hat analog (7.22) die Form

}/U

£=ih‘I’T(0

;)u) 0, Y — mc>¥hyY - % nguFW
mit YT = (1, P2). Der letzte Term enthélt nach (7.32b) vierte Potenzen der Felder A,. Die
Bewegungsgleichungen nach (7.19) enthalten somit nichtlineare Terme in A,,.
Bedeutung: Die Felder wechselwirken mit sich selbst. Sie tragen selbst die Ladung an
die sie koppeln. Im Unterschied koppeln Photonen an die elektrische Ladung, tragen diese
aber nicht.
Bedeutung der Operatoren: F,,* misst den Isospin aus. F,,* = +(F,,' + iF,,%)//2
andert den Isospin.
% 7~ und 1v* sind in einer effektiven Theorie in der Lage das zu beschreiben.
Generelle Bezeichnung: Theorien, in denene Vektorfelder zum Erfiillen einer Eichsym-
metrie angekoppelt werden heilen Yang-Mills-Theorien. Die Eichfelder heifen Yang-Mills-
Felder.

7-2.3 Spontane Symmetriebrechung und Englert-Brout-Higgs-Mechanismus
7-2.3.1 Die Masselosigkeit der Yang-Mills-Felder

Die Lagrangedichte (??), insbesondere der Freifeldanteil
1
L=—= > Fn"F™
4 a

dhnelt der des elektromagnetischen Felders (7.20a), teilt insbesondere eine Eigenschaft
mit diesem: Die Felder besitzen keine Masse. Musse wiirden sie besitzen, wenn die
Lagrangedichte eine Form dhnlich der aus (7.18) fiir massive Fermionen hatte.

1 .
L= -2 Z FF*" —m? Z A A (7.33)
a a

Widerspricht der miihevoll einfithrten und geforderten Eichinvarianz.

Masselose Felder widersprechen aber der Beobachtung, z.B. bei der schwachen Wech-
selwirkung. Sie ist kurzreichweitig. Kann nur durch massive Austauschteilchen erklart
werden. Die Austauschteilchen miissten wie Photonen bei beliebiger Energie auftreten,
tun sie aber nicht.
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7-2.3.2 Massive Felder durch spontane Symmetriebrechung

Die Lagrangedichte

= (") (3up) — V(dT) (7.342)
fiir Dublett
_ (¢
¢ = (4)2) (7-34b)
ist invariant unter globalen U(1) und SU(2)-Transformationen.
u): (et (e M) = et re N = Pl
SU(Z) . (e—iq’/\“Sa d))‘r (e—iq'A“Sa,d)) — ¢’reiq’)\“5u e—iq’)\“Sad) — d)‘rd)

gilt fiir jedes V (¢t ¢). Lokal U(1) ® SU(2)-eichinvariant.
Aus (7.22) und (??) wissen wir, dass die ganze Lagrangedichte lokal U(1) ® SU(2)-
eichinvariant wird wenn wir einfiihren.

.344, v 1 v
L 7E (DHp) (Dych) V(T p) - fG“ v = P Fuy (7:352)
mit
Dy =03, —iq'B, —ig Y. W,* (7.35b)
und den SU(2)-Eichfeldern
W, =W,"S, (7-35¢)
Gup® =0W,* — oW, 4 +q(W, X W,) (7.35d)
Gu!
Gy = | Gw? (7.35€)
Gu?
sowie dem U(1)-Eichfeld B, mit
Fyv = aqu - avBy (7-35f)
Als Potential wird angesetzt
1 1
Vigip) = §u2¢>*¢> + 5/\2(@43)2 (7.36)

Fallunterscheidung:
» p? > 0, Grundzustand bei ¢ = 0.

60 ‘
40
20
| | |
0 -2 0 2

Pl

VipTe)
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» u? <0, Formal u € iR, also imaginidre Masse von ¢, aber kein Problem, da wir die
physikalische Bedeutung spater anderen Termen zuordnen. Hier nur eine Rechen-

grofe. Grundzustand bei
v 1
[ptp = > = 57:‘;: (7.37)

Dieser Grundzustand ist unendlich entartet, denn jedes ¢ = (¢, ¢p2)™ mit \/pTdp =
v /2 hat dieselbe Energie.

Vipie)
T
\

\ \
-2 0

'

N

Der Grundzustand bricht die Symmetrie des Potentials, denn diedses ist fiir jedes

V¢t identisch, wiahrend der Grundzustand eine spezielle Realisierung aus wéhlen
kann, z.B.

Po = (01p10) = (U h ﬁ) (7.39)

Dies nennt man spontane Symmetriebrechung.

Wir betrachten nun Anregungen aus dem speziellen Vakuumzustand ¢¢

z @1 +ip2) g [ O @1 +ip:
= + . = + . .
b= o (Cps + ICPz) (U/ﬂ) (CPS + 1@4) 7:39)
In (7.39) sind vier Anregungen @, ..., @4 erkennbar, aber nur, wenn sich /¢t ¢ dndert,
ist fur diese eine Energie notwendig. Beispiel: ¢p3 = const, ¢p, = const.

In (7.39) gibt es drei Richtungen in denen der Betrag sich nicht @ndert. Das wird sichtbar,
wenn man ¢ geeignet schreibt.

7 (739 _ied(x)Sa 0
¢7=e ((v +cp<x))/ﬁ> 7.40)
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Die Lagrangedichte (7.35a) ist SU(2)-eichinvariant, daher kann man eine spezielle Wahl
treffen, ohne etwas an der Physik zu dndern, wéhle speziell

_ Lie%(x)Sq . (7:40) 0
b=c ¢ ((v + cp(x))/ﬁ) (7.41)

@ (x) ist die einzige Anregung, die physikalisch einen Effekt erzeugt. Sie entspricht einer
Anregung, die Energie benotigt. Eingesetzt in die Lagrangedichte

@350 1 1, ®\* 1, p\* 1 1 .
£750 201 @u) - guev? (14 L) = et (14 D) = 166" = (R

(7.41)
2 7 ’
n %W‘”‘Wub(dﬁoaobd)) + %WWB,,@*U%) n %Buwau@*aw)

q”

5 B*B,(v+ @)? + - (7.42)
Diese lassen sich vereinfachen, da
ool +olo =0 (7.43a)
(0%)? =1 (7.43b)
dlolep =dloe 200 (7.430)
: v+ @(x))?
¢+0.3¢ 74D _ ( (127( ) (7.43d)
Es folgt
1 1 1 1 2
722 (@h ) (0, @) + 5 PP — GGy — S Fi Y+ Tz (Wi, w2
(7.43)7.37) 2 2 4 4 8

1 ’ ’
+ gvz(qwg“ —-2q'B")(aW,® —24'B,)  (7.44)

Einzig unschén ist noch, dass die Felder B und W3 gekoppelt sind. Das lisst sich jedoch
mit neuen Parametern entkoppeln.

tan9, = 22 , 9., = Weinberg-Winkel
: , q : .
aw3, -2q'B, = cos 9. (cos QWWSNT— sin 9, B, ), (7.45a)
Zu
mit dem Feld
Z, = cos %, W3, —sin 9, B, (7.45b)
und dem dazu ,,orthogonalen” Feld
Ay, =sin$, W3, + cos 3, B, (7.450)
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Man erhalt:

w29 LrGue) ) + u2e?]

(7.45b)(7.450) 2

2
Z[(auwiv — VWY (0, Wi, — Oy Wiy) — %qzvzwi”Wiu]

»M»—'

1g 1, L
~ i Z [(QHZY — 0¥ ZM) (8 Zy — v Zy) — E(q2 +(2q)%)v? 74 Z,]

2 (a“AV - 0VA*)(0,Ay — 0,A,) + Terme hoherer Ordnung  (7.46)

7.2.3.3 Physikalische Interpretation
Die Lagrangedichte enthalt:

» ein masseloses Austauschfeld A,
» zwei Felder Wi, i = 1,2 mit der Masse qv

» ein Feld Z¥ mit der Masse /g2 + (2q')% v

Damit gelingt es, eine theoretische Beschreibung fiir die elektromagnetische (A*) und
die schwache Wechselwirkung (W'#, W2+, zH) aufzustellen, die aus einer eichinvarianten
Lagrangedichte stammt. Das fithrt auf das Glashow-Weinberg-Salam-Modell der elek-
troschwachen Wechselwirkung. Aber das gelang nur durch das Einfithren des massiven
Feldes .

» Skalarfeld mit Masse
» Higgs-Feld

» Anregung dieses Feldes: Higgs-Boson

Soll das Modell richtig sein, muss das Higgs-Boson gefunden werden. Entdeckung am
CERN 2011 und Nobelpreis in Physik 2013 an Englert und Higgs.

7-2.4 Die elektroschwache Wechselwirkung fiir Leptonen

Wir haben gesehen: Forderungen an eine lokale Eichinvarianz erlauben die systemati-
sche Einfiihrung von Wechselwirkungsfeldern. Diese Felder konnen masselos sein oder
Uber den Mechanismus von Englert, Brout und Higgs eine Masse erhalten und trotzdem
die Eichinvarianz garantieren. Auf diesen Ansatzen ldsst sich das Standardmodell der
Elementarteilchenphysik aufbauen. Hier die elektroschwache Wechselwirkung.
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7-2.4.1 Vorbetrachtung zur Chiralitit

Erhaltungsgrofe fiir masselose Fermionen. Dirac-Gleichung fiir masselose Fermionen
(iy°dy +iy’9;)p = 0 (7.47a)

oder in Komponenten
(0 -1\ 0 (u\ . 0 V.-o\(u b
"1 o)alv) T Mv.e o )\v (7.47b)
o (-v\ (—(V-o)
at\u ) \(V-o)u

Ansatz fir u

U u(])ei(k-x—tblt)
W=, ) = \uleitex-an (7.48)
~, 0 0
[T u
(a)lu(1>> "k 0( é)
2Up | (7.48) u,
Wabhle speziell: k = ke,
=, 0 0 0
ouy\ s uy\ _, (ul
() =2 (a) = (2 (740
somit
W, =—-W, =k=w (7.49Db)
Damit gibt es zwei Losungen:
1 i(kz—wt)
ur =) e (7.504)
k
0 —i(kz+wt)
uz=\{,] e (7.50Db)
k

Der Spin ist immer parallel zur Ausbreitungsrichtung. Solche Teilchen nennt man rechts-
héndig. Fir v findet man genau das gegenteilige (linkshindig). Fiir massebehaftete Teil-
chen sind das keine Eigenzustdande des Hamiltonoperators mehr, trotzdem lassen sich
die Teilchen danach sortieren. Zugehorige Projektoren:

Pr = %(1 +¥s) (7.51a)
Pi=S(1-y5) (7.51b)

04y,11,21,3 —

s 1 0
Ys=y' =Wyyywy ={p 1 (7.510)
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7-2.4.2 Spinoren in der elektroschwachen Wechselwirkung

Man findet experimentell:
» Es gibt drei Generationen von Leptonen
1. e,V,
2. U, Vy
3. T,V

» Neutrinos kommen nur linkshdndig vor. Daher fiihrt man ein: Den rechtshiandigen
Teil des Elektrons als Singulett ez € C} (Dirac-Spinor), und das Dublett fiir den
linkshiandigen Anteil des Elektrons und das Neutrino (v;,e;)™ = L € C} ® C,. Analog
fiir die zweite und dritte Generation.

7.2.4.3 Wechselwirkungen

Der rechtshdndige Teil des Elektrons kann nicht mit Neutrinos koppeln, das tut aber der
linkshéandige Teil. Das legt folgende Form der Lagrangedichte nahe.

Line = Liy*D,L + égiy*Dyer (7.52a)
L=Linw+ Ly + L (7.52b)
- —
Higgsanteil  Freifeldanteil
, ST |
D,L=|0,+iq Z ?W u +1q 58" L (7.520)
1
., 1
Dyer = (au +1iq EB“> er (7.52d)

L ist SU(2) ® U(1)-eichinvariant, ey ist als Singulett nur U(1)-eichinvariant.
Sortieren analog zu Abschnitt ??2.

Line = —\%(ﬁLY“Q)WJ - %(éLY”UL)W,I
- %cos 5 [(1')Ly“vL) —q(1 —2sin® 0,)é.y e, + 2q sin® 9w(éRy“eR)] A
w

+ gsin® 0, (ey*e) A, + Ableitungen (7.53a)

wobei die erste Zeile der geladene Strom, die zweite Zeile der neutrale Strom und die
dritte Zeile der elektromagnetische Strom ist mit

Z, = €08 0, W} — sin0,,B, (7-530)
Ay =sin@, W} + cos 0, By (7.53d)

Der neutrale Strom war vor der Theorie nicht bekannt, wurde postuliert und spéter
gefunden.
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7-2.4.4 Masse des Elektrons

Experimentell bekannt: Das Neutrino (m, < 1 eV) ist wesentlich leichter als das Elektron
(m, = 511 keV). Das bricht die Symmetrie des Dubletts (v, e;). Urspringlich wurde das
Neutrino als masselos angenommen. Eichinvarianter Weg dem Elektron seine Masse zu
geben: Kopplung an das Higgs-Feld, Yukawa-Kopplungsterm

v o
Ly = —de j5ee (1 + %) (7.54)
Damit ist die gesamte Lagrangedichte
L=Lo+Ly+ D (Lyi+ Lin) (7.55)
ie{e,u, T}

7-.2.5 Starke Wechselwirkung

Teilchen, die der starken Wechselwirkung unterliegen heifen Hadronen. Sie sind zusam-
mengesetzt aus Quarks, vgl. ??. Aus Experimenten ist bekannt, dass es sechs Quarks
gibt.

» 1. Generation: u (up), d (down)
» 2. Generation: ¢ (charm), s (strange)

» 3. Generation: t (top), b (bottom)

Ebenfalls experimentell bekannt ist die A**-Resonanz, welche aus drei up-Quarks besteht
und Spin 3/2 hat, d.h. m;guark = +1/2.

Alle Quantenzahlen sind identisch. Dies ist ein widerspruch zu Fermionen und eine
weitere Quantenzahl ist notwendig, der Farbfreiheitsgrad mit drei verschiedenen Werten
(rot,griin,blau).

Die starke Wechselwirkung muss an den Farbfreiheitsgrad ansetzen, da auch die A**-
Resonanz betroffen ist. In der Quantenchromodynamik ist die Farbe die Ladung. Ansatz
uber lokale Eichinvarianz aus SU(3).

Zustandsraum eines Quarks

4 6 3

e € C ® C o C
l:UD(,f,C

Dirac-Spinor,«  Flavor,f  Farbe,c

Eine lokal eichinvariante Lagrangedichte lasst sich dann einfiihren nach dem Muster.

1 o
L= ~Tom G4 G + Z Yr(iy*Dy + me)yy (7.56a)
f
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mit
D, =0, —iq.Gy (7.56b)
Gy = %AQG“,J (7.56¢)
Guv = 0uGy — 0Gy — 1q:[Gy, Gy ] (7.56d)
Qq = %Aa = SU(3)-Generatoren (7.56€)

Es gibt acht SU(3)-Generatoren, iibliche Darstellung durch Gell-Mann-Matrizen, vgl. (??)
und (??).

Daraus folgt, es gibt acht Austauschfelder, in der Quantisierung acht Austauschteilchen,
die Gluonen.

Experimentell findet man, dass nur der Farb-Singulett-Zustand realisiert wird. Teilchen
sind farbneutral.

Die schwache Wechselwirkung koppelt ebenfalls an die Quarks und &ndert den Flavor-
freiheitsgrad. Auch hier koppelt wieder nur der linkshdndige Anteil.

7-2.6 Zusammenfassung zum Standardmodell

Das Standardmodell besteht aus

» Fermionen: Leptonen oder Quarks

» Bosonen: Austauschfelder

Die Austauschfelder werden aus lokalen Eichinvarianz-Forderungen in einer Eichtheorie
der Form

U(1) ® SU(2) ® SU(3)

—_— —

elektroschwache WW  Quantenchromodynamik
gewonnen.

7-2.7 Und dariiber hinaus?

Es gibt ungeklarte Fragen.

Beispiel 1: GroRe Vereinheitlichung. Die asymptotische Erwartung besagt, dass bei hohen
Energien die Wechselwirkungen ununterscheidbar sein. Die hohere Symmetrie benotigt
eine neue Gruppe.

Dlumyesu@esu3)
Notwendig ist, dass U(1) ® SU(2) ® SU(3) als Untergruppen enthalten sein miissen. Bei
Einschréankungen der Symmetrien muss eine Darstellung der hoheren Gruppe existieren,
die sich auf die verwendeten Darstellungen der einzelnen Wechselwirkung aufteilen lasst.
Modelle dafiir sind SU(5) und SO(10).

Beispiel 2: Gravitation ldsst sich in dieser Form nicht einbinden. Das fundamentale
Problem ist, dass die Symmetrie der Einsteinschen Fledgleichungen GL(4) ist. Diese
hat keine endlichdimensionale Darstellung. Es konnen also keine endlichdimensionalen
Spinoren  fiir die Felder gefunden werden.
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