
D
r.

H
o
lg

er
C

ar
ta

ri
u

s,
U

n
iv

er
si

tä
t

St
u

tt
g
ar

t

E
in

fü
h

ru
n

g
in

re
la

ti
v

is
ti

sc
h

e
Q

u
an

te
n

fe
ld

th
eo

ri
en

St
u

tt
g
ar

t,
W

in
te

rs
em

es
te

r
2
0

14
/

2
0

15

R
ev

is
io

n
:
19

.
A

p
ri

l
2
0

15

F
ü

r
H

in
w

ei
se

au
f

D
ru

ck
fe

h
le

r
u

n
d

K
o
m

m
en

ta
re

je
d

er
A

rt
b

in
ic

h
d

an
k

b
ar

.1

1
H

en
ri

M
en

k
e,

h
en

ri
m

en
k
e@

g
m

ai
l.
co

m



Ü
b

ertragu
n

g
in

L ATE X
d

u
rch

H
en

ri
M

en
k
e,M

ich
ael

Sch
m

id
,M

arcel
K

lett
u

n
d

Jan
Sch

n
ab

el.

D
ieses

W
erk

ist
u

n
ter

ein
er

C
reative

C
o
m

m
o
n

s
Liz

en
z

vo
m

T
yp

N
am

en
sn

en
n

u
n

g
-

N
ich

t-
k
o
m

m
erz

iell
-

W
eiterg

ab
e

u
n

ter
g
leich

en
B

ed
in

g
u

n
g
en

3.0
D

eu
tsch

lan
d

z
u

g
än

g
lich

.
U

m
ein

e
K

o
p

ie
d

ieser
Liz

en
z

ein
z
u

seh
en

,
k
o
n

su
ltieren

Sie
h
t
t
p
:
/
/
c
r
e
a
t
i
v
e
c
o
m
m
o
n
s
.
o
r
g
/

l
i
c
e
n
s
e
s
/
b
y
-
n
c
-
s
a
/
3
.
0
/
d
e
/

o
d

er
w

en
d

en
Sie

sich
b

riefl
ich

an
C

reative
C

o
m

m
o
n

s,
4

4
4

C
astro

Street,Su
ite

9
0

0
,M

o
u

n
tain

V
iew

,C
alifo

rn
ia,9

4
0

4
1,U

SA
.



In
h

a
lt

sv
er

z
ei

c
h

n
is

In
h

al
ts

v
er

z
ei

ch
n

is

1
K

u
rz

e
E
in

fü
h

ru
n

g
in

d
ie

re
la

ti
v

is
ti

sc
h

e
Q

u
an

te
n

m
ec

h
an

ik
1

1.
1

G
ru

n
d

la
g
en

d
er

SR
T

1
1.

1.
1

Ex
p

er
im

en
te

ll
e

T
at

sa
ch

en
u

n
d

K
o
n

se
q

u
en

z
en

1
1.

1.
2

G
ee

ig
n

et
e

N
o
ta

ti
o
n

2
1.

1.
3

Lo
re

n
tz

tr
an

sf
o
rm

at
io

n
3

1.
1.

4
R

el
at

iv
is

ti
sc

h
e

K
in

em
at

ik
3

1.
2

D
ie

K
le

in
-G

o
rd

o
n

-G
le

ic
h

u
n

g
5

1.
3

D
ie

D
ir

ac
-G

le
ic

h
u

n
g

6
1.

3.
1

K
o
n

ti
n

u
it

ät
sg

le
ic

h
u

n
g

9
1.

3.
2

R
u

h
en

d
e

T
ei

lc
h

en
10

1.
3.

3
B

ed
eu

tu
n

g
d

er
Z

u
st

än
d

e
n

eg
at

iv
er

En
er

g
ie

11
1.

3.
4

Im
el

ek
tr

o
m

ag
n

et
is

ch
en

Fe
ld

12

2
F
el

d
er

u
n

d
d

er
en

Q
u

an
ti

si
er

u
n

g
13

2.
1

Ei
n

B
ei

sp
ie

l
au

s
d

er
M

ec
h

an
ik

13
2.

2
La

g
ra

n
g
ef

o
rm

al
is

m
u

s
fü

r
al

lg
em

ei
n

e
Fe

ld
er

15
2.

3
Fe

ld
q

u
an

ti
si

er
u

n
g

17
2.

3.
1

Z
u

rü
ck

z
u

m
m

ec
h

an
is

ch
en

B
ei

sp
ie

l
17

2.
3.

2
V

er
al

lg
em

ei
n

er
u

n
g

19
2.

4
Sy

m
m

et
ri

en
u

n
d

Er
h

al
tu

n
g
ss

ät
z
e

19

3
Q

u
an

ti
si

er
u

n
g

fr
ei

er
re

la
ti

v
is

ti
sc

h
er

F
el

d
er

21
3.

1
K

le
in

-G
o
rd

o
n

-F
el

d
21

3.
1.

1
M

o
ti

va
ti

o
n

d
er

H
er

an
g
eh

en
sw

ei
se

21
3.

1.
2

K
an

o
n

is
ch

e
V

ar
ia

b
le

n
21

3.
1.

3
Q

u
an

ti
si

er
u

n
g

d
er

K
le

in
-G

o
rd

o
n

-G
le

ic
h

u
n

g
23

3.
1.

4
Ei

g
en

z
u

st
än

d
e

d
es

H
am

il
to

n
o
p

er
at

o
rs

u
n

d
d

er
en

In
te

rp
re

ta
ti

o
n

24
3.

2
D

as
D

ir
ac

-F
el

d
28

3.
2.

1
K

an
o
n

is
ch

e
V

ar
ia

b
le

n
28

3.
2.

2
Q

u
an

ti
si

er
u

n
g

30
3.

3
M

ax
w

el
l-

Fe
ld

32
3.

3.
1

M
ax

w
el

l-
G

le
ic

h
u

n
g
en

u
n

d
Ei

ch
fr

ei
h

ei
t

32
3.

3.
2

K
an

o
n

is
ch

e
V

ar
ia

b
le

n
33

3.
3.

3
Q

u
an

ti
si

er
u

n
g

33

4
B

eh
an

d
lu

n
g

v
o
n

W
ec

h
se

lw
ir

k
u

n
g
en

35
4

.1
M

o
ti

va
ti

o
n

35
4

.1
.1

G
el

ad
en

en
Fe

rm
io

n
en

35
4

.1
.2

La
g
ra

n
g
ed

ic
h

te
n

fü
r

W
ec

h
se

lw
ir

k
u

n
g
en

35
4

.1
.3

M
o
d

el
lp

o
te

n
ti

al
36

4
.2

Fo
rm

al
is

m
u

s
z
u

r
B

eh
an

d
lu

n
g

vo
n

W
ec

h
se

lw
ir

k
u

n
g
en

36
4

.2
.1

Z
ei

te
n

tw
ic

k
lu

n
g

u
n

d
W

ec
h

se
lw

ri
k
u

n
g
sb

il
d

37
4

.2
.2

St
ö
ru

n
g
sr

ec
h

n
u

n
g

38

Q
FT

ii
i



Lit
er

a
t
u

r

L
iteratu

r

[1]
J.B

jo
rk

en
u

n
d

S.D
rell.R

ela
tivistisch

e
Q

u
a

n
ten

feld
th

eorie.B
I-H

o
ch

sch
u

ltasch
en

b
ü

ch
er.

B
ib

lio
g
rap

h
isch

es
In

stitu
t,19

6
7.isb

n
:9

78
-3-8

6
0

-2559
6

-4
.

[2]
F.

M
an

d
l,

G
.
Sh

aw
u

n
d

R
.
B

ö
n

isch
.
Q

u
a
n

ten
feld

th
eo

rie.
A

u
la-V

erlag
G

m
b

H
,
19

9
3.

isb
n

:
9

78
-3-8

9
1-0

4
532-9

.

[3]
U

.
M

o
sel.

Field
s,

Sym
m

etries,
a
n

d
Q

u
a
rks.

T
exts

an
d

m
o
n

o
g
rap

h
s

in
p

h
ysics.

Sp
rin

g
er,

19
9

9
.isb

n
:9

78
-3-54

0
-6

5235-9
.

[4
]

F.
Sch

w
ab

l.
Q

u
a
n

ten
m

ech
a
n

ik
fü

r
Fortg

esch
ritten

e.
Sp

rin
g
er-Leh

rb
u

ch
.
Sp

rin
g
er,

20
0

5.
isb

n
:9

78
-3-54

0
-259

0
4

-6
.

Q
FT

6
9

In
h

a
lt

sv
er

z
eic

h
n

is

4
.2.3

D
ie

Streu
m

atrix
39

4
.2.4

W
ick

sch
es

T
h

eo
rem

4
1

4
.3

P
ro

p
ag

ato
ren

4
2

4
.3.1

Feyn
m

an
-P

ro
p

ag
ato

r
fü

r
d

as
K

lein
-G

o
rd

o
n

-Feld
4

3
4

.3.2
D

irac-
u

n
d

M
axw

ellfeld
4

5

5
Q

u
an

ten
elek

tro
d

y
n

am
ik

4
7

5.1
W

ech
selw

irk
u

n
g
sterm

4
7

5.1.1
Streu

m
atrix

4
7

5.1.2
R

ech
tfertig

u
n

g
d

er
Stö

ru
n

g
sreih

e
4

8
5.2

Feyn
m

an
-D

iag
ram

m
e

4
8

5.3
Ein

P
ro

z
ess

erster
O

rd
n

u
n

g
50

5.3.1
B

eitrag
z
u

r
Streu

m
atrix

50
5.3.2

V
ersch

w
in

d
en

d
er

M
atrixelem

en
te

51
5.3.3

Extern
e

elek
tro

m
ag

n
etisch

e
Feld

er
52

5.4
Feyn

m
an

-R
eg

eln
52

5.5
A

u
sg

ew
äh

lte
P
ro

z
esse

2.O
rd

n
u

n
g

54
5.5.1

Streu
m

atrix
2.O

rd
n

u
n

g
54

5.5.2
V

o
rk

o
m

m
en

d
e

P
ro

z
esse

54
5.5.3

Elek
tro

n
-Elek

tro
n

-Streu
u

n
g

(M
ø
ller-Streu

u
n

g
)

55
5.6

W
irk

u
n

g
sq

u
ersch

n
itte

57
5.7

K
o
rrek

tu
ren

h
ö
h

erer
O

rd
n

u
n

g
58

5.7.1
D

iverg
en

z
en

58
5.7.2

P
ro

b
lem

lo
ses

B
eisp

iel:P
h

o
to

n
-P

h
o
to

n
-Streu

u
n

g
59

5.7.3
V

erb
leib

en
d

e
d

iverg
en

te
T

erm
e

6
0

5.8
Id

een
sk

iz
z
e

z
u

r
R

eg
u

larisieru
n

g
u

n
d

R
en

o
rm

ieru
n

g
6

0
5.8

.1
A

n
sätz

e
z
u

r
R

eg
u

larisieru
n

g
6

0
5.8

.2
K

o
n

verg
en

te
M

atrixelem
en

te
d

u
rch

R
en

o
rm

ieru
n

g
6

2
5.8

.3
A

n
m

erk
u

n
g
en

6
3

5.9
Fo

lg
en

d
er

K
o
rrek

tu
ren

in
d

er
Q

u
an

ten
elek

tro
d

yn
am

ik
6

4

6
K

o
v

arian
te

E
ich

th
eo

rien
6

5
6

.1
B

ereits
b

ek
an

n
tes

B
eisp

iel
6

5
6

.2
W

eiteren
tw

ick
lu

n
g

6
5

6
.2.1

G
ru

n
d

leg
en

d
er

G
ed

an
k
e

6
5

6
.2.2

B
eisp

iele
6

6

iv
Q

FT



K
u

r
z

e
E

in
f

ü
h

r
u

n
g

in
d

ie
r

e
l

a
t

iv
is

t
is

c
h

e
Q

u
a

n
t

e
n

m
e

c
h

a
n

ik
|1

1
K

u
rz

e
E
in

fü
h

ru
n

g
in

d
ie

re
la

ti
v

is
ti

sc
h

e
Q

u
an

te
n

m
ec

h
an

ik

1.
1

G
ru

n
d

la
g
en

d
er

SR
T

1.
1.

1
E
x
p

er
im

en
te

ll
e

T
at

sa
ch

en
u

n
d

K
o
n

se
q

u
en

z
en

E
xp

er
im

en
te

z
ei

g
en

,
d

as
s

d
ie

Li
ch

tg
es

ch
w

in
d

ig
k
ei

t
en

d
li

ch
is

t
u

n
d

in
je

d
em

In
er

ti
al

sy
st

em
z
u

m
gl

ei
ch

en
W

er
t

ge
m

es
se

n
w

ir
d

.D
ie

s
w

id
er

sp
ri

ch
t

je
d

o
ch

d
er

G
al

il
ei

tr
an

sf
o
rm

at
io

n
,d

en
n

n
ac

h
d

ie
se

r
b

er
ec

h
n

et
si

ch
im

Fa
ll

e
z
w

ei
er

z
u

ei
n

an
d

er
b

ew
eg

te
r

K
o
o
rd

in
at

en
sy

st
em

e
(s

ie
h

e
A

b
b

il
d

u
n

g
1)

r′
=
r
−
a
−
u
t
,

(1
.1

a)

ṙ′
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ṙ
2=

c
2−
v
2
,

(
dτdt )

2=
1−

(
vc )

2

,

=⇒
dt
dτ
=
γ
,

(1.13b
)

=⇒
u
µ=

γ
(
cv )

.
(1.13c)

D
am

it
sin

d
w

ir
in

d
er

Lag
e,ein

en
V

iererim
p

u
ls

z
u

id
en

tifi
z
ieren

,

p
µ=

m
u
µ=

m
γ
(
cv )
=
(
m
γ
c

p

)
.

(1.14
)

H
ierb

ei
h

ab
en

w
ir
p
=
m
γ
v

fü
r

d
en

räu
m

lich
en

A
n

teil
verw

en
d

et.
B

etrach
ten

w
ir

n
u

r
d

ie
n

u
llte

K
o
m

p
o
n

en
te,d

.h
.p

0=
m
γ
c

p
0c=

m
γ
c
2=

m
c
2

√
1−

v
2

c
2

≈
m
c
2+

m
v
2

2
+
...

D
ie

E
n

tw
ick

lu
n

g
in

ein
e

T
aylo

rreih
e

z
eig

t,
d

ass
w

ir
d

ie
R

u
h

een
erg

ie,
d

ie
k
in

etisch
e

E
n

erg
ie

ein
es

T
eilch

en
s

u
n

d
relativistisch

e
K

o
rrek

tu
ren

erh
alten

.
So

m
it

erg
ib

t
sich

ein
e

sin
n

vo
lle

D
efi

n
itio

n
d

er
En

erg
ie.M

an
in

terp
retiert

en
tsp

rech
en

d

p
0=

Ec
(1.15)

4
20

14
-10

-14



5.
9

|
F

o
l

g
e

n
d

e
r

K
o

r
r

e
k

t
u

r
e

n
in

d
e

r
Q

u
a

n
t

e
n

e
l

e
k

t
r

o
d

y
n

a
m

ik

b
er

ü
ck

si
ch

ti
ge

n
.A

u
ch

d
as

ge
li

n
gt

m
it

(5
.3

5)
u

n
d

(5
.3

6
b

).
In

d
er

Q
u

an
te

n
el

ek
tr

o
d

yn
am

ik
tr

it
t

n
u

r
ei

n
e

en
d

li
ch

e
A

n
z
ah

l
an

p
ri

m
it

iv
d

iv
er

g
en

te
n

G
ra

p
h

en
au

f.
E
in

e
so

lc
h

e
T

h
eo

ri
e

n
en

n
t

m
an

re
n

o
rm

ie
rb

ar
.E

s
gi

b
t

je
d

o
ch

au
ch

n
ic

h
t

re
n

o
rm

ie
rb

ar
e

T
h

eo
ri

en
,i

n
d

en
en

je
d

e
O

rd
n

u
n

g
n

eu
e

D
iv

er
g
en

z
en

h
er

vo
rb

ri
n

g
t.

T
re

te
n

in
ei

n
er

g
es

am
te

n
T

h
eo

ri
e

n
u

r
ei

n
e

en
d

li
ch

e
A

n
z
ah

l
d

iv
er

g
en

te
r

G
ra

p
h

en
au

f,
so

n
en

n
t

m
an

si
e

su
p

er
re

n
or

m
ie

rb
a

r.

5
.9

F
o
lg

en
d

er
K

o
rr

ek
tu

re
n

in
d

er
Q

u
an

te
n

el
ek

tr
o
d

y
n

am
ik

T
ro

tz
ih

re
r

p
ro

b
le

m
at

is
ch

en
m

at
h

em
at

is
ch

en
B

eh
an

d
lu

n
g

si
n

d
d

ie
K

o
rr

ek
tu

rt
er

m
e

w
ic

h
ti

g
u

n
d

ih
re

A
u

sw
er

tu
n

g
im

Si
n

n
vo

n
(5

.3
7)

fü
h

rt
au

f
ei

n
e

h
er

vo
rr

ag
en

d
e

Ü
b

er
ei

n
st

im
m

u
n

g
m

it
Ex

p
er

im
en

te
n

.W
ic

h
ti

ge
B

ei
sp

ie
le

h
ie

rf
ü

r
si

n
d

d
ie

W
ec

h
se

lw
ir

k
u

n
g

ei
n

es
El

ek
tr

o
n

s
m

it
ei

n
em

äu
ß

er
en

M
ag

n
et

fe
ld

:

D
ie

k
o
rr

ek
te

B
er

ec
h

n
u

n
g

er
fo

rd
er

t
ab

er
au

ch
K

o
rr

ek
tu

re
n

d
er

Fo
rm

+

w
o
ra

u
s

d
as

an
o
m

al
e

m
ag

n
et

is
ch

e
M

o
m

en
t

d
es

El
ek

tr
o
n

s
b

es
ti

m
m

t
w

er
d

en
k
an

n
.M

it
T

er
m

en
au

s
d

er
O

rd
n

u
n

g
α
2

u
n

d
α
3

lä
ss

t
si

ch
th

eo
re

ti
sc

h
b

es
ti

m
m

en
:

g
−
2

2
=
0.
00
11
59
65
24
(±
4)
.

B
et

ra
ch

te
t

m
an

äh
n

li
ch

e
D

ia
g
ra

m
m

e
fü

r
ei

n
e

W
ec

h
se

lw
ir

k
u

n
g

d
es

E
le

k
tr

o
n

s
m

it
d

em
K

er
n

vi
a

ei
n

es
C

o
u

lo
m

b
-P

o
te

n
ti

al
s,

so
er

h
äl

t
m

an
d

ie
L
a

m
b
-V

er
sc

h
ie

b
u

n
g

.

6
4

20
15

-0
2-

10

K
u

r
z

e
E

in
f

ü
h

r
u

n
g

in
d

ie
r

e
l

a
t

iv
is

t
is

c
h

e
Q

u
a

n
t

e
n

m
e

c
h

a
n

ik
|1

m
it

d
er

En
er

g
ie
E

ei
n

er
P
u

n
k
tm

as
se

.D
ar

au
s

fo
lg

t

p
µ
p
µ
=
E
2 c2
−
p
2
=
m
2
γ
2
( c
2
−
v
2
) =

m
2
c2
.

So
m

it
si

n
d

w
ir

in
d

er
La

g
e,

d
ie

re
la

ti
vi

st
is

ch
e

En
er

g
ie

-I
m

p
u

ls
B
ez

ie
h

u
n

g
an

z
u

g
eb

en
:

E
2
=
m
2
c4
+
c2
p
2
,

(1
.1

6
a)

E
=
√ m

2
c4
+
c2
p
2
.

(1
.1

6
b

)

1.
2

D
ie

K
le

in
-G

o
rd

o
n

-G
le

ic
h

u
n

g

D
ie

Sc
h

rö
d

in
ge

rg
le

ic
h

u
n

g
k
an

n
au

s
Si

ch
t

d
er

R
el

at
iv

it
ät

st
h

eo
ri

e
n

ic
h

t
k
o
rr

ek
t

se
in

,d
en

n
si

e
is

t
n

ic
h

t
in

va
ri

an
t

u
n

te
r

ei
n

er
Lo

re
n

tz
tr

an
sf

o
rm

at
io

n
.D

ie
se

w
u

rd
e

ge
ra

d
e

au
s

d
er

k
la

ss
is

ch
en

En
er

g
ie

-I
m

p
u

ls
-B

ez
ie

h
u

n
g

E
=
p
2

2m
+
V
(r
)
=
H
(r
,p
)

(1
.1

7)

u
n

te
r

V
er

w
en

d
u

n
g

d
er

Jo
rd

an
sc

h
en

Er
se

tz
u

n
g
sr

eg
el

n

E
→

i�
∂ t
,

p
→

� i
∇

(1
.1

8
)

m
o
ti

vi
er

t.

A
u

fs
te

ll
en

ei
n

er
Lo

re
n

tz
-i

n
va

ri
an

te
n

q
u

an
te

n
m

ec
h

an
is

ch
en

G
le

ic
h

u
n

g
:

V
er

w
en

d
e

d
ie

Er
se

tz
u

n
gs

re
ge

ln
(1

.1
8
)
in

d
er

re
la

ti
vi

st
is

ch
en

En
er

gi
e-

Im
p

u
ls

B
ez

ie
h

u
n

g
(1

.1
6

a)
,

ab
er

n
ic

h
t

(1
.1

6
b

),
d

a
so

n
st

d
ie

W
u

rz
el

au
s

ei
n

em
D

iff
er

en
ti

al
o
p

er
at

o
r

b
en

ö
ti

gt
w

ir
d

(u
n

en
d

-
li

ch
h

o
h

e
A

b
le

it
u

n
g
en

):

−�
2
∂2 t
ψ
=
[ m

2
c4
−
�
c2
∇2
] ψ

(1
.1

9
)

W
ir

er
h

al
te

n
d

ie
K

le
in

-G
or

d
on

-G
le

ic
h

u
n

g
.

D
ie

se
Sc

h
re

ib
w

ei
se

lä
ss

t
si

ch
n

o
ch

ve
re

in
fa

ch
en

1 c2
∂2 t
−
∇2
=

∂2

∂(
ct
)2
−
∂2 x
−
∂2 y
−
∂2 z

=
∂µ
η µ
ν
∂ν

=
∂ µ
∂µ

(1
.2

0
)

o
d

er
m

it
d

em
D

’A
le

m
b

er
t-

O
p

er
at

o
r

�
≡
∂ µ
∂µ

(1
.2

1)

20
14

-1
0

-1
4

5



Q
u

a
n

t
e

n
e

l
e

k
t

r
o

d
y

n
a

m
ik

|5

Jetz
t

fü
h

ren
w

ir
ein

m
=
m
r +

∆
m

︸︷︷︸
O
(α
) +O

( α
)
2
,

(5.33)

d
an

n
w

ird
d

er
N

en
n

er
in

G
leich

u
n

g
(5.32)

z
u

/ q−
m
r c
�
−
∆
m
c

�
−
3α
m
r c

2π
�
δ
+
O
( α
)
2
.

(5.34
)

D
ieser

T
erm

d
iverg

iert
g
en

au
d

an
n

n
ich

t
m

eh
r,so

fern

∆
m
=
−
3α
m
r

2π
δ

(5.35)

g
ilt.

A
u

f
äh

n
lich

e
W

eise
ab

so
rb

iert
m

an
d

ie
D

ivergen
z

im
Z

äh
ler.Z

u
b

each
ten

gilt,d
ass

d
ie

in
n

eren
Lin

ien
im

m
er

z
u

sam
m

en
m

it
V

ertiz
es

u
n

d
w

eiteren
d

o
rt

verk
n

ü
p

ften
Lin

ien
au

ftreten
.D

ab
ei

ist
d

er
V

ertex
p

ro
p

o
rtio

n
al

z
u

r
E
lem

en
tarlad

u
n

g
e,

w
elch

e
w

ied
eru

m
au

fg
esp

alten
w

erd
en

k
an

n
in

e=
e
r +

∆
e
.

(5.36
a)

D
er

Z
äh

ler
au

s
(5.32)

d
iverg

iert
g
en

au
d

an
n

n
ich

t,w
en

n

∆
e=

α
e
r

3π
δ
.

(5.36
b

)

D
iese

R
en

o
rm

ieru
n

g
g
elin

g
t

k
o
n

sisten
t

in
d

er
Q

u
an

ten
elek

tro
d

yn
am

ik
,
d

as
h

eiß
t

in
allen

d
iverg

ieren
d

en
T

erm
en

m
it

d
en

selb
en

W
erten

.Es
treten

in
allen

m
essb

aren
G

rö
ß

en
n

u
r

d
ie

ren
o
rm

ierten
M

assen
m
r

u
n

d
Lad

u
n

g
en
e
r

au
f.

D
ie

n
ack

ten
M

assen
m

u
n

d
Lad

u
n

g
en
e,

d
ie

w
ie
∆
m

u
n

d
∆
e

d
iverg

ieren
,sin

d
n

u
n

rein
e

R
ech

en
g
rö

ß
en

o
h

n
e

p
h

ysik
alisch

e
R

elevan
z
.

Ih
r

D
iverg

ieren
sp

ielt
k
ein

e
R

o
lle

fü
r

d
ie

T
h

eo
rie.

Fü
r

d
ie

k
o
n

k
rete

R
ech

n
u

n
g

verw
en

d
et

m
an

ü
b

erallm
r

u
n

d
e
r

statt
m

u
n

d
e

u
n

d
h

at
k
ein

e
d

iverg
ieren

d
en

T
erm

e
m

eh
r,

also
z
u

m
B

eisp
iel

S
′(2)
F
(q)=

1

/ q−
m
r c
�

(1+
α
�
2π

R
Σ (q)
m
r c )

(5.37)

statt
d

em
d

iverg
ieren

d
en

In
teg

ral
(5.24

b
).

5
.8

.3
A

n
m

erk
u

n
g
en

B
ish

er
w

u
rd

e
n

u
r

d
ie

R
egu

larisieru
n

g
u

n
d

R
en

o
rm

ieru
n

g
in

n
ied

rigster
O

rd
n

u
n

g
b

etrach
tet,

w
eiterh

in
m

u
ss

m
an

G
rap

h
en

d
er

Fo
rmo
d

er
o
d

er
...

20
15-0

2-10
6

3

1.3
|

D
ie

D
ir

a
c

-G
l

e
ic

h
u

n
g

erh
alten

w
ir

=⇒
[
∂
µ ∂
µ+

(
m
c�

)
2 ]
ψ
=
0

(1.22a)

=⇒
[
�
+
(
m
c�

)
2 ]
ψ
=
0.

(1.22b
)

D
ies

ist
d

ie
eig

en
tlich

e
D

arstellu
n

g
d

er
K

lein
-G

o
rd

o
n

-G
leich

u
n

g
.
Sie

b
esitz

t
fo

lg
en

d
e

u
n

er-
w

ü
n

sch
te

Eig
en

sch
aften

:

ñ
Lö

su
n

g
ist

d
as

Sk
alarfeld

ψ
.D

ie
Lö

su
n

gen
b

esch
reib

en
ein

T
eilch

en
o
h

n
e

Sp
in

,d
.h

.w
ir

erh
alten

k
ein

e
g
eeig

n
ete

G
leich

u
n

g
z
u

r
B

esch
reib

u
n

g
ein

es
Elek

tro
n

s.

ñ
A

ls
Lo

ren
tz

sk
alar

ist
d

ieses
ψ

in
varian

t
u

n
ter

Lo
ren

tz
tran

sfo
rm

atio
n

en
.

ñ
A

n
d

ers
als

in
d

er
Q

u
an

ten
m

ech
an

ik
gefo

rd
ert,b

en
ö
tigt

m
an

z
w

eiA
n

fan
gsb

ed
in

gu
n

gen
,

n
äm

lich
ψ
(r,t=

0)=
...
,

ψ̇
(r,t=

0)=
...
,

u
m

d
ie

Z
eiten

tw
ick

lu
n

g
b

erech
n

en
z
u

k
ö
n

n
en

,
d

.h
.
es

tritt
ein

W
id

ersp
ru

ch
z
u

d
en

P
o
stu

laten
d

er
Q

u
an

ten
m

ech
an

ik
au

f!

ñ
D

ie
Lö

su
n

g
en
ψ

k
ö
n

n
en

au
f

n
eg

ative
W

ah
rsch

ein
lich

k
eitsd

ich
ten

fü
h

ren
.

D
ies

ist
jed

o
ch

p
ro

b
lem

atisch
fü

r
d

ie
In

terp
retatio

n
d

er
W

ellen
fu

n
k
tio

n
!

E
n

erg
iesp

ek
tren

(freies
T

eilch
en

)

D
ie

K
lein

-G
o
rd

o
n

-G
leich

u
n

g
(1.22b

)
b

esitz
t

als
freie

Lö
su

n
g

d
ie

eb
en

en
W

ellen

ψ
(r,t)=

e
i�
(E
t−
p
r)

(1.23a)

m
it

E
=
± √
p
2c
2+
m
2c
4,

(1.23b
)

d
.h

.z
u

jed
em

Im
p

u
ls
p

o
d

er
W

ellen
vek

to
r
k
=
p
/�

g
ib

t
es,

ñ
ein

e
Lö

su
n

g
p

o
sitiver

En
erg

ie,

ñ
ein

e
Lö

su
n

g
n

eg
ativer

En
erg

ie.

In
A

b
b

ild
u

n
g

2
ist

d
ies

veran
sch

au
lich

t.Fü
r

d
ie

En
ergie

sin
d

W
erte

vo
n
E
→
−∞

m
ö
glich

,d
.h

.
es

lieg
t

ein
Stab

ilitätsp
ro

b
lem

vo
r!

1.3
D

ie
D

irac-G
leich

u
n

g

E
in

ig
e

P
ro

b
lem

e
d

er
K

lein
-G

o
rd

o
n

-G
leich

u
n

g
lassen

sich
b

eseitig
en

,
w

en
n

m
an

ein
e

D
if-

feren
tialg

leich
u

n
g

erster
O

rd
n

u
n

g
fi

n
d

et.
D

iese
w

u
rd

e
19

28
vo

n
P
.

D
irac

au
fg

estellt.
D

ie
Fo

rd
eru

n
g
en

an
d

iese
G

leich
u

n
g

sin
d

:

ñ
relativistisch

e
K

o
varian

z
,

ñ
n

u
r

A
b

leitu
n

g
en

erster
O

rd
n

u
n

g
treten

au
f,

6
20

14
-10

-21



5.
8

|
Id

e
e

n
s
k

iz
z

e
z

u
r

R
e

g
u

l
a

r
is

ie
r

u
n

g
u

n
d

R
e

n
o

r
m

ie
r

u
n

g

D
er

Fa
k
to

r
l4
−d

sp
ie

ge
lt

h
ie

rb
ei

ei
n

e
K

o
rr

ek
tu

r
d

er
Ei

n
h

ei
te

n
w

id
er

.M
it

d
er

U
m

re
ch

n
u

n
g

1 a
b
=
∫ 1 0

d
z

(a
z
+
b
(z
+
1)
)2

(5
.2

8
)

w
ir

d
d

ar
au

s

Σ(
2)
(q
)
=
−i
e2
µ 0
cl
4−
d

(2
π
)d

∫ 1 0
d
z
∫

γ
α
( /q
−
/ k
+
m
c
�

) γ
α

d
d
k

[ (q
−
k)
µ
(q
−
k)
µ
z
−
( m

c
�

) 2
z
+
k µ
kµ
(1
+
z)
+

iε
] 2
.

(5
.2

9
)

In
ei

n
ig

en
R

ec
h

en
sc

h
ri

tt
en

k
an

n
m

an
z
ei

g
en

,d
as

s

Σ(
2)
(q
)
=
−i
e2
µ 0
cl
4−
d

(2
π
)d

∫ 1 0
d
z
∫

d
d
k

γ
α
( /q
−
/ k
+
m
c
�

) γ
α

[ (q
−
k)
µ
(q
−
k)
µ
z
−
( m

c
�

) 2
z
+
k µ
kµ
(1
+
z)
+

iε
] 2
.

(5
.3

0
a)

in
ei

n
en

d
iv

er
g
ie

re
n

d
en

A
n

te
il
∝
δ−

1
(f

ü
r
d
=
4

g
il

t
δ
→
0)

u
n

d
ei

n
en

re
g
u

lä
re

n

R
Σ
(q
)
=
(1
+
ξ)
/q

2
−
(1
+
2ξ
)m
c
�

+
∫ 1 0

[ (1
−
z)
/q
−
2
m
c
�

] ln

(
m
2
c2
z
−
q µ
qµ
z(
1
−
z)
�
2

4π
µ
2 0
�
2

)
d
z

(5
.3

0
b

)

z
er

fä
ll

t.
D

ab
ei

is
t
ξ

ei
n

e
In

te
g
ra

ti
o
n

sk
o
n

st
an

te
.

5
.8

.2
K

o
n

v
er

g
en

te
M

at
ri

x
el

em
en

te
d

u
rc

h
R

en
o
rm

ie
ru

n
g

D
er

er
st

e
Sc

h
ri

tt
in

d
er

B
es

ei
ti

gu
n

g
d

er
D

iv
er

ge
n

z
en

b
es

te
h

t
d

ar
in

,(
5.

24
a)

u
m

z
u

sc
h

re
ib

en

S̃′
(2
)

F
=
S̃ F
(q
)
+
S̃ F
(q
)Σ
(2
) (
q)
S̃ F
(q
)
≈

1
S̃−

1
F
(q
)
−
Σ(
2)
(q
)
.

(5
.3

1)

T
at

sä
ch

li
ch

is
t

d
ie

s
b

is
au

f
T

er
m

e
d

er
O

rd
n

u
n

g
O[
( Σ
(2
) (
q)
) 2
] id

en
ti

sc
h

m
it

(5
.2

4
a)

1
S̃−

1
F
(q
)
−
Σ(
2)
(q
)
=
S̃ F
(q
)
+
S̃ F
(q
)Σ
(2
) (
q)
S̃ F
(q
)
+
S̃ F
(q
)Σ
(2
) (
q)
S̃ F
(q
)Σ
(2
) (
q)
S̃ F
(q
)
+
..
.

+
+

+
..
.

u
n

d
en

th
äl

t
in

k
o
n

se
q

u
en

te
r

R
ei

h
en

fo
lg

e
al

le
h

ö
h

er
en

B
ei

tr
äg

e
vo

n
K

o
rr

ek
tu

re
n

d
es

se
lb

en
T

yp
s.

S̃′
(2
)

F
(q
)

(5
.3

1) = (?
?)

1

/q
−
m
c
�
−

α 2π

( 4
m
c
�
− /q
δ

+
R
Σ
(q
))

≈
1
−

α
2π
δ

/q
−
m
c
�

( 1
+

3α 2π
δ
+
α
�
2π
+
R
Σ
(q
)

m
c

)
+
O
( α

2
)

(5
.3

2)

6
2

20
15

-0
2-

0
3

K
u

r
z

e
E

in
f

ü
h

r
u

n
g

in
d

ie
r

e
l

a
t

iv
is

t
is

c
h

e
Q

u
a

n
t

e
n

m
e

c
h

a
n

ik
|1

E

+m
c2

−m
c2

k
o
n

ti
n

u
ie

rl
ic

h
es

Sp
ek

tr
u

m

B
ei

sp
ie

le
fü

r
E
n

er
g
ie

n
iv

ea
u

s
g
eb

u
n

-
d

en
er

Z
u

st
än

d
e

G
ü

lt
ig

k
ei

ts
b

er
ei

ch
d

er
Sc

h
rö

d
in

-
g
er

g
le

ic
h

u
n

g

ñ
2

E
n

er
g
ie

sp
ek

tr
u

m
:
L
ö
su

n
g

d
er

K
le

in
-G

o
rd

o
n

-G
le

ic
h

u
n

g
im

F
al

l
ei

n
es

fr
ei

en
T

ei
lc

h
en

s.

ñ
d

ie
Lö

su
n

ge
n
ψ

d
er

n
eu

en
G

le
ic

h
u

n
g

m
ü

ss
en

au
ch

d
ie

K
le

in
-G

o
rd

o
n

-G
le

ic
h

u
n

g
er

fü
ll

en
,

ñ
d

ie
G

le
ic

h
u

n
g

m
u

ss
ei

n
e

p
o
si

ti
v

d
efi

n
it

e
W

ah
rs

ch
ei

n
li

ch
k
ei

ts
d

ic
h

te
er

g
eb

en
.

B
em

er
ku

n
g
:

H
ie

r
w

ir
d

ei
n

e
A

rg
u

m
en

ta
ti

o
n

z
u

m
A

u
fs

te
ll

en
d

er
D

ir
ac

-G
le

ic
h

u
n

g
au

fg
ef

ü
h

rt
,

w
ie

si
e

et
w

a
im

A
n

h
an

g
d

es
Le

h
rb

u
ch

es
vo

n
F.

Sc
h

w
ab

l
(s

ie
h

e
Li

te
ra

tu
rv

er
z
ei

ch
n

is
)

z
u

fi
n

d
en

is
t.

Si
e

en
ts

p
ri

ch
t

n
ic

h
t

d
em

ü
b

li
ch

en
W

eg
,d

er
ab

er
b

er
ei

ts
B

es
ta

n
d

te
il

d
er

K
u

rs
vo

rl
es

u
n

ge
n

is
t.

Ç

A
u

sg
an

g
sp

u
n

k
t

d
er

A
rg

u
m

en
ta

ti
o
n

se
i

d
as

fr
ei

e
T

ei
lc

h
en

in
d

er
Sc

h
rö

d
in

g
er

g
le

ic
h

u
n

g

H
=
p
2

2m
,

(1
.2

4
)

w
o
b

ei
w

ir
d

ie
R

el
at

io
n

(σ
·a
)(
σ
·b
)
=
a
·b
+

iσ
(a
×
b
)

(1
.2

5)

z
u

m
U

m
sc

h
re

ib
en

d
es

H
am

il
to

n
o
p

er
at

o
rs

ve
rw

en
d

en
.D

er
V

ek
to

r
σ

b
es

it
z
t

d
ie

Pa
u

li
-M

at
ri

z
en

al
s

Ei
n

tr
äg

e,
d

.h
.

σ
=
  σ

x

σ
y σ
z

  
.

M
an

k
an

n
d

an
n

sc
h

re
ib

en

H
=
(σ
·p
)(
σ
·p
)

2m
(1

.2
5) =
p
2

2m
+

iσ
(p
×
p
)

︸
︷︷

︸
=0

1 2m
=
p
2

2m
.

(1
.2

6
)

N
ac

h
d

em
P
ri

n
z
ip

d
er

m
in

im
al

en
A

n
k
o
p

p
lu

n
g

er
fo

lg
t

d
ie

Er
se

tz
u

n
g

p
→
p
−
eA
,

H
→
H
+
eφ

(1
.2

7)

20
14

-1
0

-2
1

7



Q
u

a
n

t
e

n
e

l
e

k
t

r
o

d
y

n
a

m
ik

|5

ñ
P
a

u
li-V

illa
rs-R

eg
u

la
risieru

n
g

:T
erm

e
m

it
d

erselb
en

d
ivergieren

d
en

A
sym

p
to

tik
w

erd
en

ab
g
ez

o
g
en

.B
etrach

ten
w

ir
z
u

m
B

eisp
iel

d
ie

Selb
sten

erg
ie

d
es

Elek
tro

n
s

+

S̃
F (q)+

S̃
F (q)Σ

(2)(q)S̃
F (q)=

S̃
′(2)
F
(q)

(5.24
a)

m
it

Σ
(2)(q)=

i e
2�

∫
d
4k

(2π
)
4 D̃

F
α
β (k)γ

αS̃
F (q−

k)γ
β
,

(5.24
b

)

w
o
b

ei
fü

r
d

en
P
h

to
n

en
p

ro
p

ag
ato

r
D̃
F
α
β (k)∝

1
k
µ k
µ+

iε
g
ilt.D

ies
w

ird
n

u
n

ersetz
t

d
u

rch

1
k
µ k
µ+

iε
→

1
k
µ k
µ+

iε
−

1
k
µ k
µ+
K
µ K

µ+
iε

m
it

g
ro

ß
en

ab
er

en
d

lich
en
K

.
E
s

g
ilt

d
an

n
fü

r
k
lein

e
k
→
0
,

d
ass

d
er

su
b

trah
ierte

T
erm

u
n

b
ed

eu
ten

d
w

ird
u

n
d

fü
r

g
ro

ß
e
k
→
∞

g
eh

t
d

ie
D

iff
eren

z
g
eg

en
0
,
w

o
m

it
d

ie
D

iverg
en

z
au

fg
eh

o
b

en
ist.

ñ
D

im
en

sion
sm

ä
ß
ig

e
R

eg
u

la
risieru

n
g

:D
er

U
rsp

ru
n

g
d

er
D

ivergen
z

ist
d

ie
Po

ten
z

in
d
4k

.
A

ls
A

n
satz

w
ird

n
u

n
d

as
In

teg
ral

in
d

er
D

im
en

sio
n

d
=
4+

δ
(5.25)

au
sg

ew
ertet.D

er
T

erm
in

(5.24
b

)
lau

tet
exp

liz
it

Σ
(2)(q)=

−
ie
2µ
0 cη

α
β

(2π
)
4

∫
d
4k

γ
α (/ q−

/k+
m
c�

)
γ
β

(k
µ k
µ+

iε)(q−
k)
µ (q−

k)
µ−

(
m
c�

)
2+

iε
(5.26

a)

o
d

er
in
d

D
im

en
sio

n
en

Σ
(2)(q)=

−
ie
2µ
0 cl 4−

d

(2π
)
d

∫
d
dk

γ
α (/ q−

/k+
m
c�

)
γ
α

(k
µ k
µ+

iε)(q−
k)
µ (q−

k)
µ−

(
m
c�

)
2+

iε
.

(5.26
b

)

D
er

Fak
to

r
l 4−

d
sp

iegelt
h

ierb
eiein

e
K

o
rrek

tu
r

d
er

Ein
h

eiten
w

id
er.M

it
d

er
U

m
rech

n
u

n
g

Σ
(2)(q)=

−
ie
2µ
0 cη

α
β

(2π
)
4

∫
d
4k

γ
α (/ q−

/k+
m
c�

)
γ
β

(k
µ k
µ+

iε) [(q−
k)
µ (q−

k)
µ−

(
m
c�

)
2+

iε ]
(5.27a)

o
d

er
in
d

D
im

en
sio

n
en

Σ
(2)(q)=

−
ie
2µ
0 cl 4−

d

(2π
)
d

∫
d
dk

γ
α (/ q−

/k+
m
c�

)
γ
α

(k
µ k
µ+

iε) [(q−
k)
µ (q−

k)
µ−

(
m
c�

)
2+

iε ]
.

(5.27b
)

20
15-0

2-0
3

6
1

1.3
|

D
ie

D
ir

a
c

-G
l

e
ic

h
u

n
g

fü
r

ein
gelad

en
es

T
eilch

en
im

elek
tro

m
agn

etisch
en

Feld
.Im

gerad
e

gefu
n

d
en

en
A

n
satz

ergib
t

sich
d

am
it

H
=

12m
[ σ
·(p

−
eA
)][ σ

·(p
−
eA
)] +

eφ

(1.25)
=

12m
(p
−
eA
)
2+

i
2m

σ
[ (p

−
eA
)×
(p
−
eA
)] +

eφ

=
12m
(p
−
eA
)
2−

e�
2m

σ
·
B
+
eφ
.

(1.28
)

D
ies

ist
d

ie
P
a
u

li-G
leich

u
n

g
,
sie

en
tsp

rich
t

d
em

n
ich

t
relativistisch

en
G

ren
z
fall

d
er

D
irac-

G
leich

u
n

g
.

Ä
h

n
lich

lässt
sich

d
ie

relativistisch
e

En
erg

ie-Im
p

u
ls-B

ez
ieh

u
n

g
b

eh
an

d
eln

.
(
Ec
−
σ
·
p )(

Ec
+
σ
·
p )
=
E
2

c
2 −

(σ
·
p
)(σ

·
p
)

(1.25)
=
E
2

c
2 −

p
2

(1.16
a)
=
m
2c
2
.

M
it

d
en

Jo
rd

an
sch

en
Ersetz

u
n

g
sreg

eln
erh

ält
m

an
(

i�c
∂
t +
σ
·

i�∇
)(

i�c
∂
t −
σ
·

i�∇
)
ϕ︸︷︷︸
−
ϕ
1

︸
︷︷

︸
=−
m
cϕ

2

=
m
2c
2
ϕ︸︷︷︸
−
ϕ
1

.
(1.29

)

M
it

d
en

b
eid

en
z
w

eik
o
m

p
o
n

en
tig

en
Sp

in
o
ren

ϕ
1

u
n

d
ϕ
2

erh
alten

w
ir

z
w

ei
g
ek

o
p

p
elte

D
iff

eren
tialg

leich
u

n
g
en

erster
O

rd
n

u
n

g
,

i�
[
∂

∂(ct) −
σ
·∇

]
ϕ
1 =

m
cϕ

2
,

(1.30
a)

i�
[
∂

∂(ct) +
σ
·∇

]
ϕ
2 =

m
cϕ

1
.

(1.30
b

)

M
it

d
er

Sch
reib

w
eise

σ
·∇
=
σ
i∂
i

u
n

d
∂/∂(ct)=

∂
0

fo
lgt

fü
r

(1.30
b

)−
(1.30

a)
u

n
d
−

(1.30
b

)−
(1.30

a)

i�
[∂
0 (ϕ

2 −
ϕ
1 )+

σ
i∂
i (ϕ

2 +
ϕ
1 ) ]=

.m
c(ϕ

2 −
ϕ
1 ),

(1.31a)

−
i�
[∂
0 (ϕ

2 +
ϕ
1 )+

σ
i∂
i (ϕ

2 −
ϕ
1 ) ]=

−
m
c(ϕ

2 +
ϕ
1 ).

(1.31b
)

M
it

d
em

V
ierer-Sp

in
o
r

ψ
=
(
ϕ
2 −
ϕ
1

ϕ
2 +
ϕ
1 )

(1.32)

erg
ib

t
sich

i�

[(
1

0
0
−

1 )
∂
0 +

(
0

σ
i

−
σ
i

0

)
∂
i −
m
c

i�

]
ψ
=
0

(1.33)

o
d

er
[

iγ
µ∂
µ −

m
c�

]
ψ
=
0

8
20

14
-10

-21



5.
8

|
Id

e
e

n
s
k

iz
z

e
z

u
r

R
e

g
u

l
a

r
is

ie
r

u
n

g
u

n
d

R
e

n
o

r
m

ie
r

u
n

g

5
.7

.3
V

er
b

le
ib

en
d

e
d

iv
er

g
en

te
T

er
m

e

N
eb

en
d

en
V

ak
u

u
m

b
la

se
n

,d
ie

in
d

en
Ü

b
er

g
an

g
sa

m
p

li
tu

d
en

n
u

r
ei

n
en

ir
re

le
va

n
te

n
P
h

as
en

-
fa

k
to

r
li

ef
er

n
,m

ü
ss

en
d

re
i

p
ri

m
it

iv
-d

iv
er

ge
n

te
G

ra
p

h
en

b
et

ra
ch

te
t

w
er

d
en

,d
er

en
D

iv
er

ge
n

z
n

ic
h

t
in

ir
g
en

d
ei

n
er

Fo
rm

k
o
m

p
en

si
er

t
w

er
d

en
k
an

n
.

ñ
Se

lb
st

en
er

g
ie

d
es

El
ek

tr
o
n

s/
P
o
si

tr
o
n

s
D
=
1

ñ
Se

lb
st

en
er

g
ie

P
h

o
to

n
s
D
=
2

ñ
V

er
te

xk
o
rr

ek
tu

r
D
=
0

A
ll

e
d

iv
er

g
ie

re
n

d
en

D
ia

g
ra

m
m

e
h

ö
h

er
er

O
rd

n
u

n
g

en
th

al
te

n
d

ie
se

G
ra

p
h

en
.

5
.8

Id
ee

n
sk

iz
z
e

z
u

r
R

eg
u

la
ri

si
er

u
n

g
u

n
d

R
en

o
rm

ie
ru

n
g

D
ie

D
iv

er
g
en

z
en

k
ö
n

n
en

ei
n

g
ru

n
d

le
g
en

d
es

Sc
h

ei
te

rn
d

er
T

h
eo

ri
e

b
ed

eu
te

n
.E

s
g
ib

t
je

d
o
ch

ei
n

e
M

ö
g
li

ch
k
ei

t
so

so
z
u

b
eh

an
d

el
n

,
d

as
s

si
ch

ei
n

k
o
n

si
st

en
te

s
Er

g
eb

n
is

ab
le

it
en

lä
ss

t,
d

as
in

h
er

vo
rr

ag
en

d
er

Ü
b

er
ei

n
st

im
m

u
n

g
m

it
d

em
Ex

p
er

im
en

t
is

t.
D

ie
G

ru
n

d
le

ge
n

d
e

Id
ee

b
es

te
h

t
d

ar
in

,
d

as
s

al
le

D
iv

er
g
en

z
en

in
p

ri
n

z
ip

ie
ll

n
ic

h
t

m
es

sb
ar

e
K

o
n

st
an

te
n

ve
rs

ch
o
b
en

w
er

d
en

.
D

ie
s

h
at

z
u

r
Fo

lg
e,

d
as

s
d

ie
W

ir
k
u

n
g
sq

u
er

sc
h

n
it

te
th

eo
re

ti
sc

h
b

er
ec

h
en

b
ar

b
le

ib
en

.

5
.8

.1
A

n
sä

tz
e

z
u

r
R

eg
u

la
ri

si
er

u
n

g

D
ie

R
eg

u
la

ri
si

er
u

n
g

en
th

äl
t

d
en

Sc
h

ri
tt

,d
ie

D
iv

er
ge

n
z
en

vo
n

re
gu

lä
re

n
A

n
te

il
en

d
er

In
te

gr
al

e
in

ad
d

it
iv

e
T

er
m

e
ab

z
u

sp
al

te
n

.D
ab

ei
g
ib

t
es

z
w

ei
A

n
sä

tz
e:

6
0

20
15

-0
2-

0
3

K
u

r
z

e
E

in
f

ü
h

r
u

n
g

in
d

ie
r

e
l

a
t

iv
is

t
is

c
h

e
Q

u
a

n
t

e
n

m
e

c
h

a
n

ik
|1

m
it

γ
0
=
( 1

0
0
−1

)
,

(1
.3

4
a)

γ
i
=
(
0

σ
i

−σ
i

0

)
.

(1
.3

4
b

)

D
ie

s
is

t
d

ie
D

ir
a

c-
G

le
ic

h
u

n
g

fü
r

ei
n

fr
ei

es
T

ei
lc

h
en

.E
in

e
an

d
er

e
Sc

h
re

ib
w

ei
se

is
t

i�
∂ t
ψ
=
( �
c i
α
k
∂ k
+
β
m
c2
) ψ

(1
.3

5a
)

m
it

β
=
( 1

0
0
−1

)
,

α
i
=
β
γ
i
=
(
0

σ
i

σ
i

0

)
.

(1
.3

5b
)

Ei
n

e
b

es
o
n

d
er

s
k
o
m

p
ak

te
Sc

h
re

ib
w

ei
se

er
gi

b
t

si
ch

u
n

te
r

V
er

w
en

d
u

n
g

d
es

Fe
yn

m
a
n

-D
a
g
g
er

Sy
m

b
ol

s

/ ∂
=
γ
µ
∂ µ
=
γ
0 c
∂ t
+
γ
∇

/̂ p
=
γ
µ
p̂
µ
=
γ
0
p̂
0
+
γ
i p̂
i.

D
am

it
fo

lg
t

al
so

( /̂ p
−
m
c)
ψ
(r
,t
)
=
0
,

(1
.3

6
)

( i/ ∂
−
m
c
�

) ψ
(r
,t
)
=
0
.

(1
.3

7)

1.
3
.1

K
o
n

ti
n

u
it

ät
sg

le
ic

h
u

n
g

M
u

lt
ip

li
z
ie

re
G

le
ic

h
u

n
g

(1
.3

5a
)

vo
n

Li
n

k
s

m
it
ψ
†
=
( ψ

∗ 1
,ψ

∗ 2
,ψ

∗ 3
,ψ

∗ 4
)

i�
ψ
† ∂
tψ
=
�
c i

( ψ
† α

k
∂ k
ψ
+
m
c2
ψ
† β
ψ
)

(1
.3

8
a)

D
ie

d
az

u
k
o
n

ju
g
ie

rt
-k

o
m

p
le

xe
R

el
at

io
n

is
t:

−i
�
∂ψ

†

∂t
ψ
=
−
�
c i

( ∂
iψ

†)
α
i†
ψ
+
m
c2
ψ
† β
ψ
.

(1
.3

8
b

)

B
et

ra
ch

te
(1

.3
8
b

)−
(1

.3
8
a)

∂ t
ψ
† ψ
=
−c
(∂
iψ

† )
α
i†
ψ
+
cψ

† α
i ∂
iψ
+

im
c2 �

( ψ
† β
† ψ
−
ψ
† β
ψ
)
.

(1
.3

9
)

20
14

-1
0

-2
1

9



Q
u

a
n

t
e

n
e

l
e

k
t

r
o

d
y

n
a

m
ik

|5

k

γ
µ

γ
ν

k

q
2 =
k
−
q
1

q
1

W
ir

fi
n

d
en

m
it

d
en

Feyn
m

an
-R

eg
eln

u
n

d
d

er
A

u
sw

ertu
n

g
aller

so
fo

rt
lö

sb
aren

In
teg

rale

S
(2)
SP
=
−

e
2

(2π
)
4�
2 ∫

d
4k

(2π
)
4

︸
︷︷

︸
in

n
ere

P
h

o
to

n
en

lin
ien

iD̃
F
α
µ (k) ∫

tr [γ
µS̃
F (q)γ

νS̃
F (q−

k) ]
︸

︷︷
︸

Sp
u

r
im

4
-d

im
Sp

in
o
rrau

m

d
4q

iD̃
F
ν
β
.

(5.22)

Fü
r

g
ro

ß
e

W
erte

d
es

Im
p

u
lses

q
liefern

d
ie

Feyn
m

an
-P

ro
p

ag
ato

ren
ein

e
A

b
h

än
g
ig

k
eit

S̃
F (q)∝

1|q|
u

n
d

d
4q
∝
|q| 4,

so
m

it
d

iverg
iert

d
er

In
teg

ran
d

q
u

ad
ratisch

,
d

ies
w

ird
au

ch
U

ltra
violettd

iverg
en

z
g
en

an
n

t,
d

a
h

o
h

e
Freq

u
en

z
en

n
o
tw

en
d

ig
fü

r
d

ie
D

iverg
en

z
sin

d
.

T
at-

säch
lich

fi
n

d
et

m
an

in
d

er
Q

u
an

ten
elelek

tro
d

yn
am

ik
u

n
en

d
lich

viele
d

iverg
ieren

d
e

T
erm

e,
d

ie
sich

ab
er

au
f

en
d

lich
viele

p
rim

itiv-d
ivergen

te
red

u
z
ieren

lassen
,au

s
d

en
en

alle
w

eiteren
z
u

sam
m

en
gesetz

t
w

erd
en

.D
u

rch
ein

fach
es

A
b

z
äh

len
d

er
Po

ten
z
en

d
er

Pro
p

agato
ren

so
w

ie
au

s
d

er
K

en
n

tn
is

d
er

Z
ah

l
d

er
Lin

ien
an

d
en

V
ertiz

es
lässt

sich
fo

lg
en

d
e

R
eg

el
ab

leiten
:

D
=
4−

3
F
a2
−
P
a
.

(5.23)

D
ab

ei
ist
D

d
er

D
iverg

en
z
g
rad

,
d

er
ein

e
lo

g
arith

m
isch

e
D

iverg
en

z
fü

r
d

en
Fall

D
=
0

b
esch

reib
t,

w
o
h

in
g
eg

en
D
=
n
>
0

d
ie

P
o
ten

z
d

er
D

iverg
en

z
an

g
ib

t,F
a

ist
d

ie
A

n
z
ah

l
d

er
äu

ß
eren

Ferm
io

n
en

lin
ien

u
n

d
P
a

d
ie

A
n

z
ah

l
d

er
äu

ß
eren

P
h

o
to

n
en

lin
ien

.

5
.7.2

P
ro

b
lem

lo
ses

B
eisp

iel:
P
h

o
to

n
-P

h
o
to

n
-Streu

u
n

g

ñ
z
w

ei
ein

lau
fen

d
e

P
h

o
to

n
en

ñ
z
w

ei
au

slau
fen

d
e

P
h

o
to

n
en

ñ
P
h

o
to

n
en

streu
en

an
P
h

o
to

n
en

Im

G
egen

satz
z
u

r
k
lassisch

en
Elek

tro
d

yn
am

ik
(Su

p
erp

o
sitio

n
sp

rin
z
ip

)gib
t

es
d

ie
Ph

o
to

n
-Ph

o
to

n
-

Streu
u

n
g

in
d

er
Q

u
an

ten
elek

tro
d

yn
am

ik
.

N
ach

(5.23)
erg

ib
t

sich
fü

r
d

ie
P
h

o
to

n
-P

h
o
to

n
Streu

u
n

g
ein

en
D

iverg
en

z
g
rad

vo
n
D
=
0

,w
as

ein
e

lo
g
arith

m
isch

e
D

iverg
en

z
b

ed
eu

tet.T
at-

säch
lich

sin
d

es
jed

o
ch

in
n

ere
Sym

m
etrien

(h
ier

d
ie

Eich
in

varian
z

d
er

Elek
tro

d
yn

am
ik

),
d

ie
d

az
u

fü
h

ren
,
d

ass
sich

d
iverg

ieren
d

e
T

eilin
teg

rale
g
eg

en
seitig

au
fh

eb
en

.
D

am
it

k
o
n

verg
iert

d
ie

P
h

o
to

n
-P

h
o
to

n
Streu

u
n

g
.
E
xp

erim
en

tell
w

u
rd

e
d

iese
A

rt
d

er
Lich

tstreu
u

n
g

n
o
ch

n
ich

t
n

ach
gew

iesen
,d

a
d

er
Eff

ek
t

stark
u

n
terd

rü
ck

t
ist

(4
in

n
ere

Ferm
io

n
lin

ien
w

erd
en

b
en

ö
tigt).

20
15-0

2-0
3

59

1.3
|

D
ie

D
ir

a
c

-G
l

e
ic

h
u

n
g

H
ierb

ei
g
ilt

β
†=

β
(1.4

0
a)

α
i †=

α
i

(1.4
0

b
)

%
=
ψ
†ψ

(1.4
0

c)

j
0=

c%
(1.4

0
d

)

j
k=

cψ
†α

kψ
(1.4

0
e)

u
n

d
es

fo
lg

t

∂
µ j
µ=

0.
(1.4

0
f)

D
ies

en
tsp

rich
t

ein
er

K
on

tin
u

itä
tsg

leich
u

n
g

fü
r

d
ie

p
o
sitiv

d
efi

n
ite

D
ich

te
%

!

1.3
.2

R
u

h
en

d
e

T
eilch

en

D
ie

D
irac-G

leich
u

n
g

fü
r

d
as

ru
h

en
d

e
T

eilch
en

,also

p
=
�
k
=
0

(1.4
1)

lau
tet

i�
∂
t ψ
(r,t)=

m
c
2γ

0ψ
(r,t)

=
m
c
2 (

1
0

0
−

1 )


ψ
1

ψ
2

ψ
3

ψ
4 
.

(1.4
2)

D
iese

h
at

vier
Lö

su
n

g
enψ

(+
)

1
=

e −
i m
c 2
�
t 

1000 
,

ψ
(−
)

1
=

e
i m
c 2
�
t 

0010 
,

ψ
(+
)

2
=

e −
i m
c 2
�
t 

0100 
,

ψ
(−
)

2
=

e
i m
c 2
�
t 

0001 
.

(1.4
4

)

W
ir

erh
alten

also
jew

eils
z
w

ei
en

tartete
Z

u
stän

d
e

p
o
sitiver

u
n

d
n

eg
ativer

E
n

erg
ie.

A
u

f
d

ie
en

erg
etisch

en
tarteten

K
o
m

p
o
n

en
ten

(+
)

o
d

er
(−
)

w
irk

en
in

(1.33)
g
erad

e
d

ie
P
au

li-
Sp

in
m

atriz
en

,d
ies

en
tsp

rich
t

d
en

b
eid

en
Ein

stellu
n

g
en

d
es

Sp
in
1/2

.

Folg
e:

D
ie

D
irac-G

leich
u

n
g

b
esch

reib
t

o
ff

en
sich

tlich
Sp

in
-1/2

-T
eilch

en
,k

an
n

also
d

ie
gesu

ch
-

te
relativistisch

e
G

leich
u

n
g

fü
r

Elek
tro

n
en

sein
.

Ç

A
b
er:

Es
g
ib

t
au

ch
d

ie
Z

u
stän

d
e

n
eg

ativer
En

erg
ie!

Ç

10
20

14
-10

-28



5.
7

|
K

o
r

r
e

k
t

u
r

e
n

h
ö

h
e

r
e

r
O

r
d

n
u

n
g

w
o
b

ei
d

er
T

ei
lc

h
en

st
ro

m
z
u

m
B

ei
sp

ie
l

d
u

rc
h

d
as

D
ir

ac
-F

el
d

b
es

ch
ri

eb
en

w
er

d
en

k
an

n
,

jα ei
n
=
〈ĵ
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ẇ
p
→
p
′
F ∏ n
=1

d
N
(p
′ n)

(5
.2

1a
)

im
Im

p
u

ls
ra

u
m

fü
r
F

T
ei

lc
h

en
,w

o
b

ei
g
il

t

ẇ
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∂
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∂
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∂
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=
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∂L∂φ̇
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=
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(3.5a)

φ̇
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=
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k
f k
(r
,t
)
+
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â
k

u
n

d
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â
k
′ f
k
(r
,t
)f
k
′ (
r,
t)
+
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ĉ† k
′f
k
(r
,t
)f
∗ k′
(r
,t
)} E

(k
)E
(k
′ )

+
�
c2
∫

d
3
k
∫

d
3
k
′ (
k
·k

′ )
{ â
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ĉ† −
k
â
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ĉ k
}
.

D
am

it
er

h
al

te
n

w
ir

H
=
1 2

∫
d
3
k
E
(k
){
â
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Ȧ
i
=
εE

i .
(3

.6
4

)

D
u

rc
h

d
ie

b
er

ei
ts

b
ek

an
n

te
Le

ge
n

d
re

tr
an

sf
o
rm

at
io

n
er

h
al

te
n

w
ir

eb
en

so
d

ie
H

am
il

to
n

d
ic

h
te

.

H
=
∑ i

π
i Ȧ
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â
†(k
,λ)e

ik
µ x
µ }
.

(3.72b
)

D
am

it
b

erech
n

et
m

an

:Ĥ
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