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1.1 | GRUNDLAGEN DER SRT

wobei

) (1.2¢)
Y = 1 . AH.NQV

Es zeigt sich, dass sowohl die Zeit als auch der Ort transformiert werden miissen.

1.1.2 Geeignete Notation

Da die Zeit kein geeigneter Bahnparameter ist, fassen wir diese mit dem Ort zu einem
Vierervektor zusammen

ct x0
x x! ct
oo =7, | =
X y 2 A%v (1.3)
z x3

Dabei gilt meist:
» griechische Indizes zdhlen von 0...3,
» lateinische Indizes zdhlenvon 1...3.

Ein kontravarianter Vektor wird durch x* beschreiben. Das zugehorige Element im Dualraum,
der kovariante Vektor wird mit x, bezeichnet.

Die Metrik der SRT ist

1 0 0 0
" = Ny = m |o~ |o~ w (1.4)
0 O 0 -1
Mit ihr wechselt man von kontra- zu kovarianten Komponenten und vice versa,
Xy =nNwx’ und x* =nt'x,. (1.5)

Fur das Skalarprodukt gilt in dieser Schreibweise

xp Yt = xun™ yy
xHnwy”

= x090 — xlyl — x2y2 — x3y3, (1.6)
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1.1 | GRUNDLAGEN DER SRT

In einem Koordinatensystem, in dem man sich selbst nicht bewegt (dx’ = 0) gilt
c?dt? = c?di?,
Die Variable T hat hier die Bedeutung der Zeit. Sie wird daher als Eigenzeit bezeichnet.

In diesen Zusammenhang stellt sich die Frage nach einer sinnvollen Definition einer Ge-
schwindigkeit. Diese sollte die folgenden Eigenschaften erfiillen:

» Sie sollte ein Vierervektor sein.
» Ableitungen von x* nach t kommen nicht in Frage, diese sind keine Lorentzskalare.

» Eine Ableitung nach T ist jedoch moglich:

e L ()

dr dr \r
dt
na\qv dt Anv
=\lar'd | =521 - (1.133)
Aﬂ% dr \r
Mit
(31 ()
t Cc
dt
= (1.13b)
= ut=y Amv . (1.130)
v

Damit sind wir in der Lage, einen Viererimpuls zu identifizieren,

ttu§=:u§w AMV H Asww\nv . C.Ev

Hierbei haben wir p = mywv fir den rdumlichen Anteil verwendet. Betrachten wir nur die
nullte Komponente, d.h.

r’ =myc

o ) mc? ,  muv?
plc =myc? = ——= ~mc* +
1- Y 2

-

+.

Die Entwicklung in eine Taylorreihe zeigt, dass wir die Ruheenergie, die kinetische Energie
eines Teilchens und relativistische Korrekturen erhalten. Somit ergibt sich eine sinnvolle
Definition der Energie. Man interpretiert entsprechend

p'=— (1.15)

KOVARIANTE EICHTHEORIEN | 6

Kovariante Eichtheorien

6.1 Bereits bekanntes Beispiel

In den Ubungen (Aufgabe 7) wurde gefunden, dass die Forderung nach einer lokalen Fichvari-
anz der Dirac-Gleichung,

& - c\ — %@C&& , (6.1)

nur erfiillt werden kann, wenn man
Oy —Dy=0,+ W&b: (6.2)

ersetzt, wobei die zusétzlichen Fedler A, selbst wieder einer zu (6.1) passenden Eichtrans-
formation unterliegen miissen,

, h
Ay~ A=A+ Mmtmzkv . (6.3)

Verlangt man, dass es noch einen freien Feldanteil fiir die Felder A, gibt, der dieselbe Form
wie ¢ in der Lagrangedichte hat und fiir sich allein invariant unter (6.3) ist, so erhélt man die
Lagrangedichte

1

2o (0udv) (2%A7) . (6.4)

Lot = ihcPy* Amt + W&>nv Y —-mcrPy -
Diese Lagrangedichte ist invariant unter den gemeinsamen Eichtransformationen (6.3) und (6.4).
Die Forderung nach einer lokalen Eichinvarianz des Dirac-Feldes fiihrt auf die Kopplung an
das elektromagnetische Feld, denn das bisher vorgestellte Vorgehen mit dem Ergebis (6.4)
fithrt exakt auf die Lagrangedichte (4.4).

6.2 Weiterentwicklung

6.2.1 Grundlegender Gedanke

Die Forderung nach einer lokalen Eichinvarianz ist erfolgreich und fiihrt auf das bekannte
Ergebnis aus der klassischen Theorie (minimale Ankopplung). Doch was ist mit Fdllen, in
denen wir uns nicht an einer vorhandenen klassischen Theorie orientieren kénnen? Ein
Versuch wire es, weitere (kompliziertere) lokale Eichinvarianzen zu fordern.
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1.3 | DIE DIRAC-GLEICHUNG
erhalten wir
h

“v ﬁu + Aﬁvd Gno. C.mmg

= T:m: + AEVNQ y=0 (1.22a)

Dies ist die eigentliche Darstellung der Klein-Gordon-Gleichung. Sie besitzt folgende uner-
winschte Eigenschaften:

» Losung ist das Skalarfeld . Die Losungen beschreiben ein Teilchen ohne Spin, d.h. wir
erhalten keine geeignete Gleichung zur Beschreibung eines Elektrons.

» Als Lorentzskalar ist dieses  invariant unter Lorentztransformationen.

» Anders als in der Quantenmechanik gefordert, bendtigt man zwei Anfangsbedingungen,
namlich

yr,t=0)=..., yr,t=0)=...,

um die Zeitentwicklung berechnen zu kénnen, d.h. es tritt ein Widerspruch zu den
Postulaten der Quantenmechanik auf!

» Die Losungen ¢ konnen auf negative Wahrscheinlichkeitsdichten fithren. Dies ist
jedoch problematisch fiir die Interpretation der Wellenfunktion!
Energiespektren (freies Teilchen)
Die Klein-Gordon-Gleichung (1.22b) besitzt als freie Losung die ebenen Wellen
W(r,t) = er E-pr) (1.23a)
mit
E = ++/p2c? + m2c*, (1.23b)
d.h. zu jedem Impuls p oder Wellenvektor k = p/h gibt es,
» eine Losung positiver Energie,
» eine Losung negativer Energie.

In Abbildung 2 ist dies veranschaulicht. Fiir die Energie sind Werte von E — —oco moglich, d.h.
es liegt ein Stabilitatsproblem vor!

1.3 Die Dirac-Gleichung

Einige Probleme der Klein-Gordon-Gleichung lassen sich beseitigen, wenn man eine Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung findet. Diese wurde 1928 von P. Dirac aufgestellt. Die
Forderungen an diese Gleichung sind:

» relativistische Kovarianz,

» nur Ableitungen erster Ordnung treten auf,

6 2014-10-21

QUANTENELEKTRODYNAMIK |5
Jetzt fihren wir ein
m=m, + Ay +0 (0)° (5.33)
—
O(x)
dann wird der Nenner in Gleichung (5.32) zu
myc ApcC B 3om,c >
1= "~ omhs T 0 () . (5.34)
Dieser Term divergiert genau dann nicht mehr, sofern
3om,
Am = — .
2718 (5.35)

gilt.

Auf dhnliche Weise absorbiert man die Divergenz im Zahler. Zu beachten gilt, dass die inneren
Linien immer zusammen mit Vertizes und weiteren dort verkniipften Linien auftreten. Dabei
ist der Vertex proportional zur Elementarladung e, welche wiederum aufgespalten werden
kann in

e=e,+Ae. (5.36a)

Der Zahler aus (5.32) divergiert genau dann nicht, wenn

e
Ae = —~

=375 (5.36b)

Diese Renormierung gelingt konsistent in der Quantenelektrodynamik, das heillt in allen
divergierenden Termen mit denselben Werten. Es treten in allen messbaren Grofen nur die
renormierten Massen m, und Ladungen e, auf. Die nackten Massen m und Ladungen e,
die wie Am und Ae divergieren, sind nun reine Rechengroffen ohne physikalische Relevanz.
Thr Divergieren spielt keine Rolle fir die Theorie. Fiir die konkrete Rechnung verwendet
man tiberall m, und e, statt m und e und hat keine divergierenden Terme mehr, also zum
Beispiel
1

qa- myc AH 4 eh Rs(@)

h 21T myc

M.M.,AN' A&v _

(5.37)
)

statt dem divergierenden Integral (5.24b).

5.8.3 Anmerkungen

Bisher wurde nur die Regularisierung und Renormierung in niedrigster Ordnung betrachtet,
weiterhin muss man Graphen der Form

oder oder...

63



12-01-¥102

N~

(Ze'1) Po+H—H
‘vo—-d—d
gunz1as1q a1p 18[00 Sunjddoduy usfewur PP diZurld Wop YdeN
0=
we ‘ \ ue we

(92'1) N‘n Anxn .E+‘&aw:‘§.bva..3nm

URIYDS UUep Uuey Uep

qp ‘odenurg spe
U9ZINeN-I[Ned 9IP 1Z11S9(q O I01YA 19(J 'UoPUIMIIA whoamhwgoﬁoﬁu—.&mm Sap Ewn—ﬁwhﬂquD wnz

sz (qxv)or+q-v=(q-0)V-0)

UONR[IY TP IIM IPOM

.SN

Vet —
(Fz) i

=H
SunNYDIR[SI3UIPQIYDS I9P UL USYD[IR], 3131J Sep 19S UONeIUSWNSLY 19p pjundssuedsny

o “1ST
UDZUNSI[IOASINY IDP [I9IPURISIY SIRIIC I9CR IDP ‘oM USYDIN WP IYITU 1YILIASIUD 1S “IST
UIPUTJ NZ (STUYDIDZIIAINIRIINTT SYPIS) [(RMYDS *] UOA SIUYINIYIT SIP SURYUY WIT BMID TS M
‘“aynyegine SunydIR[H-dRII(] I9P US[[P1SJNY WINZ UOTILIUIWNGIY UL PIIM ISTH BUmLIouidg

"UICISID IIYDIPSINNYDIUIDYISIYRM TUGIP ANISOd U SSNUW SUNYDIPRID) 3P <«

‘UMD SUNYDIRD-UOPIOD-UII[Y 1P YONe UISSNW SUNYIRL) UINIU JOP h U3UNSQT P <«

*SURYD[IP ], USIDIJ SAUI [[e] Wil SUNYDIR[H-UOPIOD-UR[Y IOp SunsoT :wnmndadsaiSouy ¢ «

dpueISnNZ DUIP
-mso_uw SNEIATURIGIOUY AN 9[a1dSIayg
/r Sunydr[S18
R s s 7 FUIPOIYDS IOP
Zludngsieysnmo

wnINRAS SIUDIRINUNUOY

T| IINVHDAWNILNVAQD THISILSIAILVTAY 1A NI ONAYHAQAINIT 2Z30Y

£0-20-$102 z9

+ae+ L4 -b
(2€9) (0) 0 + TS@ E — v ~

AAEVNM.T wv %I%I@ (&)
(D) ,i's
1 :mmv Qf

'sdA L
UI([PSSIP UIINIRIIOY UOA 9SeNTRY UIIIYQY SR 23[0JuayIoy I91uanbasuoy] Ul I[BIUD pun

(D) % — (b) g
T
(e¥zS) 1mu yosnuapt FQS (<) ]0 SunupIQ J9p SULIB T, JNe SIq SATP 1ST YII[YIBSIL],
(D)@ — (D) s
1
mwgRIYISNZWN (eFe'S) ‘ULrep 1y21saq U9ZUISIAIJ WP SunSnsag Iop Ur NIIYDS 91819 1

+ (0)4§(D) R (D)IS(P) X (D) 4§ + (D) IS(D) )X (D) 4§ + (D) S =

(1€°9) ~ (D)I§(D) (D)4 + (D)IS = jiS

SUNIDMULIOUIY YDINP INUIWI[OXLIIB] IUITIDAUOY Z°8"S

91URISUOSUONRISIUI SUTD 2 1ST 1qe(] I [[BJI9Z

| sz 0] ]
(qo€S) 2P\ iz Dzt = 7o ) U 5w b(z-1) N

%@T 1) - = (b)<y

<
bi3+1)

URIRMNSAI WU PUN () — @ I8 = P I0J) ;_Q > [PIUY UIPUIISNSIAIP UdUI UT
(e0€9)

TI E+DA™+2z %v |N13|S§|i

2 N h p(42) ,
ssep ‘U98I9Z Uel UUeY UINLIYISUIYINY UISIUId U]
(62°9)
n ) — b)Yy —
| NTTLN::& 142 (5ia) ~2a00 - D)"Y i T% % )
ApP a\mA A - Sv P19 21— @
snetep pim
0
(82°S) :((IT+2)q+2zp) %u qv
zp I T

SunuyaIM( 1P M “IOPIM UBYUIY IS9P INIMRIIOY dUID [2¢1a1 1[3531ds 4,7 1013e] I3

ONAYIIWIONTY ANN DNAJAISTIVINDAY ANZ HZZIMSNIIA] | 8'S



1.3 | DIE DIRAC-GLEICHUNG

fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Im gerade gefundenen Ansatz ergibt
sich damit

1
H = yﬁq p—-eA)l[o-(p—-eA)] +ed
(.25 1 _ 2 _ _
= N§€ eA)” + N§i€ eA) X (p —eA)] +ed
_ 1 _ 2 eh
= N§€ eA) m§q B+ed. (1.28)

Dies ist die Pauli-Gleichung, sie entspricht dem nicht relativistischen Grenzfall der Dirac-
Gleichung.

Ahnlich lisst sich die relativistische Energie-Impuls-Beziehung behandeln.
AW\Q. VAW+Q. v E (o-p)o-
c r)\; p)=z-(op p)
CM@ m,‘w 2 :mmv E h
ﬁm

Mit den Jordanschen Ersetzungsregeln erhalt man

A&milw;mqv Aﬁm~|9.§<v @ =m?c® p . (1.29)
c C — —
@1 -@1
——mcp,

Mit den beiden zweikomponentigen Spinoren @; und @ erhalten wir zwei gekoppelte
Differentialgleichungen erster Ordnung,

0

ih T@: -0o- 4; P =mce:; , (1.30a)
0

ih T@S +0- 4; Q2 =Mmce; . (1.30b)

Mit der Schreibweise o - V = ¢719; und 9/9(ct) = 9, folgt fiir (1.30b) — (1.30a) und —(1.30b) —
(1.30a)

ih TOAQN —@1) +00(pr + Q_L =.mc(@; - 1), (1.31a)
—ih TOAQN +@1) +00(pr — Q_L = -mc(p; + @1). (1.31b)
Mit dem Vierer-Spinor
(P21
ergibt sich
) 1 0 0 ot mce
Sﬁﬂo L_v 0o + A\QN OV Mlﬁgﬁlo (1.33)

oder

8
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» Pauli-Villars-Regularisierung: Terme mit derselben divergierenden Asymptotik werden
abgezogen. Betrachten wir zum Beispiel die Selbstenergie des Elektrons

+
Sk(@) + Sr(@ = (@)Sr(a) = $% () (5.24a)
mit
@) e’ d*k )y K)yh b
27 =iy N:Kb;\; )y*Se(a - k)y*, (5.24b)

wobei fiir den Phtonenpropagator Um% (k) oc gilt. Dies wird nun ersetzt durch

1
kykH +ie

1 1 1
kukt +1ie  kuke +ie  kyk# + KK+ + ie

mit grolen aber endlichen K. Es gilt dann fiir kleine k — 0, dass der subtrahierte
Term unbedeutend wird und fur grofe k — « geht die Differenz gegen 0, womit die
Divergenz aufgehoben ist.

» Dimensionsmdifige Regularisierung: Der Ursprung der Divergenz ist die Potenz in d*k.
Als Ansatz wird nun das Integral in der Dimension

d=4+6 (5-25)

ausgewertet. Der Term in (5.24b) lautet explizit

B « —k+ mc B
ie? uocnup ?» y Q h vw 5 (5.26a)
AN: %w:+53|525|5:|A$vim

MANVA&V

oder in d Dimensionen

MESVH%%OEQT& v (a-k+5)y - .
(2m) (kuks + i) (q ~ K)u(q — k)w — ()" +ie

(5.26b)

Der Faktor 144 spiegelt hierbei eine Korrektur der Einheiten wider. Mit der Umrechnung

5@ (q) = —ie®pocnag %% ‘u\p A& —k %v v’ 3 (5.27a)
(2m)* (ko +i6) | @ = Kuta — kv — (59)" +ie
oder in d Dimensionen
MANVA&V — E%Q& V\Q A&Iw.‘.%vu\ > . Am.mw_uv
(2 (kuho +i8) [ a = uta — ko — (5) +ie
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1.3 | DIE DIRAC-GLEICHUNG

Hierbei gilt

BT =8 (1.40a)
ol = o (1.40b)
e=y'y (1.400)
J*=ce (1.40d)
i =cytory (1.40€)
und es folgt
ouj* = 0. (1.40f)

Dies entspricht einer Kontinuitdtsgleichung fiir die positiv definite Dichte p!

1.3.2 Ruhende Teilchen

Die Dirac-Gleichung fiir das ruhende Teilchen, also
p=hk=0 (1.41)
lautet

iho,p(r,t) = me*y°w(r,t)
Y1

.=o GN
\ N
\§m Ao |ﬁv K C.ﬁv

Ya

Diese hat vier Losungen

2
s mc
Coow) =i

S oo+

(1.44)

Il
m.

(-)
) v,

0

1
0
0

0

o me 0
py =i 0
1

B
o~ oo

Wir erhalten also jeweils zwei entartete Zustinde positiver und negativer Energie. Auf
die energetisch entarteten Komponenten (+) oder (—) wirken in (1.33) gerade die Pauli-
Spinmatrizen, dies entspricht den beiden Einstellungen des Spin 1/2.

Folge: Die Dirac-Gleichung beschreibt offensichtlich Spin-1/2-Teilchen, kann also die gesuch-
te relativistische Gleichung fiir Elektronen sein. -

Aber: Es gibt auch die Zustande negativer Energie! -

10 2014-10-28
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qa,=k—-q,

a,

Wir finden mit den Feynman-Regeln und der Auswertung aller sofort I6sbaren Integrale

e? dk

(2mm)4h% J (2m)*
J|\
innere Photonenlinien

Sip = iDr ey (K) ? [ySr(@y*Sra— k)| d*qiDrg - (5:22)

<
Spur im 4-dim Spinorraum

Fur groRe Werte des Impulses g liefern die Feynman-Propagatoren eine Abhéngigkeit
wl&v oc % und d*g « |q|%, somit divergiert der Integrand quadratisch, dies wird auch
Ultraviolettdivergenz genannt, da hohe Frequenzen notwendig fiir die Divergenz sind. Tat-
sdchlich findet man in der Quantenelelektrodynamik unendlich viele divergierende Terme,
die sich aber auf endlich viele primitiv-divergente reduzieren lassen, aus denen alle weiteren
zusammengesetzt werden. Durch einfaches Abzédhlen der Potenzen der Propagatoren sowie

aus der Kenntnis der Zahl der Linien an den Vertizes ldsst sich folgende Regel ableiten:
bn»|ww\&|$. (5.23)

Dabei ist D der Divergenzgrad, der eine logarithmische Divergenz fiir den Fall D = 0
beschreibt, wohingegen D = n > 0 die Potenz der Divergenz angibt, F, ist die Anzahl der
duleren Fermionenlinien und P, die Anzahl der duReren Photonenlinien.

5.7.2 Problemloses Beispiel: Photon-Photon-Streuung

» zwei einlaufende Photonen

A

A » zwei auslaufende Photonen

Y

» Photonen streuen an Photonen

Gegensatz zur klassischen Elektrodynamik (Superpositionsprinzip) gibt es die Photon-Photon-
Streuung in der Quantenelektrodynamik. Nach (5.23) ergibt sich fiir die Photon-Photon
Streuung einen Divergenzgrad von D = 0, was eine logarithmische Divergenz bedeutet. Tat-
sdchlich sind es jedoch innere Symmetrien (hier die Eichinvarianz der Elektrodynamik), die
dazu fihren, dass sich divergierende Teilintegrale gegenseitig aufheben. Damit konvergiert
die Photon-Photon Streuung. Experimentell wurde diese Art der Lichtstreuung noch nicht
nachgewiesen, da der Effekt stark unterdriickt ist (4 innere Fermionlinien werden benotigt).
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1.3 | DIE DIRAC-GLEICHUNG

b) Feynman-Stiickelberg-Interpretation: Die Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein Teil-
chen mit Impuls sind von der Form

W, = oo et W_ = goet” (1.47)
Umschreiben der Losung negativer Energie fiihrt auf eine Exponentialfunktion der Form
P = oeltn = gpeikn X (1.48)

Damit besitzen die Antiteilchen auch positive Energien, bewegen sich aber im gespiegelten
Raum (r — —) riickwérts in der Zeit (t — —t). Diese Interpretation liefert einige Vorteile:

» keine negativen Energien,
» kein Problem mit der Unschérferelation,
» funktioniert fiir Bosonen und Fermionen.

Dennoch ist sie nicht intuitiv und nur schwer gedanklich nachzuverfolgen.

1.3.4 Im elektromagnetischen Feld

Mit dem Viererpotential

b/c
Ay = A, (1.49)

lautet die Dirac-Gleichung

oder ﬁm@\m\»\ﬂg%Ho.

Mit dieser Gleichung ist die relativistische Beschreibung des Wasserstoffatoms moglich. Im
Moment treten die Felder als klassische GroRen auf, es ist jedoch moglich und erforderlich
(Photoeffekt), die Felder zu quantisieren. Quantisieren wir jedoch die elektrischen und ma-
gnetischen Felder in (1.50), so werden zwei Sichtweisen der Quantenmechanik vermischt.

» Elektrodynamik: Quantisierung eines Feldes, hohere Anregung bedeutet hohere Teil-
chenzahl (Photonen).

» Materie: Quantisierung von Punktteilchen, jedes Teilchen beno6tigt eine Wellenfunktion
und eine eigene oder gekoppelte Dirac-Gleichung.

Die Dirac-Gleichung lasst im Allgemeinen einige Wiinsche offen. Zum einen miissen negative
Energien interpretiert werden, zum anderen wére eine einheitliche Theorie fiir die Materie
und ihre Wechselwirkungen hilfreich. Diese einheitliche Theorie sollte, wenn moglich, auch
die Postulate der Quantenmechanik, namlich

» Symmetrisierung/Antisymmetrisierung der Wellenfunktion fiir Bosonen/Fermionen
» Forderung nach einer Normierung der Wellenfunktion fiir eine Teilchenzahl

auf einen festen Grund stellen. Es wird daher notwendig Quantenfeldtheorien aufzustellen.

QUANTENELEKTRODYNAMIK |5

Das Produkt dieser drei Terme liefert die Streuamplitude

St = 1 s e e
(21)2 h, [Ex, Ey; Ex, Ex,
y ?:@ SWK, +ky — ki ngﬁ —kp — k)
kpukp + i€
ie?m?2c ponapti(ky, s7) y*u(ky, s))u(ky, s5)yPu(ks, s»)

- > W (k) + ky — ky — k)
(210)21[Ex, Ex Ex, i, (Kyye = ki) (K = k) e

Nas(ky, 1)y ulky, s))U(ky, s5) yPu(ks, s2)

(5.18)

Hier wurde nur eines der beiden Diagramme der direkten Streuung berechnet. Das andere
unterscheidet sich nur durch k, — —k, und fiihrt auf dasselbe Ergebnis. Tatséchlich sind
beide Félle bereits in den Feynman-Regeln enthalten. Die beiden Diagramme sind topologisch
dquivalent, nur eines wird berechnet. Die Zahlenfaktoren in den Feynman-Regeln sind darauf
angepasst. In jeder Ordnung n kommen n! identische Terme vor, die sich mit dem Faktor %
der Reihenentwicklung (4.23) aufheben.

Durch die Erhaltung des Viererimpulses an den Vertizes hat das Photon einen eindeutigen
Viererimpuls. Dieser erfillt aber nicht die Dispersionsrelation w = c|k|, es handelt sich
hierbei um sogennante virtuelle Photonen. Treten zwei innere Linien auf, so ist der Impuls der
zugehorigen Teilchen nicht festgelegt, da die Viererimpulse der Vertizes auf beide aufgeteilt
werden konnen.

k-k

Der Term der Austauschstreuung unterscheidet sich in zwei Punkten von (5.18):
» der Vertauschung (k;, s5) < (kj,s}),

» einem zuséatzlichen Minuszeichen durch eine zuséatzlich benétigte Permutation der
fermionischen Feldoperatoren.

5.6 Wirkungsquerschnitte

Beobachtbar im Experiment sind Wirkungsquerschnitte, also die Rate eines Ubergangs eines
durch die Flache do einfallenden Teilchenstroms j, in ein Raumwinkelelement dQ. Der
differentielle Wirkungsquerschnitt ist definiert durch

Q‘Q. _ 1 o:\w\ml%mu\
dQ  Jjenl dQ ’

(5.19)
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2.1 | EIN BEISPIEL AUS DER MECHANIK

Fur ein endliches d ergibt sich eine Lagrangefunktion der Form

N+1
NAAV\SW.*U\SWVH Ty —Vy
n=1
N N+1
_ym,. D _ 2
|W_ 2 Vi 23 (Vn = Yn-1)
N N+1
oy ed o, 5K 2
ANMV :Muw > Y P 2d (Vn = Yn-1)
B W od AS\:S_: 2Nk AS\EQT :B_:VN&N
Tae 2 at “=2d ax
N 2 N+1 2
_od Amu\:a&.cv 3 K Amu\?::\ H\mv.mv
) W ot W I 0x (2.4)
Lassen wir N — co und d — 0 gehen, so wird aus der diskreten Summe ein Integral
a>y - ?x. (2.5)
N
was auf eine kontinuierliche Lagrangefunktion fiihrt,
@ [ gy @ Q\JN K Am\éw
25 %ax 2 T ot o\dx/ | (2.6)

Y

-
Pl
2
S

)

Man nennt £ die Lagrangedichte des kontinuierlichen Systems. Die Lagrangefunktion folgt
aus dem Integral iber die Ortskoordinate x. Die wichtige Variable ist das Feld y (x), welches
von dem kontinuierlichen Index x abhdngt. Um aus der Lagrangedichte Bewegungsgleichun-
gen gewinnen zu konnen, gehen wir wie in der klassischen Mechanik vor und benutzen die
Variation der Wirkung,

T

=

y(x,t) = y(x,t) + 6y (x,t),
wobei an den Randpunkten 6y = 0 gilt.

- _ oy m‘u\v
?T%%&Txufimx

oL 0(8y) oL 09(6y)
«mmn_\&%gx m@\wv 2 L.mwAw\wv mx

0 orf 0 oL
n_\&%mx |mmAw\wV |%QAW\WV -0y =0, (2.7)

woraus die Euler-Lagrange-Gleichungen abgeleitet werden kénnen,

0 0oL 0 0L
m%im@@

=0, (2.8)
ot
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» 2. und 4. Zeile: Prozesse mit einer inneren Fermionenlinie, zum Beispiel die Elektron-
Photon-Streuung

i

» 3. Zeile: Prozesse mit einer inneren Photonenlinie, zum Beispiel die Elektron-Positron-
Streuung (Bhaba-Streuung)

b

» 5.-7. Zeile: Prozesse mit zwei inneren Linien, zum Beispiel die Vakuumpolarisation
(virtuelles Elektron-Positron-Paar)

B

» 8.Zeile: Sog. Vakuumblase, welche einen divergierenden Anteil liefert und daher igno-
riert werden muss.

D

5.5.3 Elektron-Elektron-Streuung (Mgller-Streuung)

a) Ubersicht iiber die Terme Das Feynman-Diagramm ist

=

und gehort zum Term

.N
5@ = 5 (=3) W ey A w, (60T () yPAp (2) w, (o) dxi dxz . (5.16)
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2.2 | LAGRANGEFORMALISMUS FUR ALLGEMEINE FEL

Damit ldsst sich die Variation der Wirkung schreiben als

(2.15) 4 oL _ oL oL

oS Pt _,b d*x Mﬁ‘m@* :‘m@ﬁ: 6y + 0y ‘?vﬁt o, . (2.18)

Mit dem GauRschen Satz berechnet man schlieRlich

oL oL
4 - = =
_‘b d*x o, ﬁmﬁﬁt .mﬂ; o do, 3y o¢p, =0. (2.19)
Daraus folgt fir (2.18)
oL oL
_ 4 _y =

58 = r dix T? 3 w Sbr. (2.20)

Da diese Gleichung unabhangig von d ¢, erfiillt sein soll, folgen die Euler-Lagrangegleichungen

fir die Felder.
oL 5 oL (2.21)
m?t??.t|. .

Den Aufwand, den wir betrieben haben, um eine Euler-Lagrangegleichung fiir Felder herzulei-
ten, wird dann nititzlich, wenn wir den Formalismus auf relativistische Felder anwenden.

2.2.0.2 Hamiltondichte

Analog zur klassischen Punktmechanik fiihrt man tiber
Qw,x = Qv:

die Impulsdichte 17, ein

L oL
A, Oy

Die Impulsdichte hingt dabei im Allgemeinen von allen Raum-Zeit-Ableitungen als auch vom

Ort selbst ab

T, (2.22)

T = 0 ($br, Vb, by, X). (2.23)
Wir gehen davon aus, dass (2.23) invertierbar ist, sodass wir
@ﬂ = Avﬁ:.ﬂfqﬁve\. AVT.XV (2.24)

erhalten. Aus diesen Relationen lasst sich eine Hamiltondichte H formulieren,

H = Mj.ﬁ&.vﬁ - HAQVTQ.Y\V = Q.vﬁ (11, Vby, dry X)) (2.25)

Um aus der Hamiltondichte Bewegungsgleichungen zu erhalten, berechnen wir

oH 3¢, 0L 0,

om, -

=t MB?.? = 0, 0TI,

H&ﬁ.TMAj.MIw‘.hv mﬁv,

16 2014-11-04
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hohere Ordnungen systematisch und eindeutig. Daher gibt es feste Regeln, nach denen man
ein Feynman-Diagramm in ein Element der Streumatrix in der Form (5.11) umschreiben kann
und umgekehrt. Dies erspart eine explizite Rechnung. Dabei lauten die Feynman-Regeln wie
folgt:

» Die Ubergangsamplitude |i) — |f) ist durch eine Storungsreihe

Sri = (fISli) = 8pi+ > S (5.13)

n=1
gegeben.

» In der Ordnung mm: treten alle topologisch verschiedenen Feynman-Diagramme n-ter
Ordnung (n Vertizes) auf. Jedes dieser Feynman-Diagramme ergibt eine Teilamplitude
S Fim mit
m:_.: = MMA”@: . (5.14)
m

Die Teilamplitude lasst sich nach folgenden Regeln aus dem Diagramm auslesen, wobei
alle Terme multiplikativ auftreten. Die Terme innerer Fermionenlinien werden entgegen der
Pfeilrichtung aus dem Diagramm abgelesen und dann von links nach rechts geschrieben.

» Elektron
2
\\. = /\le\swm u(k,s) einlaufend
s k
2
-\,\ = /\le\an u(k,s) auslaufend
s k
» Positron
2
\\. = /\M‘wismﬁ v(k,s) einlaufend
e k
2
.\\ = /\M‘w 3M,n v(k,s) auslaufend
e k
» Photon

_ 1 Ntohm _
L/,u - s \Nsw ealk,A) = L',,_L

» Vertex = IWAN.\HV»%Q%EVAM?EE. NAA - M#EE. NAL

» Innere Fermionenlinie

d*k 5 [ dik K+ me
2mior k) = % (2m)* kyk# — (mc/h)? +ig’

e =i

wobei die Impulse gegebenenfalls nicht durch ein- und auslaufende Zustdnde festgelegt
sind.
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2.3 | FELDQUANTISIERUNG

Yi o

Y

! >

D.XN.

» 5 Saite dargestellt durch diskrete Massen.

mit der Impulsdichte 1(x,t) = w\w Im Sinn der kanonischen Bewegungsgleichungen gehen
wir zu Operatoren iiber
N 1

yi= AN Jan, dx y(x,t) = y(x;,t), (2.33)

dx fr(x,t) = 7r(x;, t)Ax;. (2.34)
Axi

=
[

Fiir die diskreten Variablen ldsst sich die Quantisierung iiber die Forderung der Vertau-
schungsregeln

|90 pi] =hSy;, (90931 = [Pify] = 0 (2.35)

einfiihren.

Fir das Beispiel der schwingenden Saite erhalten wir im Grenzwert Ax — 0

0= [pe, ;1“2 [t (xi, 1), 7 (xj, ) 1Ax; - Ax; =0,
also
[7r(xi, t), T (xj,£)] =0 (2.36)
und durch analoges Vorgehen
[¥(xi, 1), ¥ (xj,t)] = 0. (2.37)

Die Bedingung in (2.35) fordert

(91,91 = 16y “2 [ (xi, 1), 7t (x5, ) ]AX; = 8,5k

(2.34)

und ist fiir den Grenzfall Ax; — 0 genau dann erfiillt, wenn gilt

N L~ . . Nm:.
[yV(xi,t), t(x;,t)] =ih >wwo Ax;

= HN%AXH - .X.\v y AN.wmv

denn

Su [ a0 o) 1=y
DXQR,\.AXVDX&. B 0 ~n\n,~

(2.39)

18 2014-11-04
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~ Gie/h) | Ty Aua, d'x RSN )
e y e
o
- am\mvh WaY W gt Agndix \\ﬂ
e Y
Y
~ Gie/h) [ Auruday*w, d'x \m/
e et
Y et
— (ie/h) %m{{ Way'w,:dix W\ (5.7)

5.3.2 Verschwinden der Matrixelemente

a) Anfangs- und Endzustinde Ein konkretes Matrixelement
(fISM11)

verschwindet nur dann nicht, wenn |i) und | f) die Teilchen enthalten, die in (5.7) erzeugt
oder vernichtet werden. Als Beispiel betrachten wir die Zustdande
li) = a'(ky,A;) 10) (5.82)
If) = bt (k,s5)dT (K3, s3) 10) . (5.8b)

Dabei verbleibt nur der zweite Term aus (5.7). Er enthilt die Operatoren btd'a und damit

Aoiwgg@*svs:ovﬂo G.mv
I I

fir geeignete k, A und s. Betrachten wir hingegen den ersten Term aus (5.7), so enthalt dieser
das Matrixelement

(0ldb(btab)at|0) =0, (5.10)

wobei das Ergebnis trivial zu sehen ist, denn die Operatoren a' und b vertauschen und somit
wenden wir einen Vernichtungsoperator auf den Vakuumzustand an.

Der zweite Prozess aus Gleichung (5.9) heillt Paarerzeugung, dabei verwandelt sich ein Photon
in ein Elektron-Positron-Paar.
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QUANTENELEKTRODYNAMIK |5

» Externe statische (waagrecht im Diagramm) Felder sind durch Wellenlinien mit einem
Kreuz am Ende gekennzeichnet:

DaGVAVAVAVAV:

» Das Erzeugen und Vernichten von Teilchen, also das Auftreten der Operatoren a, at,
b, bt, d, dt wird durch einen Punkt (Vertex) gekennzeichnet:
°
Mit diesen elementaren Bausteinen kann man folgende Situationen beschreiben:

» Ein- und auslaufendes Teilchen, also freie Teilchen bei t = +c0 haben nur auf einer
Seite einen Vertex. Zum Beispiel ein einlaufendes Elektron und auslaufendes Positron

Vernichter b des Elektrons Endzustand |f)
Anfangzustand |i) Photonenerzeugung a'
bli) (flat

» Sogennante innere Linien, Linien mit zwei Vertizes beschreiben ein Teilchen, das in
einem Prozess erzeugt und anschlieRend in einem weiteren vernichtet wird

- Vernichter eines Positrons d

Erzeuger eines Positrons df

Innere Linien beschreiben Teilchen, welche nach aufen nicht auftreten konnen - sie
werden virtuelle Teilchen gennant. Sie treten in Kontraktionen auf, zum Beispiel

w2 ise .

—

Diese enthalten immer die Propagationen von Teilchen und Antiteilchen, daher stellt

man sie im Diagramm ohne Zeitrichtung dar.

3 49




Ic 1-11-710%
i+l =¢
.hwﬂ:wm ClICEX! .QWHWQWSQMES ToMZ Toqep 1qIaaygdsa(q Sq "Ulo Av Pled me.—QEO& Sep Janj
. < prptl
AH mv *@@ NU§ 1.*4v @ N& -
4 _ a n ﬁ —
*AV@ NU§ A*@ QVAAV ©v>:t N& =7

1DIpadueade] JIp IIM UIYnJ
anjed 18N0Ud( US[CRLIRA YDSTUOURY UIPIIM (0F°2) SunyRD ydeu Sundisnueny) a1p Img

UI[qeLIRA dYISIuouey] 1€

*rh S9SSIUQSI] UdYDSIURYIIWIURIUEND SIUID
SUNIdISTIURN( 91TIMZ IYDI[YILSIL] UL YDOPI ‘UIYIISIIA NZ SUnIdISTIURN() P “Iep zijesuy
UQJIIPUR UIUID I[[91S S “SUNYDIID[SUIYD[III[IIA U U [RYID pun udgunsQ| JIsaIp Sunziasag
AUDBLIYIUW U JNU UIGNRLId WIIPUOS ‘UFUNSUIPIY UINIU U UI[[AS ‘Sne uddunsoy
UISITP UOA NRUISF UIYIF IIM "US[[NJID (I IeGIITULION) U3UNSUIPIqUICIN 91I9PI0J93 J1p 9P
‘(enu10d) WI[qOIJ $AUGAFIT UL INJ USUNSQT UIIDD{UON YIRU 3YDINS P YdInp 1819 13[0J19
FUNYIIR[SI23UTPOIYDS TP YdNe J9POo SUunyYdR[D-UOPIOD-UR[Y JOp Ul Sunmdisnueny) aIp ‘ULN

o J1IRISNURND TRy UI1TOMZ WINZ YDI[YIRSIR) I PIM 26DL]

- "BUNAISUDNY) UdIIoMZ TP JTISdq
UIP Jne 1IynJ S9IP “QLIOdYIUURNY JOUI SUNYDIID) TOUID SIRII( JWUIRISUD f SBUIpAD]]Y

o ‘Sunisisnueny U jne
1Iyny SIIP ‘udI0IRIAQ YOINP SUNYDIIS[DH-UOPIOD-UR[Y I9p rh P[4 SeP YINe dZ19SI ZIVSUy

"UAZ1ISId URI01IA(Q Ydanp (1¥°2) pun (0¥ 2) SunydIa[) YDeU UIOIIAP[I]
JIp Uew WRPUI 18UId8 (UIUO0I0Y{) P[] UIYISHUSew pun UsYISLIPI? JOp Sunidisnueny
AUIY MIWRUAPOI{I[F JOP ITW SUNQRIYISIY YDINIDYUID UL IIM UIIIPIOJ ULIR(] I[[91SID
URUD[OIIBIUIWIH TP I1J ILIOIL, 3P Ue ,dISIYISUNM UL IpINM 1TUYDSQY UISLIDYIOA W]

ISIOMSUIYISURIIH JOP UOTIRATIO T'T'E

PIRI-uopIoH-uRpy 1€

A R |
I9YISNISIATNIR[AI JI1a1] Suniaisnuen)

€| daa1d ] YHHDSILSIAILVTEY JAI199d DNNJTISILNVND

£1-10-S107 ¥

L

:(1qI8 URYD[RINUY UISISURYRUN SUTY S BP ‘[19]d dUYO0) USTUTT [[OMIS S[e USU0I0YJ <

AN

;uone1d1divlu] §19q[adNS-UeUAd] 3Ip Ue Sunuyd[uy
ur SUNIYOLNIDZ I9ANIRSIU UT [9]d ITW STUIPII[[e ‘USIUIT dUF0ZISYDIND S[e UIUOIISO] <

AP

:3uMIYPINTZ I19ANTSOd UT [19]d 1TW UITUTT 9U280Z38YDIND S[R USUOIDI[] <
;Jne d[oquIAS IPURF[0J U1 UdTIIRISeI(-URUIUAS,] UdP U]

"UIPIIM 1UYDIIZIT MU YIIPUSID UISYDY ISP [2(OM

‘uduue.IgeI(J-1RZ-wney ur 18[0) fundeniny aydsidAy aiq

ORI uswureerpuetiuid ut sunpisre( aydsmydels saur
15T SUNIBIIOS UIOP P "UIIIEMID NZ UL, J[AIA SUNUPIOIRZ I9P pun (eol'€) pun (9¥°€) usg
-UNPPIMIUIUIPON USIP UT WIDIYIIUIIA J9PO WIENIZI] ¢ ‘Sunup.l( I91-u Ul ualolerddopia]
U¢ UoA punidyne purs e UIBPLI NZ 3SSIZ0IJ YISIeNISAYd Jrurep wn ‘usllomnzsne
(€°S) sne IYISSUNQIS 9P USUNUP.I) UURZUID JIP ‘ULIeP Unu 1Yya1saq 0 J9p dqesdjny a1

duurergel(J-uewuAdj 'S

1pudsiua % [UeZ UsuIdpy Jap ydeu

SUNPPIMIUT IDUI (€°S) SYPISSUNIQLS 3IP SSePos ‘1o Uspmijduressuesiaq) Usp nz sunupio

911PMZ 9Paf Inu 18LN “UIPIOM UBYRS 1918dS IIM M % ~ X UURISUONIN[NNSUTS,] IoP 1T

(SS) 0N & LX) M(X)Y(X)h: X, P % y/o
guniayeN J19qo1s ur yors 1qrde sunupaQ apal g

AYIRISSUNIO]S J9P SUNSNISNIYINY 2°'T'S

ANNVIODVIJ-NVINNAT] | TS



ELEKTRODYNAMIK | 5

3.1 | KLEIN-GORDON-FELD QUANTE

d.h. entsprechend koénnen ¢ und ¢* als unabhéngige Felder aufgefasst werden. Die zugeho-
rigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

O ﬁ%: m.ﬁ w mh

dp*  dx« m% .
e Quantenelektrodynamik
e ¢ - \m " 0uch
§nm
_ w oM .
¢ ¢ 5.1 Wechselwirkungsterm
oder
) .
T ol A:an gﬂ _o. (3.2) 5.1.1 Streumatrix
Weiterhin: Die Quantenelektrodynamik behandelt die Wechselwirkung von Teilchen der Dirac-Gleichung
' (Elektronen, Positronen) mit dem Maxwellfeld (Photonen). Ausgangspunkt ist hierbei die
0= oL oL Lagrangedichte (4.4), insbesondere der Wechselwirkungsterm
op * ?v.t
_ §nm 5 - w e L= —cePy'pA,: = —cePAY: (5.1)
mit den Feldoperatoren
OHTQTA VT (33)

v

3
> % = /\ﬁtxw Sk, s)e o+ dty (k, s)ekex |

s=1,1

2 u
s = [ Tbtoc MTw d @ Y ?Ezm‘;i +al (k,A)eke" |

Wir erhalten die Klein-Gordon-Gleichung und ihr komplex konjugiertes. Damit ist £ also
geeignet, um das Klein-Gordon-Feld zu beschreiben.

Fiihren wir nun die Impulsdichten tiber (277)3
1 NN 2
e N§nN bdp* - o — (V) (V™) - me dP*, (3.4a) und der Ladung g = e = —e, < 0. Wir finden also fiir den Hamiltonoperator der Wechselwir-
Ea or - ) kung
¢ ~ 2me? ¢, (3.4b) Hp: = %_u.b_%ﬁ =ce _\ PAY:dBr . (5.2)
% (2.22) wh NN H . . .
T+ = T = me? ¢ (3.4€) Damit lautet die Streumatrix der QED
ein. Eine Umkehrung ergibt § = Te fowHrdin
. _ —i[:H:d%x/(ch)
s« (3.42) 2MC? (3.52) fe
AV - h? m, 3.5a G.va Hm\wmauﬁ%ﬁ_%k\m
. (3.4b) 2MC?
¢ 42 he L (3.5b) o 1 ( ie L
-S> A\v e:? X W) AW (x0): (53)
Damit wird die Hamiltondichte zu: n=0 =1
3229 o b+t -1 sowie die Terme erster und zweiter Ordnung
2 2 2 2 ie P
= B Nﬁn T Nﬁw s 9w + T g SV = -2 [ AT AW, (5.42)
2 2 2 1
= smn Tt + ‘2@:4& )+ P (3.6) s® = MA \v HT?S d*x @ () Al @ (x1) =P (x2) A(x2) @ (x2): (5.4b)

N
N
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3.1 | KLEIN-GORDON-FELD BEHANDLUNG VON WECH¢

Damit lassen sich die Kommutatorregeln fiir die Operatoren d und ¢ finden, H
(3. _va 3 3 t __ ._
ﬁﬁ\w_gw AwHNQ NS\_\QN _AQ %‘Q AMr\,_n r, Hve\,w u\ Hv _HmwﬁvAws Mv wwﬁv Aﬂ\ Hvu_ / \
R :Mf 0 )= \ ;' Integrand verschwin-
- (@ufi(r, 1)) fir (¥, 1) TE%. t),0:pt(r, HL ,/ ,/— det auf diesem Ab-
o - N s schnitt
M= 5(r—r') N 2
|§3sa$§_§?%_:_ssii
= 2me? sy ) Toee-T
N N » 9 Neuer Integrationsweg
+ @ ) @fie ) [0, ¢ 0] |
=0 \ﬁ W - e iky (xH-x"H) dkg H % e iky (xH-x"H) dk, ( )
— lim - —lim .
Insgesamt ergibt sich o e0J)e Kkt —(mc/h)? + i€ ky wt - (mc/h)? +ie a
o ) — und es folgt
[, a1] = [ A7 fi (r, O, fulr, 0 o # o
. d’k mcc (xH_x'h) (4:46) , MC d*k e iku(xk—x
3.10a) ’ - Mo {xT=x = 2— . .48
GV S(k—k) . (3.13a) Y enrEm© an ) (2m)* kyke — (mc/h)? + ie (4-48)

Fur den zweiten Summanden mit dem Term @(t’ — t) findet man exakt dieselbe Darstellung,

Analog findet man
man kann also ohne Einschrankung der ©-Funktionen schreiben

P T Y
[Ak, dy'] = T?&» g 0, (3.13b) An /) aa®) o MC d*k e iky (X —x'H) (o)
T)Fn“ _ =6(k-k'), (3.13¢) XX e ) eme kyk# — (mc/h)? +ie 449
[Ck,Cr'] = Tm_ Cp _ =0. (3.13d) Der lim, o wird oft nicht geschrieben, ist aber immer im Hinterkopf zu behalten!
Die Operatoren d; und ¢ sind also Vernichter der Moden k mit + oder — im Exponenten.
Demnach sind d} und ¢} die zugehorigen Erzeuger. 4.3.2 Dirac- und Maxwellfeld
Vollkommen analog kann man Propagatoren fiir das Diracfeld aufstellen
3.1.4 Eigenzustinde des Hamiltonoperators und deren Interpretation
Sp(x —x") = —ig(x)P(x’)
) Hamiltonoperator: Mit den Feldoperatoren (3.11a) und (3.11b) und den zugehorigen
a : . . ) .,
: = -i(0 | yx)Px) | 0)
Impusdichten
h? - % o . (4.50)
o~ (3.4b) 2 = » NI - .
t(r,t) "= me? et (2m) K kv — A‘v +ie
_ i 3 Fur das Maxwellfeld, das heilt fir den Photonenpropagator, ergibt sich
=i N§nm %Q kE (k) ,T:tq» (r,t) — Crfr(r, i, (3.14a) ) propag g
, d*k huoc iky (xcH —x'H .
Fr . (x —x')=— ——— k=X o 4 Fichterm . (4.51)
Al ) = iy 5o T:%:c {arfitr,t) - el fir,0)} (3.14b) Fas (210)% kukH + ie Mo 45
und

E(k) = +\h2k%c? + m2c* (3.15)

24 20141111 2015-01-13 45
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3.1 | KLEIN-GORDON-FELD

b) Eigenzustinde: Eigenzustinde sind nun Fockraumzustidnde der Form

_3&_w3n.wv )
wobei
Aak MakNek) = Nak [MakNek) (3.22a)
\D\n.w i.ﬁs_w:n.wv =MNck _=Fw=n,wv y AW.NNUV

die die Besetzung der a- und c-Zustdnde angeben.

c) Vakuumzustand und Normalordnung: Der Vakuumzustand hat die Energie
H|00) = —%wm:& — oo, (3-23)
Der Anteil [ d3k (... + E(k)) im Hamiltonoperator hat sich aufgrund der Reihenfolge
it (V) (VPh), o'
in Gleichung (3.17) ergeben. Diese ist jedoch willkiirlich! Auch méglich ware
bPp* = b~ ', (3:24)
dies hétte die Vakuumenergie 0 zur Folge. Messbar sind nur die Energiedifferenzen, daher hat

jede Reihenfolge ihre Berechtigung. Ein tibliches Vorgehen besteht darin, die Normalordnung
einzufihren, die so gewdhlt ist, dass die Vakuumenergie verschwindet.

‘Akdx + ddl: = 24}k (3.252)
H: = ?:%:c {abaw + eloi) (3.25b)
Die ist unser neuer Hamiltonoperator. In der Schreibweise wird :...: oft unterschlagen.

d) Mesonen: Um zu erkennen, welche Teilchen durch die gefundenen Losungen beschrieben
werden, helfen Symmetrien der Wirkung mit der Lagrangedichte (3.4a).

Die Lagrangedichte ist invariant unter der U (1) Phasentransformation
p—e' (3.26)

und damit auch die Wirkung. Es folgt mit der infinitesimalen Transformation

dp = - "= (e —1)¢p ~-id0¢ (3-27)
aus den Gleichungen (2.45) bis (2.47) die Erhaltungsgrofie
. 0L oL |
@t _H|H§nv + Hwﬁwﬂ Av H_ =0 Awwmv

BEHANDLUNG VON WECHSELWIRKUNGEN | 4

Transport eines Teil-
chens von x’ nach x

Transport eines Anti-
teilchens von x nach x’

_ > Ort : > Ort
X X X x’

» 7 Links:t > t": (0] ¢p(x)pT(x')|0). Rechts: t < t': (0] pt(x")p(x) | 0).

4.3.1 Feynman-Propagator fiir das Klein-Gordon-Feld

Wir rufen uns die Feldoperatoren des Klein-Gordon-Feldes in Erinnerung,

2mc?
h

d(r, 1) B2 _\%waiﬁﬁt +elfE@r, b
und berechnen damit den Feynman-Propagator

Ar(x = x') 42 Zi (0 | T(p(x)pT(x")) | 0)

2
- mﬁa ?wi%w\mb? D) (0] aral

0)

—_—
=6(k—k')
+ fier,0) fie (' 1) (0| arcie | 0) + £ (r, ) 5 (' t) (0| cfal, | 0)
-0 —_—
= =0

+ [0 fie (1) (0| el | oL,@: —t)
—t

2
Lmﬁm Twi%w\bé&SQA?:%|E@?|:
@MEI. 2 1 \ﬁ 3 1 —iky (xH—xH) g ik, (xH—x"H) r_
ime* s | ks fert Ot —t') + e ot -} .
Oder anders geschrieben,
N[ Pk me (e e , ik (XM —X"H) @y (47
Brtx = x) = =i | G s {e Mo - 1) + 0w — D) L (44a)

Die beiden Summanden lassen sich auch einheitlich schreiben. Dazu machen wir einen
kleinen Ausflug in die Funktionalanalysis und betrachten das Integral

m\;ixo \xevm\;;xij
% dko
o1

ko = ()’
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3.2 | DAS DIRAC-FELD

e) Impuls: Eine weitere Erhaltung folgt aus der Translationsinvarianz aus (3.4a).

dp=0 , dxl=¢’ (3.32)
Daraus
p= |?W1:<e+:*<$*v (3.33)
bzw. die Operatoren dazu
p= |_\Qwﬂ (Ve + Tive') . (3.33b)

Dies kénnen wir als Impuls verstehen, denn tatsachlich folgt fiir das Klein-Gordon-Feld
P = T‘_:« hk (g + Ack) - (3-330)
3.2 Das Dirac-Feld

3.2.1 Kanonische Variablen

Wir versuchen es mit der Lagrangedichte

L =ihc@y 3,y — mc* Py (3-34)
Die Ableitungen liefern
L
or _|#) o )
m& = ,ms = '3 3.35
oL o —
—— =ihcyy* (3.35b)
mS_t
oL =ihcy"o, @ — mc? (3-35¢0)
oy = 1hey"duw —mc*y 3:35
oL
oy,
Daraus folgt schlieBlich
oL oL _ _
9L 5 9% _ Ho_ 2
oy " ihco,Ppy* —mcyP

M
= —ihcPy 0, — mc* Py =0
mit

adub = (Qa)b .
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Damit ist jeweils nur eine Vertauschung

T t
Ak, Ay, *ag, Ak, + X

t +
Ax, Ay, = *Ay, Ak, + Y

notig, um die nichtverschwindenden Terme x und y zu erhalten, alle anderen fithren zur An-
wendung von Vernichtern auf den Vakuumszustand |0) und damit verschwinden diese. Das
Vorzeichen ist hierbei + fiir Bosonen und - fiir Fermionen (Kommutator/Antikommutator).
Der Term in (4.32) ist gerade normalgeordnet. Eine Verallgemeinerung tiberlegt man sich
leicht fiir hohere Potenzen der Operatoren. Unter einer Normalordnung héherer Potenzen

versteht man die Form,

t ot
95 &wm v Ak, Ak

in der alle Erzeuger links und alle Vernichter rechts stehen. Die Reihenfolge der Indizes 1,2...

ist nur fiir Fermionen relevant, bei bosonischen Operatoren kommutieren die einzelnen a,

repsketive a:w untereinander.

4.2.4 Wicksches Theorem

Wir fiithren die Kontraktion zweier Operatoren ein.
_\»|w_ = T(AB) —:AB: (4.33)
Von der Zeitordnung wissen wir, dass
T(AB) = AB (4-34a)
gilt, falls die Operatoren bereits zeitgeordnet sind, ansonsten gilt:

BA =AB+ BA - AB = AB + [B,A] Bosonen
T(AB) = . (4.34b)
—BA = AB — BA — AB = AB - {B,A} Fermionen

Analog gilt fiir die Normalordnung, sofern AB bereits normalgeordnet ist
:AB: = AB.
Ist jedoch B ein Erzeuger und A ein Vernichter, so gilt:

AB + [B,A] Bosonen
:AB: = ) (4.35)
AB - {B,A} Fermionen

Fir die Kontraktion verbleibt:

alB,A] Bosonen
AB = . a€{1,0,-1}
— —a{B,A} Fermionen
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3.2 | DAS DIRAC-FELD

3.2.2 Quantisierung

a) Hamiltonoperator Fiir die Quantisierung bietet sich der Weg aus Abschnitt 3.1.3 an. Der
erste Schritt besteht dann darin, die Losungen der Dirac-Gleichung zu bestimmen. Diese
lauten

e = ETL + SA\V

2
M % AN::E\:: (p(k, s)w(k, s)e ™ 1 d* (k,s)v (k, s)ek" ) (3.41)

mit den Spinoren
- Brme (X (3.42)
- 2me?  \ g omer Xs :
=,/ Ex+me? (R Xs (3.43)
2mc? Xs ’

mit der Energie-Impuls-Beziehung

Ex = Vh2c2k® + m2c4

<

und den Relationen

mmmﬁ =V, Vy = Os5
Vsl = UsVy =0, (3.44)
Ey
ty =ty = Zks ,
Uy =V;Vg = 505 s

(1 _ (0
Xi=\o)> x=1{q)- (3.45)

Der néchste Schritt, den wir bestreiten wollen, ist der Ubergang zu Operatoren.

(3.41) me? (» kx5 ik
DY Qi%; . (b(k, s)uk,s)e *<" + At (k, 5)v (k, s)eler") (3.46)

s=1,1

S

7t = ihyy®

(3.46) mc? ikyxH —ikyxH
s @%:; E (b (k, )t (k, $)y e + d(k, )T (k,s)y"e ") (3.47)

s=1,1

Durch Rechnung folgt der Hamiltonoperator

H-= ?:\i ?:ﬂ S Ee(bt (k. $)b(k, s) — d(k,5)d" (k, ) (3.48)

s=1,1

30 2014-11-25
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Fiir Bosonen wird das positive Vorzeichen benétigt, fiir Fermionen das negative. Dabei steht
p fiir die Anzahl der Permutationen, die bendtigt werden, um ein zeitgeordnetes Produkt zu
erzeugen, also

tog <tay <lag..- (4.22b)

Fir einen Term n-ter Ordnung in (4.21) ldsst sich dann schreiben

1 t -1
ﬂb n—ﬁ% dt,.. % dt, H;(t1)H;(tp) ... H;(t,)
0

NM H H
sa % Q: &N... &:E;EFSV...59_: &.N@
(4. NNE nlhn to to

oder schlieRlich
Tm 21) i n rct t
Ut to) =" 1+ M A|\v dty...| dt, T(H(ty)...H(ty))
(4.23) h to to
_ ij\w A:o QTE-:Q. (4.24)

In einer Stérungsrechnung bestimmt man nicht die volle Reihe in (4.24), sondern die nied-
rigsten Ordnungen, also zum Beispiel

: t
Up(t,to) = |w Ht) (4.25)
0

fir die erste Ordnung, was dann auf einen gendherten Zeitentwicklungsoperator der Form
U(t,to) =1+ Ui (t,to) (4.26)

fiihrt.

4.2.3 Die Streumatrix

Wir wollen im Folgenden Vorgange betrachten, die wie folgt ablaufen. Am Anfang (t — —)
liegt die Situation vor, dass sich ein freies Teilchen dem Streuzentrum néhert, gestreut wird
und zu einem Zeitpunkt t — oo wieder als freies Teilchen behandelt werden kann (siehe auch
Bild 6). Fiir zwei Teilchen haben wir anfanglich den Zustand

[i) = k1, 51) k2, S2) = wa:wrmca:w@&v 10}, (4.27)

wobei der Zustand |0) den Vakuumszustand beschreibt. Unter der Annahme, dass der freie
Zustand |i) zur Zeit t — —oo vorliegt, erhalten wir fir die Zeitentwicklung

lwi(t)) =U(t, —c0) |i) . (4.28)

Zur Zeit t — o liegt der Endzustand |f) vor, der sich erneut durch freie Teilchenzustande
beschreiben lasst,

[ f) =U(oo,t) lws(t)), (4.29a)
lwe(t)) =U(t, ) | f) . (4.29b)
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3.3| MAXWELL-FELD

3.3 Maxwell-Feld

3.3.1 Maxwell-Gleichungen und Eichfreiheit

Wir definieren den Feldstiarketensor

0 -Ex/c -E,jc —E;/c
E./c 0 -B. B,
uv
F Ey e B. 0 B, |- (3-54)
E./c -B, By 0
der sich aus den Potentialen
¢/c
Mo
A A )
via
FHY = oHAY — 9V AH (3-55)

gewinnen lasst. Damit lauten die Maxwellgleichungen
V099, For =0, (3.562)
3. F* = o) . (3.56b)
Fir freie Felder wird j*# = 0 und wir erhalten
ouF" =0. (3.560)

Wie aus der Elektrodynamik bekannt ist, sind die Maxwell-Gleichungen invariant unter einer
Eichtransformation
AF e ATH = AF 4 OHA L (3-57)

Fir uns ware es scheinbar sinnvoll, die Lorentz-Eichung
0,A* =0 (3.58)
zu verwenden. Damit ist A* jedoch immer noch nicht eindeutig bestimmt, denn es gilt
0=0,A*" =9,A" + OA, (3.59)
was fir jedes A" = A + Ay mit OA; = 0 erfillt ist. Oft wahlt man A zusétzlich so, dass
cA=¢p=0 (3.60)
erfillt ist, was uns auf die Coulomb-Eichung
divA =0 (3.61)

fihrt. Gleichung (3.60) und (3.61) bilden die sog. Strahlungseichung. Diese ist nicht kovariant,
bietet aber eine einfache Formulierung fiir die Quantisierung und kann jederzeit in einem
gegebenen Inertialsystem formuliert werden. In der Strahlungseichung erkennt man, dass
das elektromagnetische Feld nur zwei Freiheitsgrade besitzt, denn A* hat vier Komponenten,
jedoch erhalten wir aus Gleichung (3.60) und (3.61) zwei Bedingungen fiir A*. Es gibt in der
Strahlungseichung daher nur die zwei Transversalkomponenten einer sich ausbreitenden
Welle zu bestimmen.
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4.2.1 Zeitentwicklung und Wechselwrikungsbild

Die Feldoperatoren der freien Felder folgen den Heisenberg-Bewegungsgleichungen
ing = [¢,:H:], (4.8)

sind also im Heisenbergbild gegeben. Als Beispiel betrachten wir die Klein-Gordon-Gleichung
und berechnen die Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir den Feldoperator ¢ (r,t)

[b(r, 1), :H:] 1Y 2mc?

ARY ?ww % B EK) {[ar allaw filr,t) + cf [cf, e 1fi r,0)]

Dabei ist E(k) = hcko und [ak, a1 = 5(k — k') sowie [c}, cx'] = -5 (k — k') und somit

2mc?

[p(r,t),:H:] = "

h i APk agckofi(r,t) + cf(—ckofi(r, :vw :

Da die Funktion fi oc e *«** jst, kénnen wir den Term ck fx (¥, t) als Ableitung nach der
Zeit interpretieren

ckofi(r,t) =icoc fi(r,t).
Damit erhalten wir schlieflich
[p(r,t),:H:] =iho;p(r,t) . (4.9)
Eine formale Losung fir den Feldoperator ist
u(r,t) = Mg (r)e M (4.10)

Dabei symbolisiert der Index H, dass es sich um einen Operator im Heisenbergbild handelt
und entsprechend kennzeichnet S einen Operator im Schrodingerbild ¢g(v) = ¢y (r,0).

Im Folgenden werden wir eine typische Aufteilung des Hamiltonoperators
H=H,+H, (4.11)

verwenden. Dabei ist Hy der Hamiltonoperator des freien Feldes und H; beschreibt die
Wechselwirkung, welche wir als kleine Stérung behandeln wollen. Dazu definieren wir zuerst
das Wechselwirkungsbild eines Operators A im Schrodingerbild, der eine explizite Zeitabhan-
gigkeit tragt

Aj(t) = et/ Ag(t)e tHot/n (4.12)

was zu einer Heisenberg-Bewegungsgleichung
ihA;(t) = [A[(t),Ho] +ihd A (t) (4.132)
mit
01 Ap = elflot/hg, Age=iHot/h (4.13b)
fithrt. Insebesondere gilt fiir Feldoperatoren

ih (v, t) = [pr(r,t),Hol . (414)
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3.3| MAXWELL-FELD

Dies wird erreicht mit

g . A3k LT PAN ,
ij S3 _ ') o, Sti(tr) §3 —x') = ij _ ik(x—x")
oo (x—x') -6 0 (x—x") 2n) Am T v e . (3.69)

Damit erhélt man die Modenentwicklung

2
= /\ﬁ > %% mz\:ﬂ%v ?Qﬁ A) e kXt L at(k,A) ;itw (3.708)
A=1,2

wobei
cw = +|k| = k°. (3.70b)
&(k,A) -k =0. (3.700)
g(k,Ay) - €(k,A2) = O, p,- (3.70d)

In dieser Notation zdhlt A die zwei Polarisationen und &(k, A) ist der Polarisationsvektor.

Damit findet man

[a(k,A),ak',A)] =[a'(k,A),at(k',A")] =0, (3.713)
[ak,2),at(k',A")] = &% (k — k') S (3.71b)

Mit diesen Relationen lauten die physikalischen Felder

A ~ 2
E=-dotAa=i | v ?:1 Kk, A) [atk, ek — af (k,A)es"]
(2m)3 A=1,2

(3.72a)

~ 2
B= ,\Esm 2. %% Et T:w Nekax — qt (k, A)elax” | (3.72b)
AN.:. A=1,2

Damit berechnet man

_mn

wai@@ ?wwxsxa:w NakA) (3.73)

(3.72) Ac12

s ?:%:3:» Na(k,A) . (3.74)

A=1,2

.e)
Il

34 2014-12-02

BEHANDLUNG VON WECHSELWIRKUNGEN | 4

Behandlung von
Wechselwirkungen

Anmerkung: In der Notation wird ab diesem Kapitel auf eine Markierung von Operatoren
verzichtet.

4.1 Motivation

4.1.1 Geladenen Fermionen

Die bisherigen Felder waren wechselwirkungsfrei. Damit kann die Exitenz von Teilchen und
der sich daraus ergebenden MessgroRen wie Energie und Impuls bestimmt werden. Die
Teilchen koppeln jedoch aneinander.

»1 Beispiel Die Forderung nach einer lokalen Eichinvarianz des Dirac-Feldes fiihrt auf eine
Gleichung der Form
mc
Awé |\V\§ |‘v€ 0 (4.1)
fihrt. Diese beschreibt die Kopplung geladener Teilchen an das elektromagnetische Feld.

Fiir das nicht-freie Maxwellfeld (3.56b) erhalt man den Strom

= capy*w, (42)
00t AY P oy . @3

Dieser beschreibt die Kopplung des Maxwellfeldes an geladene Dirac-Teilchen.

Das Ziel ist die Behandlung dieser Wechselwirkung auf Basis der freien Felder. 1<

4.1.2 Lagrangedichten fiir Wechselwirkungen

Eine Lagrangedichte, aus der sowohl (4.1) als auch (4.3) folgen, ist

= ihcyPy o,y - mc*Py - N‘Ea WAV (OHAY) —cqPy* A, (4.4)
@m hus g Ly

mit
» der Lagrangedichte £, des Dirac-Feldes,
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