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0.

ALLGEMEINE BEZUGE

T\< r

my

» 1 Iustration zum Gravitationsgesetz

1865 J.C. Maxwell: 1.) Endgiiltige Form der Feldgleichungen
2.) elektromagnetische Lichttheorie
1887 H. Hertz: Nachweis der elektromagnetischen Wellen
1895 K.W. Rontgen: Rontgenstrahlen
1895 H.A. Lorentz: Maxwellsche Theorien fiir kondensierte Materie, Elektronentheorie
1905 A. Einstein: 1.) Prinzip ¢ = const
2.) spezielle Relativitatstheorie

1928: Quantenelektrodynamik (QED)

0.2 allgemeine Beziige

Aus der Mechanik ist uns das zweite Newtonsche Gesetz bekannt als
F =P =m#
Dieses liefert jedoch keine Aussage iiber die Natur der Krafte.

Das dritte Newtonsche Gesetz kann fiir die Gravitation wie folgt formuliert werden.

m;-m, r
Fo=-G -7 .1 __F
2 72 7l 1

Zur Nlustration dieser Gleichung siehe auch Abbildung 1.

Gegenstand der Vorlesung ist jedoch die Elektrodynamik. Dies ist die Theorie der elektro-
magnetischen Wechselwirkung.

Betrachten wir zundchst einmal die Hierachie der (bekannten) fundamentalen Kréfte. Eine
Aufstellung findet sich in Tabelle 1.

Als Vermittler der elektromagnetischen Wechselwirkung fungieren die elektrischen Ladun-
gen. Betrachen wir nun ndher das Konzept der Ladungen.

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Bewegungsgesetz nach Newton

d d muv?

H:\:evnm%aﬁ > )=F-v
und nach Einstein

d du*

ol — = — KH = (KO

Qﬂm m dr K (K% K)

manifest lorentzkovariant wenn K* ein 4-Vektor ist.

3-Teil:
da( mv \_o
dr \J1—-p2/)
1 m muv
1I-pZdt \V1I-p2
d muv 1
i () - et

wobei m//1 — B2 die dynamische Masse ist.

K

Bemerkung: F istim Gegensatz zu K nicht der 3-Teil von einer 4-Kraft (Analog wie v nicht

3-Teil von u* ist). -
o-Teil:
utu, = —c?
d du* du dut
)= — (uH . [Tl
0 %.Q:E ar W dr "
dut
= ar -
H H
ﬁﬂkﬂuwtiw:%:tuwt::uo
= K'up+Ku;j=0 = -Ku’+Ku=0
No|w‘=| 1 F v 1 F-v
Tud e/ T-BE|VT-B2 V1P| c1-p2
dp? dp® m d c 1 1
o_2F _ 9P _ = - = .
K= "™~ pal\i-pg) ca-p Y
_odfme \_ oo
dt \y1-p82/)
klassisch:
4 ()<
Damit folgt
mc?
E = ——= + const
V1-p2
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ALLGEMEINE BEZUGE

» 3 Skizze einer bewegten Ladung gegeniiber einer anderen, ruhenden Ladung.

0.2.2 bewegte Ladung

Die Kraft, die eine bewegte Ladung auf eine ruhende ausiibt kann berechnet werden mit

. S
ESHS.SA r_, 1 d T ﬁi@v (0.2)
ret.

k(t)r? " ck(t) dt K(t)r
In Abbildung 3 ist eine Skizze der betrachteten Konfiguration zu sehen.
In Gleichung (0.2) werden verschiedene Konstanten und Zeichen verwendet:
» c ist die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

¥-v

o=

» K=1-

» ret. bedeutett’ =t — 1m3. Man kann t’ also ausdriicken als t’ = t'(t).

Die Beschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung durch Kréfte ist kompliziert
wegen der oben beschriebenen Retardierung. Das bedeutet die Kraftwirkung breitet sich
mit endlicher Geschwindigkeit aus.

Ein besserer Ansatz in diesem Fall ist eine Beschreibung durch Felder.

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Der Tangentialvektor an der Weltlinie ist

dxt
dr

Dies gibt den Anlass zur Einfiihrung der 4-Geschwindigkeit

b — dxH(T) _ 1 dxH(t)

dr JI-B2(1) dt

t=t(T)

Bemerkung: » B2 = Aiivw

c

» u* ist ein 4-Vektor, da dx* ein 4-Vektor und dt ein Skalar.

> XH() = (xt,r(t),v(t) = &L

u 1 dr(t) c v
= W= — B (1) ct, ac )~ Tk 02
V- J1-a=
: _ _dr()
wobei v =v(T) = = )
R . R b v _ dr@ . R . . R
» 3-Teil des 4-Vektors u N d.h.v a— ist nicht 3-Teil eines 4-Vektors
2 2 2 2 3 i
> ubuy = - TMN\% + Tww\nw =T Twm\nm AH - m|wv = —c?, zeitartig. -

2 Wege zur relativistischen Mechanik

1.) lorentzkovariante Verallgemeinerung der Newtonschen Mechanik, die sich im Limes
v/c < 1 aus der relativistischen Mechanik ergibt.

2.) Invariantes Wirkungsprinzip: L(v?) dt = L(v'?) dt’ fur Lorentztransformation.

Weg 2: Lagrangefunktion eines freien, relativistischen Teilchens:
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LORENTZKRAFT UND SUPERPOSITIONSPRINZIP

» 5 Skizze zum Kreuzprodukt.

1.1.2 Zweiter Erfahrungssatz
Es existieren zwei Ladungsverteilung Q" und Q®. Beide Ladungsverteilungen erzeugen
ein elektrisches und magnetisches Feld, also

DA: _ m:V WCV

DANV _ m:v WCV

Superponiert man die beiden Ladungsverteilungen, so erhdlt man auch eine Superposition
der Felder.

e (2) Erfahrung EW (r,t) + E® (r,t)
Qv m @
B (r,t) + B (r,t)
Dieses Phdnomen wird als lineare Superposition oder auch Superpositionsprinzip bezeich-
net.

Zusammenfassung der Feldbeschreibung: Ladungen erzeugen im Raum einen »Erregungs-
zustands, der durch die zwei Vektorfelder E und B an jedem Punkt und zu jeder Zeit be-
schrieben werden kann.

E

» 6 Die von der Ladungsverteilung Q erzeugten Felder E und B bewirken eine Kraft F, auf eine
Testladung.

Vorraussetzung: Eine Storung der felderzeugenden Ladung durch die Testladung muss ver-
nachldssigbar sein. -

E und B sind auch vorhanden, wenn keine Testladung vorhanden ist, z.B.

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Behauptung g*V ist ein (2,0) Tensor, d.h. es muss gelten
rQl:x — >tx>2>®x>®\tc~®\§< _ %t,\ x
BEWEIS

A AGAE AT, g gy = AP AT, g gry = AR AT, = B4, -

Bemerkung: Bisher wurde von keiner speziellen Raumdimension Gebrauch gemacht.

Spezialfall: (R?, euklidische Metrik) E3.

Die 4-diemnsionale »Raum-Zeit« der speziellen Relativitatstheorie ist durch die lorentzin-
variante, indefinite Minkowski-Metrik (4-Metrik) charakterisiert.

-1

AQWNV:,\ =Nuv =

(== iNe]

oS O~ O
o= O O
— o O O

Postulat des invarianten Lichtkegels: Raum-Zeit Intervall ds? = Nuvdx# dx ist lorentzinva-
riant, d.h.

A%g, A%g sind lorentzinvariant < nag = N’y

JQm = J\Qm Aand Jo% = >t§><m3t<
.\/Qx.\/m»,skm = >9x>m>>:2><m3t< = Nka
Nap = >t§><m3t<

In der Standardkonfiguration

-1/2
2

’ v ’ v /2 2 : v
XQHRAXO|IRHV_XHHW\AXHlMXov.XNan_XWnxw;\n AH||V

und mit

o= O O
_ o O O
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ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

-

» 9 Eine bewegte Ladung in einem Magnetfeld in z-Richtung beschreibt eine Schraubenlinie. Die
Projektion dieser Schraubenlinie auf die x, y-Ebene ergibt einen Kreis.

X

7

» 10 Fluss eines Vektorfeldes V durch eine durch den Normalenvektor n orientierte Flache F.

1.2 Elektrischer Fluss, Ladungsverteilung

Es seien gegeben: Eine orientierbare Flache F (d.h. kein Mébiusband) und mit V(r,t) ein
beliebiges Vektorfeld (sihe Abbildung 10).

Der Fluss ® von V durch F ist definiert als
O (V) = : V-ndf
F

Bemerkung: Mit elektrischem Fluss ist nicht elektrischer Strom gemeint. -

dQ ist das Raumwinkelelement unter dem df auf der Einheitskugel S> von g aus gesehen
wird.

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

kontravarianter Vektor V! — A = (A0 Al A2 A3)
AH — ATH = AH AV
A¥ transformiert sich wie dx".
kovarianter Vektor V; — A, = (Ao, A1, Az, A3)
Ay — Ay =A"A,
A, transformiert sich wie dx'”
»| Beispiel Gradient eines skalaren Feldes:

dup(x”) = 3, (x") = 3 p(x*(x))
oxY
ox'H

=0, (x") =A,0,¢ I«

Betrachte:
A¥B, — A'MB’', = A¥,AM AV By
= A, A¥, AVB,
A
oAy

= A'B,
Es zeigt sich, dass dies ein invarianter Skalar ist.

Denn:

_oxt ox'!
T ox'M 9xY
_ax?

T oxv
=35,

AN AH,

Bemerkung: Auf der Stufe eines affinen Raumes gibt es keinen »natiirlichen« Isomorphis-
mus zwischen V! und V. Dies wird erst durch die Metrik geliefert. -

Tensor JT*-%ng o VY™,

»| Beispiel

qs.mw . Q.‘ka _ >9x>m>.\u/t¥m—£>t

Transformiert sich wie dx* dx# 9,. I«

Bemerkung: Gleiches Symbol fiir den Tensor und seine Komponenten. -
»| Beispiel Die Spur eines Tensors:
T, = AHAY,TE, = T4, I«

—

6V
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ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

df

(0V)»

» 13  Hilfskonstruktion zur Bestimmung des Raumwinkelelements dQ fiir den Fall, dass g nicht
im Volumen V ist.

(0V)q: m.&aum&qnowow =—qdQ
_ _ 1S,
— | E-df=-| qda=-q- 22IS.|
@V) S [S2|

= E-df =0
av
Vorraussetzung: Geometrie und Coulombgesetz
4 ,fallsgin V
E-df mq a1 o .
v 0 , falls g nicht in V

Alle Uberlegungen leben davon, dass sich V ohne Selbstiiberschneidung auf S, projizieren
lasst. Siehe dazu auch Abbildung 15.

» 14 @: Diese Betrage zu [;, E - df heben sich auf.

Bemerkung:

a E-df = m.&qL E-df = E-df
ov a(Vq) (Vo)

a(Vy)
-0
da
Tm.&qu% E-df
F _F

denn (df), = —(df)., da df stets aus dem Volumen hinausweist.

10

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

dT(t) ist das Zeitdifferential einer mit dem Teilchen mitbewegten Uhr.

Q N
_, HICMHVQNH.ﬁwIIﬁb
ta c

[ —
1

IA

<tp

ta

T —Ta <lp—1a

Tp — T4 ist die Zeit, die zwischen A und B fiir einen mitbewegten Beobachter versteicht. Die
entspricht einer Zeitdilatation. Dies kann wieder beobachtet werden bei der Zerfallszeit T,
ruhender Pionen. Die Zerfallszeit in der Eigenzeit der in der kosmischen Hohenstrahlungen
einfallenden Pionen ist groRer als Tiap.

» 109 Zwillingsparadoxon

In Abbildung 109 ist das Zwillingsparadoxon dargestellt. Das Alter verandert sich wie folgt

NHHEIHO

Zy =T —Tog <t -ty

Der bewegte Zwilling bleibt scheinbar jiinger als der ruhende Zwilling.

Bemerkung: Das Relativitatsprinzip scheint verletzt, aber das Ruhesystem von z; ist kein
Interialsystem. Folglich ist z; < z, keine Lorentztransformation. z; wird beschleunigt und
damit gegeniiber z; ausgezichnet. -

3.4 Vierervektoren

Im Euklidischen Raum erlaubt das Vektorkalkil physikalische Gesetze manifest basisun-
abhangig zu formulieren. Das Relativitatsprinzip legt nahe, eine analoge basisunabhdngige
Vektorschreibweise fiir die 4-dimensionale Raumzeit einzufiihren.

xH = (ct,x,y,2) = (x% x, x%, x3) = (x% x%)

[SE—
r

Griechische Indizes laufen von 0 ab, lateinische Indizes von 1.
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ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

Man kann diskrete Punktladungen als singulédre Dichte beschreiben.

o(r,t) = > ai6(r —ri(t))

6(r —ri(t)) =6(x —x)6(y —yi)o(z - z;)

Statische Ladungen und Superposition

v—-r kont. r-r
dv
M diT .3 % o(r’) r—r3

3
= r—ri

» 18 Statische Ladungen in einem Volumen V.

¢(r): Raumladungsdichte

o (r): Flachenladungsdichte

Y —r;

— %
lr —r;|3

E(r) = H o(r')

F
n(r): Linienladungsdichte
In das GauBsche Gesetz (im statischen Fall) ging ein:

» F ~ 1/r? und Zentralkraft

» lineare Superposition

Das gilt auch fiir (statische) Gravitationsfelder (¢ 2 Massendichte).

Bemerkung: Das GauBsche Gesetz legt im Allgemeinen das Feld E nicht fest (auBer in ge-

wissen symmetrischen Fallen)

E-df

ov

legt nur die »Quellen« (div E) des Feldes fest, nicht jedoch die »Wirbel« (rot E)

12

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

O O

x=0,t=0 x =0,At
Stabanfang passiert x = 0 in Stabende passiert x = 0in X
> zur Zeit t = 0. zur Zeit At.

» 106 Langenkontraktion eines Stabes.

koinzidiert mit x =
zur Zeit At = £

X

= 0,t" = 0 koinzi-
diert mit x =0,t =0

» 107 Charakteristische Groflen zur Langenkontraktion.

Die Lange L ist dadurch definiert, dass zur Zeit t = L/v der Punkt x’ = —L, die Position
x = 0 passiert.

x'=y(x-vt)

L
—Lo = R R —
= to=y(v-y)

thoﬂw\ﬁ

= buxmt) = (1o (0) =B =vo-uby- )

, v v v ,
:.HO_XH\NV — Aﬂ H%AO\NA\NVVHNYHHNNC_X Hu\A\h\OVH\Hcv
Fazit: Bewegte MaRstédbe sind verkiirzt.

Bemerkung: Zeitdilatation und Langenkontraktion sind reziproke Relationen zwischen zwei
relativ zueinander bewegten gleichen Uhren bzw. MaRstaben.

Volumenkontraktion: AV = LyL, L, = wwoxhoehou = w><o

3
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ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

Allgemein gilt jedoch:

jr,t)y=o@rt)v(rt).

Dies beschreibt die Dichte des Konvektionsstromes.

Erfahrung Ladung kann weder entstehen noch verschwinden. X

Zu diesem Zweck betrachten wir ein im Raum festes Volumen V durch dessen Oberflache
0V sich Ladungen nach V hinein- oder aus V herausbewegen kénnen (siehe Abbildung 21).

» 21  Ein Volumen V mit orientiertem Rand 0V. Der Rand von V ist dabei raumfest.

Fur die Gesamtladung in V gilt:

Qv = b o(r,t) dv.

Hierbei gilt das Gesetz der Ladungserhaltung, d.h. Qv (t) d@ndert sich zeitlich nur durch Ein-
und Ausstromen von Ladungen.

d .
ﬂ@iz =—| jrtndf

ov

% dro(r,t) d3r
1%

Das Minuszeichen rithrt daher, dass das Volumen durch die Oberflache Ladung verliert (also
Minus) oder hinzukommt (dann Plus), also:

Qy <0 wenn j-n>0.

Somit erhalten wir die Kontinuitctsgleichung in integraler Form:

jr,tndf

ov

d
ﬂ@iz = -

Satz der Ladungserhaltung Der durch eine geschlossene Fldche hindurchtretende Gesamt-
strom ist gleich dem zeitlichen Ladungsverlust des von der Fldche umschlossenen Gebiets. X

Paarerzeugung: Qvorher = 0 = Qnacher = € + (=€)
e ist hierbei die Elementarladung. Ein Elektron hat die Elementarladung —e. -
14

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Anders ausgedriickt: RZ-Abstinden konstant: neuer Bezeichnung: T, = T,

(Ax)? — c?(A)? = (Ax')? = c?(At)?
V2T? — ?T? = 0 - ¢*T}

= (V2-c*)T? = -c*T¢
= T? = ‘ﬂ%
2
.
Fazit: Bewegte Uhren gehen langsamer als ruhende Uhren. -

> Beispiel Der Zerfall von Pionen als experimentelles Beispiel. Es gibt zwei Arten von Pio-
nen 1+ und 7t~. Fiir den Zerfall gilt

T -t v,

T —u +Vv,

Die Halbwertszeit eines ruhenden Pions ist Tp = 2.5 - 1078 s.

Wir betrachten jetzt einen Strahl von Pionen, der sich mit der Geschwindigkeit
Vr =2.9-108ms™ =0.99 - ¢

bewegt, beziiglich des Laborsystems. Beziiglich dieses Bezugssystems betragt die Halb-
wertszeit

To

Tiap = ———— = 7.09T, = 17.8 - 10
b = 1= (0.99) 0 s

Die Flugdistanz nach der die Hélfte der Pionen eines Strahls zerfallen sind: di.p = Vi - Trap =
52.6m.

Ohne die Zeitdilatation wiirde man eine Flugstrecke von d = v - Tp = 7.43 m prognostizie-
ren.

Die Zeitdilatation ist experimentell messbar. Umgekehrt kann man die aus der Lorentz-
transformation folgende Form der Zeitdilatation dann benutzen, um aus der gemessenen
Zeitdilatation die GroRe der Grenzgeschwindigkeit vy experimentell zu bestimmen. I«

Langenkontraktion Ein Stab ruht entlang x’ in ¥’ und hat in 3’ die Lange L.

Bemerkung: Der Begriff Linge bzw. rdumlicher Abstand ist nur fir gleichzeitige Ereignisse
sinnvoll, fiir die sich der Raum-Zeit-Abstand Ax?2 — c2At? auf Ax? reduziert. -
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ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

o0

» 24 Skizze der Delta-Distribution

Insbesondere gilt:
%33 O0(x—xp)dx =1
0 ist ein stetiges lineares Funktional auf den Raum der Testfunktion (— Distribution)
3.) Regularisierung:
6(x) als Folge gewohnlicher Funktionen, z.b:

— 2,42
On(x) =me™ ™, n- o0

n/2m

» 25 Approximation der Delta-Distribution durch eine Funktionenfolge.

%8 on(x)dx =1
lim ) F(x)6,(x) dx = £(0)

n—oo

Weitere Moglichkeiten sind gegeben durch:

> &LXVHFHEA H. vnzawy_ -0
™ X —ie e~ 1 X2+ €
: m
v%:ﬁAXVHWEH%% m:a:“:a. m — o
™ X 2T Jom

4.) Rechenregeln:

b b
> _\ f(x)o6' (x) dx %C&%Ai_wl_\ f(x)6(x) dx

-f'(0) ,0€ (a,b)
0 , sonst.

16

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE
Sind zwei Ereignisse A und C raumartig, so gibt es stets ein Bezugssystem, in dem sie
gleichzeitig an verschiedenen Orten stattfinden.

Bemerkung: In der Galilei-Newton-Welt hat der Begriff des Raum-Zeit-Abstandes keine phy-
sikalische Bedeutung. Es gibt dort nur einen absoluten, d.h. galileiinvarianten, zeitlichen
Abstand. -

Rﬁ

Zukunft

Vergangenheit

» 101 Kausale Struktur der Welt

A und B haben nur im Uberlappungbereich ihrer Lichtkegel eine mégliche gemeinsame Ver-
gangenheit bzw. Zukunft.

Zeitdilatation Vergleich von relativ zueinander bewegten gleichen Uhren. Die Uhr bei x;

I"'=0e X
0’
o o O
t=0e ” X
(@] X

» 102 Zeitdilatation

muss mit der in O dadurch synchonisiert werden, dass sie von O nach x; gerbracht wurde,
dass von O ein Lichtstrahl nach x; gesendet wurde und bei dessen Eintreffen auf die Zeit
x1/c gestellt wurde. (Nicht zuldssig: Uhren bei O synchronisieren und dann nach x; bringen,
da die Uhren beim Transport anders gehen kénnten.

Es zeigt sich

[
cto = — Xy
v

C .
cto (xor =x1) = NCH =cTinX
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1.3

ZIRKULATION EINES VEKTORFELDES, STROM UND MAGNETFELD
1.3 Zirkulation eines Vektorfeldes, Strom und Magnetfeld

Wir betrachten die Flache F in Abbildung 27.

» 27 Der »Kescher« F, dessen Offnung durch oF = C gegeben ist.

C sei hierbei ein geschlossener Weg (0 = 0C = 00C). C ist so orientiert, dass C und die Fla-
chennormale eine Rechtsschraube bilden. Wir betrachten die Zirkulation des Vektorfeldes
V entlang C:

Vr,t) -dr =Ic(V)
oF

I (V) bezeichnet hierbei den Weg.
Das Magnetfeld B wird ausgemessen mittels:
1.) Drehmoment auf (Standard-) Kompass

2.) Lorentzskraft: Ablenkung bewegter Ladungen

» 28 Eine Ladung g wird durch ein Magnetfeld B abgelenkt.

1
F=— B
L av X

1.) Oersted, Ampere: Strom erzeugt Magnetfeld

B

» 29 Eine stromdurchflossener Leiter erzeugt ein Magnetfeld, das zirkular orientiert ist.

18

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

» 97 Die den Lichtkegel aufspannenden Geraden sind gegeben durch ct = x = ct’ = x’ und

Im Grenzfall v — ¢ wird o = 45°.
Die Koordinatendifferenzen zweier Ereignisse A und B sind
in3:Ax,Ay,Az, At
inX :Ax', Ay’ Az, At
Damit ergibt sich der Zusammenhang
Ax' = y[Ax — vAL]
Ay' =y
AZ =z
, v
At' =y ﬁbm - MDVL
Mit dieser Lorentztransformation erhilt man
S3g = (Ax)? + (Ay)? + (Az)* — c*(At)?
(AX")? + (AY')2 + (AZ')? — c*(At)?

dies gilt insbesondere fiir den Lichtkegel S? = 0. Das heifit: Die GroRe S5, ist eine lorentzin-
variante GroRe. S3; wird als Raum-Zeit-Abstand oder Intervall von AB bezeichnet.

Lichtkegel
S? =0 = (Ar)> — c?(At)?

Der invariante Lichtkegel definiert eine Raum-Zeit-Metrik (Minkowskimetrik).

Vergleich
Euklidischer Raum: (Abbildung 98)
(Ax)% + (AY)? + (Az)? = Jw = |r,|?

invariant bei ramlichen Drehungen D~! = DT.

119
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1.4

INDUKTIONSGESETZ

3.) C; und C; in Ruhe sind und I, (t) variiert -

I wir durch ein elektrisches Feld E® AH hmmmmmv in Leiter C; bewirkt (»elektromotorische
Kraft«).

Aus diesen Erfahrungen ergeben sich zusammenfassend (auch als Faradaysches Induktions-
gesetz bekannt):

1d
€ =Ty, (E) = E9dr=-=-—| B-nd
ar, (E) o cdt f

[sr, (E) bezeichnet hierbei die Ringspannung €. Das Wegintegral:

\ﬁ mAmv dr
oF;

bezeichnet man als die elektromotorische Kraft im Leiter.
&, (B) = B-ndf
Ft

Dies bezeichnet man als den magnetischen Fluss.

Wesentlich fiir € # 0 ist nur die Anderung der magnetischen Flusses, z.B. aufgrund von
Relativbewegungen, B(t) oder Deformation der Schleife C;.

Lenzsche Regel Ein induzierter Strom (hervorgerufen durch E'© ) wirkt der Flussdnderung
entgegen. X

Frage: Ist das Induktionsgesetz eine neue Aussage oder ist es aus der Lorentzkraft herleit-
bar? -

zur Beobachtung 1.: Wir betrachten einen Biigel, der tiber eine Leiterschleife gezogen wird
wie in Abbildung 31 zu sehen ist.

0(t) L |

» 31 Zur Herleitung der Lorentzkraft: Beweglicher Biigel iiber einer Leiterschleife.

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

a1 1
v? v?

B <cHﬁ

Zusammenfassung: Haben wir eine Lorentztransformation von einem Inertialsystem (IS) in
ein gestrichenes Inertialsystem (IS’) in Stanardkonfiguration (Asg)

[x —vt]

mity =

Y
y
z
v
%l ML

Die allgemeine Poincaré-Transformation IS — IS’ setzt sich aus Agg, Raum-Zeit-Translation,
Raum-Zeit Spiegelung und Raumdrehungen zusammen.

x'
b\
P

1-(v/c)?

~
Il

v
< 1:A = Acailei -

Alternative zum Postulat V, = ¢V, kann aus dem Experiment (z.B. aus dem Zerfall von
Pionen) erschlossen werden. Die Transformationsformel zusammen mit V = V,, prognosti-
ziert eine Zeitdilatation (siehe spéter), die von V; anhdngt. Die Messung dieser Dilatation
liefert umgekehrt Vy mit dem Wert ~ 300 000 km s~!, innerhalb der Messgenauigkeit.

Bemerkung:
Vo = ¢ <= Mpnoton = 0
Dass Vy = ¢ hat zur Folge, dass die Ruhemasse des Photons verschwindet.

Aber auch wenn Mmppoon > 0 wére, wiirde das dem Einsteinschen Relativitatsprinzip nicht
schaden. Allerdings wéire dann die Maxwellsche Elektrodynamik nicht mehr streng lorent-
zinvariant und misste - wie die Mechanik - korrigiert werden. -

3.3 Raumzeitgeometrie

In Abbildung 95 ist sichtbar, dass

c
X =Vt <= nﬁnﬂk

Wahlen wir die Ereignisse A und B, dann
Axap #0, Atsp=0

bedeutet Gleichzeitigkeit in 3. In einem System X’ sieht das anders aus
Aty =y AE\; - mbx&v +0

Das heilt: Die Gleichzeitigkeit zweier rdumlich getrennter Ereignisse ist kein bewegungsin-
varianter Begriff - Relativitdt der Gleichzeitigkeit.
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1.5

MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN

» 32 Das Interialsystem ;

» Geschwindigkeit des Leiterelements dr:

v(r(t),t) -

Fazit: Mit den bisher angegebenen Gesetzen des elektromagnetische Feldes sind fast schon
die Maxwellschen Gleichungen in integraler Form vorhanden. -

1.5 Maxwellsche Gleichungen

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten die folgenden Feldgleichungen in ihrer inte-
gralen Form gewonnen:

E-df Gauk fﬂ% odV (1.3)
av v
B- Qr\. Q_WQ; 0 AH.AC
av
1 Faraday 1d
m+|exL%\ = —=—= B-d 1.
bm ﬁ c cdt Jg f (1.5)

Dabei ergibt sich v aus der Beschreibung der Berandung oF;

41 . 1
B-dr=—| j-df+-— OE -df (1.6)
oF; C Fy CJR
Omwmﬂm%‘?ﬁu@um Maxwells MwmmbNCdm

Hierzu wurde lediglich die Lorentzkraft verwendet, welche die mechanische Wirkung elek-
tromagnetischer Felder beschreibt und wie folgt lautet:

NH&AM+Wewa

bzw. die dazugehorige Kraftdichte, auch Lorentzkraftdichte:

wumm+Wu.xw

Die Gleichungen (1.3), (1.4), (1.5) und (1.6) stellen dabei die Maxwellschen Gleichungen in ih-
rer integralen Form dar. Mit der Maxwellschen Erganzung (auch Verschiebungsstromdichte
genannt)

1
~0E
C

N
N

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

tanh €
H 4

» 93 Tangens hyperbolicus

d.h.

v v’ v
%Aﬂov |\Aﬂov |\Aﬂov = f = const

Wihle nun 0.B.d.A. f = 1. Daraus folgt, dass V2 = V{ eine invariante Geschwindigkeit ist.

Zur Bedeutung von Vjy:

V§ = 0 = A : Galileitranformation

1.
) Vi =0 = y =i-0:unphysikalisch, da x',t' € R

, v
2.) t HRAHIﬂ%kv

speziell x =0 = t' =yt

1.) Wére y < 1, so wiirde A von der Gegenwart t in X in die Vergangenheit t’ < t
in 3’ transformieren. Wegen (y? — 1)/y? = v2/V? = v?/V¢ bedeutet dies, dass
V¢ > 0 sicherstellt, dass Zukunft und Vergangenheit nicht vertauscht werden
kann.

2.) Wire V¢ < 0, sowie v’ = oo fiir vv’ = —V¢ (siehe Additionstheorem) unphysika-
lisch.

3.) Seien || <1 und _mlﬂ“_ <1

’

Y _ tanh c, Y _tanh C’
Vo

3 "eR:
LT eR:

tanh € + tanh T’ _ '
= 1% (tanh?)(anhz) ~ A&+ )

<1

'e:
- |
Vo

Durch Addition von Geschwindigkeiten kann V; nicht tiberschritten werden. Das be-
deutet: Vj ist eine Grenzgeschwindigkeit.

: <o+ <m <oH<mN<o

Vo = = = = =V,
1+

0

Die Grenzgeschwindigkeit bleibt unter A invariant.
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1.5

MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN
Maxwells Hypothese W?m erzeugt wie j eine magnetische Zirkulation. X

Wiederholung: Die Maxwellgleichungen in ihrer integralen Form lauten:

_\ maﬁng:% odV (1.7)
av v
Bdf =0 (1.8)
av
1 1d
mmam.;:mcxwa‘llmm TWQ,\.. (1.9)
4Tt .1
% Bdr=—| j+ —-0Edf (1.10)
oF; c Jr C

Randbedingungen Wir betrachten den Ubergang an einer Grenzschicht in der ein La-
dungsfluss ist.

C=0F M

E,, B,

» 34 Grenzschicht zwischen zwei verschiedenen Feldern. Eine Leiterschleife und ein Zylinder
wurden eingefiigt, um die Eigenschaften des Ubergangs zu untersuchen.

Im Folgenden betrachten wir das Volumen eines Zylinders (siehe Abbildung 34) mit der
Deckelflache Fp, der durch die Grenzschicht reicht. Wir werden den Fall untersuchen, wenn
der Zylinder zusammengedriickt wird, wobei wir aber beachten, das ¢ einen §-artigen Kern
hat. Unter Verwendung von (1.7) und (1.8) folgt:

% m.a\n»:% o d3r

ov 14

Das Zusammendriicken des Zylinders fiihrt die rechte Seite auf das Ergebniss:
=4moFp

fiir die linke Seite folgt dementsprechend:

(E2 — Ey) - nxFp = 4mmoFp.

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Bilde nun die Ableitung von x" nach t’

dx’

QW\ x=const

=-v
Dies erfiillt offensichtlich (®)

x=yW)y(-v)x —y@w)y(-v)vt + y(-v)vt'
_yWy(v) -1 Mg

yw)y(-v) v
x'=yw)[x -vt]

t'=yw) T

y(v) ist dimensionslos; wenn es von v abhdngt, muss es zusatzlich parametrisch von einer
weiteren, festen Geschwindigkeit V, abhéngen: y = y(v/Vy). Im Limes v/Vy, — 0 soll die
Galileitransformation wieder entstehen: y(v/Vy) =1 + O ((v/Vy)?)

Annahme: Yy ist iiberhaupt vom Vorzeichen von v unabhédngig.

2 _
H\H¥_HHIV\|‘HMH_

y: v
x' =ylx -vt] -
Definition
Y'w/Vo) -1 v?
yWiVo)  vgf(L)
Smiwovui_ V2s0 e y>1 x

Damit ergibt sich fir die Standardkonfiguration

x' =y[x -vt]

y =y

N AGE
Tnlewv;

Nun werden die Eigenschaften von V2 = VZ f(v/V,) aus den Gruppeneigenschaften von A
bestimmt.

(x, 1) —> (x, 1)) —> (x", 1)

<

v (vv')
.vﬂ: — u\\ﬁ.vﬂ\ _ Q\H\v

oy AH - m\wx\v
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1.5

MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN
1.5.1 Maxwells Ergidnzung (Verschiebungsstrom)

Um Maxwells Ergcdinzungsterm ndher untersuchen zu kénnen, betrachten wir ein Kondensa-
torplatte (positiv geladen) mit einer Flachenladungsdichte o = Q/F, der Flache F und dem
Strom [ fiir den gilt:

in Abbildung 35.

o=QJF

ill
» 35 Eine Kondensatorplatte mit der Fliche F und der Oberflichenladungsdichte o = Q/F.

Wir wissen, dass das elektrische Feld in einem Metall gleich null ist, daraus folgt, dass
aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponente auch diese null ist:

Am.vgdw. =0.

Das elektrische Feld E steht senkrecht auf der Metalloberfliche (Kondensatorplatte), es ist
also kollinear zum Normalenvektor n. Im Zuge unserer vorherigen Randwertuntersuchung
an einer Grenzschicht bedeutet, dass wenn # aus dem Metall zeigt, E; = 0 ist, wir erhalten
also:

E=n-E, =4mmo oc>0 = E|n

o >0 = E antiparallel zu n.

Betrachten wir nun die zeitliche Ableitung von E:

oE
@~M\=.M

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

» 9o Leiterschleife im Magnetfeld. Die elektromotorische Kraft ist fiir beide Bewegungsrichtun-
gen gleich grof.

A

» 91 Zwei Bezugssysteme X und X’ sind Inertialsysteme

Einstein (1905): Das Relativitcitsprinzip gilt allgmein.

1.) Existenz von Inertialsystemen: Kréftefreie Teilchen bewegen sich geradelinig-gleichférmig

2.) Ein gegeniiber einem Inertialsystem mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes Bezugs-
system ist ebenfalls ein Inertialsystem.

3.) Unter der Abbildung A : ¥ — 3’ sind Naturgesetze kovariant, d.h. in ihrer Form invari-
ant unter der Abbildung A.

Schlussfolgerung: Wenn die Maxwellschen Gleichungen kovariant unter A sein sollen, dann
kann A keine Galilei-Transformation sein. -

3.2 Lorentztransformation

Wir méchten nun die explizit Form von A finden. Wir fordern
1.) Raum-Zeit Homogenitdt und Raum-Isotropie

2.) Gruppen-Eigenschaften (A € Gruppe); diese Gruppe enthélt Raum-Zeit-Translationen,
raumliche Drehungen und Spiegelung)

N SR s ALy LI
<
A =AoA
In Abbildung 92 sind einige Dinge zu beachten:

» v = (v,0,0) ist die Geschwindigkeit von O’ (oder jedes anderen Punktes von X’)
beziiglich X.

» Xx(t) ist die Bahnkurve eines festen Punktes x’ = const von X’ beztiglich X.
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1.6

FELDGLEICHUNGEN IN DIFFERENTIELLER FORM

Der dabei verwendete Nabla-Operator (V) ist (fiir Physiker) sowohl ein Vektor als auch ein
Differentialoperator. In kartesischen Koordinaten ausgeschrieben lautet er:

V = e, 0x +e,0, +e.0;

Der Gradient selbst ist eine Abbildung vom Funktionenraum in den R3, das heilt
grad : skalares Feld — Vektorfeld.

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn eine Kurve C in der Flache mit ¢»(¥) = const liegt. Dann gilt
namlich:
do(r(s)) _
ds

d
0= (Vors)) 7).

-

Tangentenvektor anC

Das wiederum bedeutet, dass V¢ orthogonal zum Tangentenvektor an C ist, woraus folgt,
dass $ die Flichennormale zur Flache ¢ (#) = const im Punkt # ist. Mit anderen Wor-
ten heilt das: Der Gradient steht stets senkrecht auf der Niveaufldche. Die geometrische
Bedeutung des Gradienten liefert Abbildung 36:

» 36 Ilustration des Gradienten. Der Gradient in blau steht stets senkrecht auf der grauen Ni-
veauflache.

Der Gradient gibt ndmlich durch seine Richtung die Richtung des steilsten Anstiegs der
Funktion ¢ (7) und durch seinen Betrag die Stirke dieses Anstieges an.

Eingedenk der koordinatenunabhéngigen Definition des Gradienten lasst sich ein wichtiger
Satz folgern:
$(s1)

Ve - dr = % dep = p(s1) — P(s0).

b (s0)

Das bedeutet, dass das Kurvenintegral lediglich vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt,
nicht jedoch vom Weg der dazwischen liegt. In Zylinderkoordinaten lautet der Gradient
wie folgt:

S1

C:so

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Spezielle Relativitiatstheorie

3.1 Der Raum-Zeit Begriff: Historische Evolution

Aristoteles Geht von der Situtation eines ausgezeichneten Inertialsystems aus.

Zeit t
jetzt

IT; _\ I,

Raum x
hier

» A, B, C: Ereignisse
» A, B: gleichzeitig

» B, C: gleichortig

RZ = (R3 x R,TI,,TI;)

gleichzeitig und gleichortig sind die Projektionen auf die Zeit bzw. Raumachse.

Galilei, Newton Alle gleichformig gegeneinander bewegten Bezugssysteme sind gleichbe-
rechtigte Inertialsysteme.

Nm:h : \ : \
(i V] \
VE NE NE
\[; \; \;

Raum x
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1.6

FELDGLEICHUNGEN IN DIFFERENTIELLER FORM

n

2

ov

» 39 Zum Beweis des Gaulischen Satzes.

Anwendungen des GauBBschen Satzes Zum Einen lassen sich das GauBsche- und Gilbert-
sche- Gesetz, also die ersten beiden Feldgleichungen in ihrer integralen Form, in ihre diffe-
rentielle Form tuberfiithren, denn:

f& @&\u% m.&qL divEdV
\%4 ov Vv

= divE =41

% m.&,uou% divBdV

ov \%4

— divB = 0.

Zum Anderen lasst sich die Kontinuitatsgleichung von ihrer integralen Form auf ihre diffe-
rentielle Form tiberfiihren:

[aeav=—] j-ar

1% A%

- % d0dV = ; divjdv
1% \%

= 0o +divj=0

Damit haben wir eine interessante Aussage gewonnen. Denn die Kontinuitdtsgleichung in
ihrer integralen Form ist global giltig. Durch Anwenden des Gaufschen Satzes und Umwan-
deln in ihre differentielle Form zeigt sich auch ihre punktweise Giiltigkeit. Diese Argumen-
tation ldsst sich jedoch auch umdrehen. Durch Integrieren der erhaltenen Differentialglei-
chung kommen wir wieder auf die integrale Form und erhalten damit aus der punktweisen
Gultigkeit die globale Giiltigkeit der Gleichung.

1.6.3 Wirbelstirke (Rotation), Stokesscher Satz

Die Rotation ist eine Abbildung von einem Vektorfeld auf ein Vektorfeld, d.h.

rot: A(r) — rotA(r).
Die Rotation ist in kartesischen Koordinaten tiber

rotA(r) = VX A(r) = (0,A; — 0:Ay) ex + (0:Ax — 0xAz) e, + (0xAy — 3, Ax) e,
bzw. mit dem Levi-Civita-Symbol:

(TotA)« = Eapy0pAy

30
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STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 2

Fiir die Hamiltonfunktion erhilt man
oL
or

L (,_4a v
Yo Au m>
H(r,p,t) =p -v(r,p,t) - Lr,7(r,p,t),t)

(-2 -2 (5 2]

nun§w+m>

|
o=

F(p =2 2a) (p-2a) - 5 (v - 2a) - L (v 24)
= —(p-2a+9A)(p-2a)-— (p-2a) - L (p-Ta)a+
:\_AE c c P c 2m P c cm P c ab
_ 1 mN%AmVFﬁm%PAmV
|§AE n> T emt\P n> 2m \P m> cm \P n> Atad
—|HFr :|Wﬁ |m>ﬂ+ b(r,t)
P, ~om 14 c qa ,

Mit den kanonischen Gleichungen

oH

op
oH

Cor

7=
p=

erhélt man die Newtonschen Bewegungsgleichungen mit der Lorentzkraft.

Die Ladung bewirkt eine minimale Kopplung:

— 0 B
q=0: E\m:au

q+0:

T 2m c
——

mr

H 1 A%\m>VN+&$

Fir die Quantisierung fithren wir den Ubergang durch, bei dem die Hamiltonfunktion H
zum Hamiltonoperator H und der kanonische Impuls p zum Impulsoperator p = —ihV
wird.

2
A b0 = 5 TE - mi:i L apr,t)
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1.6 7 FELDGLEICHUNGEN IN DIFFERENTIELLER FORM

Sei F = 0V, das heillt 0F = 00V = 0, also F ist geschlossen; dann gilt:

\ﬁ (VxA)-df =0.
F=3V

Die Flache F darf bei fester Raumkurve oF im Definitionsbereich von rot A beliebig defor-
miert werden. Wenn wir darauf den GauRschen Satz anwenden, dann folgt:

ou Qo?&.&an % &<Qoﬁ>vn:\
F=aV 1%
= divrot=0

Das heil’t, das Wirbel quellenfrei sind.
Sei weiterhin A = V¢, dann folgt mit dem Stokesschen Satz:

b rot(grad¢) -df = | (grad¢) -dr =0

oF

da OF eine geschlossene Kurve ist, d.h. 00F = 0
= rotgrad =0,

was wiederum bedeutet, dass Gradientenfelder wirbelfrei sind.

oF F
= 4@ @ |
» 42 Die Rinder dieser Gebiete sind nicht einfach zusammenhéngend.

Bemerkung: Es gilt stets zu beachten, dass sich Rander von Flachen stets aus mehreren
Stiicken zusammensetzen konnen. Man spricht in solchen Féllen von nicht einfach zusam-
menhdngenden Mannigfaltigkeiten. -

Wichtige Lemmata (L1) In einem einfach zusammenhcdngenden Gebiet gilt:
rotA=0 < J¢p@r):A=grad¢

Dabei ist das skalare Feld ¢ (r) eindeutig bis auf eine Konstante. Das Vektorpotential A
besitzt dann eine sogenannte Eichfreiheit.

g
g
» 43 Links: Einfach zusammenhdngendes Gebiet. Rechts: Zweifach zusammenhédngendes Gebiet.

32

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

und
divA + Wmlv = W \ Gr—v',t—t)[Vyjr,t)+0po@, t')] dBrdt
R ;

= 0 wegen WC:zw_Eﬁmam_Qnr:bn
=0
Die Lorenzeichung ist also erfiillt.

ruhender Beobachter

r(t)

» 89 r(t) ist die Weltlinie eines bewegten Beobachters. Der Beobachter registriert zur Zeit t am
Ort r ein Eregnis, das am Ort #' zur Zeit t’ = t — ™ stattfand.

Die Eichinvarianz spielt auch bei der Lagrangeformulierung der Bewegungsgleichung in der
Mechanik eine Rolle. Lagrangefunktion L eines geladenen Teilchens in dulleren elektroma-
gnetischen Feldern: L(r,#,A(r,t), p(r,t)). Fir A = ¢ = 0 wird L durch die Forderung nach
Isotropie des Raumes und Homogenitat von Raum und Zeit, sowie der Forderung entweder
der Galileiinvarianz (bzw. Lorentzinvarianz) festgelegt.

Wenn nun A # 0 und ¢ * 0, erheben wir die Forderung nach Eichinvarianz der Euler-
Lagrange-Gleichung:
d

ES}P@TLA3F>+<?$|W9>V+Q

Behauptung:

mo,2
N .
L= M§nw/\gw — Uelmag (7, A, @)

Q&Emm = |W~r>:\:.v_: + &AVA‘:.YNV

Wendet man die Euler-Lagrange-Gleichung an, so erhélt man die Bewegungsgleichung

§mu&m+mwxw -

Eichtransformation:

A—- A=A +VA

$- ¢ =¢-Ton
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1.6 7 FELDGLEICHUNGEN IN DIFFERENTIELLER FORM STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN | 2

Nebenrechnung: Probe: G(r,t) = & AH + MV r-!
d
I, = — | A(rt)-d ) S(t+=~
T 6= (v ‘wmmv (=)
T c r
o), oo o] ol )l D) e D) - waloe?)
Ctim L[ At+T)-df - | At+7)-df + | At+T) - A®)-df |wuu¢ wv k:&?EA:mvEA A JX v
=T T F T et O A T r ¢ T or c orr
- T A(t)+0(T2)
T = 415 ( JmA mv+wmmw+w?|wm|w@wwuﬂﬁmv|WN.§QHMV
= lim % [A(t) + TO,A(D)] - df — Ec:@i: &fii; c/orl_r " ¢ ¢/ r ¢
T Frit v2
1 1 r 2 v
—lim L A -df - | A df+T % QA-df - | aA-df = L:%ES+\TW|\Nﬁ&ﬂﬁ\v+\N9mﬁﬁwv
=0T | JFyr Fy Frir Fr r c c r c
L . . S JO\|\.
o(T)
N . , 1 - v 2 v
o(12) |MNN% AMHMV |Mmﬁ% ANHMV
1
I, H:E% A(t) -df - Ec.ni +| aAw) -df - 0
-0 T Fiit Ft Ft = \%.:.%:\vmw:v

Sowohl Gy, als auch Gy, sind mathematisch zuldssige Losungen. Das bedeutet, dass die
Maxwellschen Gleichungen invariant sind unter Zeitumkehr. Die physikalische Losung wird

Frorem(t+7) Volumenelement . . N . ; )
av = v, - df durch die Ausstrahlungsbedingung ausgewahlt. Man nehme steht Gy, d.h. ein Blitz zur Zeit
t' bei ' hat stets eine auslaufende Kugelwelle zur Folge und ist nicht selbst das Produkt
einer einlaufenden Kugelwelle.
Mantelflichenelement Mit Hilfe der retardierten Greenschen Funktion lautet die Losung der inhomogenen Wellen-
dfy = dr x v,T gleichung
(Orientierung nach aullen) Y(r,t) = wu(r,t) + , %ﬁ% dt'Gr —r',t —-t') f(r',t")
R -
S G (|
— 3.7 ’ c 7oyt
= Yp(r,t) + %ﬁ:\%s& ] f',t)
—wnrt) + By Lf(r,t) e
R3 lr —7'|
dabei ist Tﬁ — 7’| die Zeit, die die elektromagnetische Strahlung benétigt, um von #’ nach
r zu gelangen-
Zur Herlei der differentiellen Maxwell-Gleich .
> oad furHlereliung der diierenticion Maxwelbbieichungen Damit lauten die allgemeinen Losungen fiir ¢ und A in Lorenzeichung:
Dabei sind folgende Relationen zu beachten ,
b, t) = ppr,t)+ | &3’ [o(r _3\?2.
dv =1 -v,-df R3 lr —r'|
1 j (1’
A) - dfy = AD - (dr xv) T A0 = Anr o+ 1 | D e
R _

T (v X A(t)) - dr
Dabeiist [o(#',t) ]rer. = 0 (¥, t,) mit t, =t — wix — 1’| (retardierte Zeit). Aulerdem

$n
A

Betrachtet man nun das Volumen 6V und wendet den Satz von Gaul} an, so ergibt sich
d3k
(217)3

m:w.xlmwz

(r,t) =Re

divA(t)dV = At) -df
5V sV

Ay (k)
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1.6 7 FELDGLEICHUNGEN IN DIFFERENTIELLER FORM STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN | 2

Ab jetzt gilt A = B mit div B = 0. Damit lautet das Induktionsgesetz wie folgt £<0 Im e
——
1 1d t<0
E+-vxB|-dr=--—| B-df ° °
o c cdt Jr —ck —ie ck —ie
C
Nun wenden wir noch einmal den Satz von Stokes an Re w
1 1 Co
rotE+ —rot(vxB)|-df=—=| [0,B—rot(vxXB)]-df 2
Ft c C Jr
. 7 —t>0
Und damit
ﬂgmuulwpw » 86 Ilustration zur anderen Verschiebung der Pole um eine neue Greensche Funktion zu erhal-
C ten.

Damit ergibt sich fiir die Maxwellgleichungen in differentieller Form:
Die Flache konstanter Intensitat ist eine Kugelschale um ' mit Radius c(t — t') — +o0, also

divE = 41ro (Coulombgesetz) einer Kugelwelle, die mit Lichtgeschwindigkeit auslauft.
divB =0 (Gilbert)
1 Es gibt noch eine weitere Greensche Funktion als Losung.
rotE = — mew (Faraday)
4, 1 5~ . 2TC 1 1
TotB = ﬂg+m9m (Amperesches Gesetz) le_mwﬂﬁ8|7nw|wmv T W (ck—1i)

Dabei ist die L tzkraftdichte definiert al .
abelist die Lorentzkraftdichte definiert als C, umschlielt keine Pole, folglich G (k,t > 0) = 0.

1.
k=¢E+_jxB Gk, t < 0) u?&?#%@@.@ﬁi

+meﬁhmw:98vm\§@ w
w=ck-ie

w=—ck-ie 21

Betrachten wir nun ein paar Eigenschaften der Maxwellgleichungen. Dazu wenden wir div

auf das Amperesche Gesetz an und erhalten Duch analoge Rechnung zu oben erhalten wir

4 o1,
divrotB = -1 divj + m? divE

5 ¢ — G(r,t) = k@ﬁS {5(r —ct) - 8(r +ct)}
=
(-t
= divj+d0=0 u%&in:
Die Konitnuitdtsgleichung ist also durch den Maxwellschen Verschiebungsstrom Wmnm in _ g AH + mV
den Maxwell Gleichungen manifestiert. a r
Wir betrachten nun die Konsistenz der Maxwell Gleichungen.
rotB = 4m i+ 1 OE |div Wir erhalten die avancierte Greensche Funktion.
c c
divrotB = am divj + w? divE S AQ _ HV
,quo|\ ¢ ¢ Gw.(r —r',t-t') = _uxlwl_ —

0= me (divE — 4110) (1.13)
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1.7

ENERGIE- UND IMPULSBILDUNG IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

mit:
Num
W = Ein = 5
m

Die Impuls und Energiezunahme sind Folgen der Feldenergie und des Feldimpulses.

1.7.1 Energiebilanz

w.enQTu...Wewaen&.m.eu_, u..m%\n% 0t Wieeh AV
v v

. Energietransfer
oW, t) = t)-E l) = —F7—7——7—
= OiWmean(r, 1) = j(r, 1) - E(r, 1) Zeit und Volumen

Im folgenden werden wir nun die Stromdichte durch die Maxwell Gleichungen ausdriicken

, ¢ 1
- —rotB—- —J,E
J 41 rot 4T %
i E-= S E.(VXB) - -LE-3F
J 5T an 4m t
Nebenrechnung:
div(E xB) =V - (E X B) = 0g&gysEyBs

&pys (0pEy) Bs + €pysEy (0pBs)
= mmmmu&mumv\ + mv\ EBys mmwm
—_

—€yBs
=B -rotE — E - rotB
= E -rotB=B-rotE —div(E X B) -
Damit wird
. C i P
m.u\qu. rotE QZEX&L mimﬁm
~-LaB
ui:ihmxwvé ﬁhﬁ,:wium:\
A1T t m.:. t ¥¥ mech

Dabei wird die elektromagnetische Feldenergiedichte beschrieben durch den Term

UFeld = % Am.w + Wmv

Der Poyntingvektor lautet

s_

= EXB
4T

und wird auch als Energiestromdichte bezeichnet.

Der Energiesatz der Feld-Teilchen Systeme wird damit definiert durch

—0tUreld = Ot Wmech + div S

38
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Liegen mehrere Residuen vor, so wird dariiber summiert

% f(z)dz = NﬂJMWmm%AN:NHN_.
¢ i

wobei z; alle singuldren Punte sind, die von C umschlossen werden.

Fir € > 0 umschlieBt C; keine Polstelle, also ist G(k,t < 0) = 0.

1

Gk, t>0) = |m:TT~mm ﬁ|w:98vm\§;

2T

Das Minuszeichen wurde eingefiihrt, um der Orientierung von C Rechnung zu tragen.

Res _HFW:A. ev m\:bw“_ — mmwan»LMX
21 w=—ck-ie k
1~ —iwt ¢ —i(ck—ie)t
Res | —G(k,w)e =——e
21T w=ck—ie k
Also erhalten wir
A _ : m ickt _ m LE&W
G(k,t > 0) Nﬁ;»m wm
- \NinmEnﬁ
4
= % sinckt
. inckt
Gk, t) = ?m%@:v

mit der Heaviside-Funktion O (t) mit

1 ,t>0
() =
0 ,t<0
Im Ortsraum
d3k

Gr,t) = G|kl t)e*" = G(|rl,t)

(2mr)3

QzQA.EVmLsQ w
w=ck-ie
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1.7 7 ENERGIE- UND IMPULSBILDUNG IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

Experimente zeigen schlieflich, das folgendes fiir die Stromdichte j gilt:

E C.Q = Q.o:mm\mv

o wird auch als Leitfahigkeit bezeichnet und ist allgemein hin ein Tensor. Damit gilt wei-
ter:

b\.&u Tqu.&

Q.m.bu%?v_lﬁwv

Damit folgt das Ohmsche Gesetz:

_ £
$p1—p2=U=1IRy» , xslm
Bemerkung: o < oo aufgrund der StoRe der Elektronen mit thermischen Metallgitterschwin-
gungen (Phononen) und Gitterdefekte. -
.\. -E = Q-m,m AH Q.;\szm:v
£ (U\?
= o= 7 ()
v
T R(F-O)=V

Somit ergibt sich:

Dies bezeichnet auch die pro Zeit und Volumen erzeugte joulsche Warme (dissipative me-
chanische Energie)
W =0Wneeh - V-At=U-1-At.

Frage: Wie kommt im Feldbild die elektrische Energie zum Verbraucher? -

Der Einfachheit halber als Supraleiter angenommen:
» kein Spannungsabfall langs des Leiters
» Leiter (1) auf Potential (1) und Leiter (2) auf Potential (2)

» E verlauft senkrecht von (1) nach (2)

Realer Leiter: E hat auch eine Komponente in Richtung von I, um den Strom aufrecht zu
erhalten.

s, zeigt zu Leiter hin, d.h. die joulsche Warme erfolgt durch Zufluss aus der Feldenergie

40

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Mit der Kenntnis der Greenschen Funktion lautet die Losung der inhomogenen Wellenglei-
chung

pr,t) =ypr,t)+ | Gr—-v,t—t)f(rt)d3r'dt
R4

wobei ), die allgmeine Losung der homogenen Wellengleichung O ¢, = 0 ist.

Die Berechnung erfolgt durch Fouriertransformation. Seien dabei #' = 0,t" = 0:

_ &’k dw ~ i(k-r—ct)
G(r,t) = @m)? 2m G(k,w)e
_ &’k dw i(k-r—wt)
o(r)o(t) = 2n) 2n 1-e
2
= A\ww + ‘Sm v Gk, w) = —4m
c
~ 41rc? ~
=T e T

mit G, = T'(k)S(w? — c2k?), denn

2
ALAN + mv T(k)§(w? — c2k?) = 0

Zur Erinnerung

L

S(w — w;), w;:g(w;) =0 einfache Nullstellen
g’ (w;)]

5(g(w)) =
Riicktransformation ergibt

d3k
(2mr)3

Gy (r,t) =

I'(k) ek m|m S ((w —ck)(w + ck)) et
%aﬁgwmmvii:im»:

_ % K TR erern % kTR ersern

(217)3 411Cck (217)3 411k
[ @k T erenn — h (k) ercin)
(211)3 411Ck (21T)3 41ck

wenn (k) = T*(—k)

- Bk TR erckn
- NWmH (21T)3 amck©

Als nédchstes ist der inhomogene Anteil an der Reihe:

gome( 1 1)
Tk \w+ck w-ck
~ . 2TC 1 1
Q\ME% k TC\A\QA\M&\E\AQA\HML
it = [ 92 ¢k w) et
e 2TT
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1.7

ENERGIE- UND IMPULSBILDUNG IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

1.7.2 Impulsbilanz

Wir betrachten das Volumen V aus Abbildung 49.

Die Gesamtkraft auf ¢, jin V:

d

ba%\ = <P

Somit gilt fiir K:

Nnmm+waxw

mit ¢ = -VEund j = =V x B - =3,E gilt:

41

1 1 1
|mmA<mv+mA<XWVXW|§AmwvaW

mit (6;E) Xx B=0,(E xB) — E x 0,Bund 0B = —cV X E folgt:

n%m.z.mvlhwxaxwvl 1 mthElFMXmev
4T 4T 41rC 41T
uFm.Z.mvlthA4xmv+F~wA<.5
4T 4T 4Tt
|wa2xwv| 1 o: (E X B)
4T 41rC
Nebenrechnung:

Ex(V -E) — [E X (V XE)]y = Ex0Eg — ExpyEp&yuvOuEy
= MQmmMm - Mva\mv\:<m.mw:M<
= Ex0gEp — Tmoﬁmm\? - %o?%mL EgOyuEy
= Ex0gEp — EgOnEg + EgOgEx

1
= 0p (EoEp) — 50 (EgEp)

=g Tgmm - Wm&wm@

Somit ldsst sich die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes definieren:

1

Preld = 41

ExB- s
C

Der Maxwellsche Spannungstensor ist hierbei wie folgt definiert:

1
Top = o= (EaEp + BaBy) = Saptiraa = Tpa

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

folgt
» 1
—4mp =V $+M9<.>
! 1 \
=V e + mwm\/ + mmmq A} \Q\/v
20, 1 1 2 1 2
=Vep' + -0, V-A+ =0,V°A— =0, V°A
c c c
= qmeCﬁWqu CA
und

|»W:~.uu>|<?.>+wm§v

_O[A - VA]-V ? [A' - VA] + W@N T\ + W%é

=0A -VOA-V Aq LA+ Wm%\v -V A|<N>+ %m?v

S —
—-OA

uu>\|<A<.>\+Wm%v

Daraus folgt, dass (*) und (**) invariant sind unter Eichtransformation.

Jede Losung von (¥) und (**) kann durch eine geeignete Eichtransformation A (DA =
-V-A+ Wm}v im Falle der Lorenzeichung) auf eine Form gebracht werden, sodass sie
die inhomogene Wellengleichung im Fall der Lorenzeichung (bzw. die entsprechenden
Gleichungen um Fall der Coulombeichung, s.u.) erfillt.

N

Findet man Losungen (¢,A) der inhomogenen Wellengleichung die der Lorenzei-
chung nicht gentigen und unterwirft diese einer Eichtransformation A gamaR Punkt 1.
um (¢, A) zu erhalten, so geniigen letzere zwar der Lorenzeichung, sind aber keine
Losungen der inhomogenen Wellengleichung mehr, sondern entspricht einer Losung
zu

3.

u&uu&|wpu>n|§@|wpu>
#)

Dkwnmw+<m>n|m¢:g+qu>

_uw Sw. A) die Lorenzeichung nicht erfiillen und A gemaR (*), so bestimmt wurde, dass
(¢, A) die Lorenzeichung erfiillen, muss O A = -T # 0.

Andererseits zeigt (#), dass (¢, A) der Lorenzeichung geniigen und die inhomogene
Wellengleichung erfiillen und nur einer eingeschrankten Eichtransformation A, mit
OAg 0 unterworfen werden, sodass die Lorenzeichung erhalten bleibt (siehe 2.),
dann bleiben die transformierten Paare nach wie vor Losungen der inhomogenen Wel-
lengleichung.

Losungen der inhomogenen Wellengleichung, die die Lorenzeichung nicht erfillen
(und damit keine Losung von (*) und (**) sind) werden durch Umeichung (die zur
Erfiillung der Lorenzeichung fiithrt) noch keine Losung von (*) und (**).

95



¥

PRIG 5 g = PPIg

“1I9TULOp 1870] 1M 1ST SOP[R] UADSIIAUSEWOIN[d SIP PPAg a1pIpsnduwIyaI a1q
u

US[RULION JTUI JUSWR[USDRICO UM jne Sumuydry-» ul ayde[] oid 1jery 1op 1ydudsiud

Y(ug) = g

W] I

uOquQ
A@ A — w;u
Fodutog | < Ap et % = (ppad + o )

P
2810 AP Pd Y = PPAq

Alg A ]
AP ppad a P Ap#cde % = »(waug) P
p p
:18[0J 1TWOS “1ST YISLIIWWAS IOSUI], 9P SSep ‘YIS 1819Z S

dTd] dHOSILANDVINOILAITI SV

76

VA+V =,V
oj
<6M -p=9
sny

"UOTIRUWLIOJSURIIYDIA IS9P 1 Sunyd[dssunuunsag 91Ip 1St [— = V O I[N sunyd
-IPZURIOT 91p (V' ,¢) ssepos (V' ,¢P) — (V‘¢P) uoneuiojsuentdrq sure pIm 1z1af

2
0+I=¢les+V-A

'p ‘18nuag

1YOIU SUNYDIRZUSIOT JOP Sep ‘UddunydR ualaddodss 19p SunsQ aum (V ‘¢p) 18S
1els (0 = V - A) sunydrquomo)

STP YINP I3Po (0 = Aﬁgmm +V - A) SunydIazualo 31p ydanp wpuy gunjddoxyug surg

() .ﬁt“t = Aeummigvblxu

o)
(+) oup— = (v- >tﬁ+?>
udIne[ SuNYdIUIH U0 UISUNYIP[F[[PMXR UaUFowoyul 31

"UA3UNSQT IIIA YPIPUdUN S 113 INJIIH "wddnuasd ( = Oy O Sunydd[3
-UR[[9M ISP 1P “I0AIRY OV UONRULIOJSURNYIIY 91[URIYISISUR [INp IdpUueURLIUN

WIS 91 "UISNUISE (6°2) SUNYDIPZUIIOT Jop 9IP ‘(,,V *,,¢) a1eRd J[3TIA YII[pUdUN 118 ST (‘T
| ‘uon
-PULIOJSURIYDIH 91YONSIS IIP 11931 SUNYIR[SUI[PM Uduadowoyur JIsaIp SunsQT a1
I-=Vva <
1
—_——
o) o)
0= <Mmmﬂ “VeAt Tt VA =
o) 2
0= Tgﬁ - i oyt [VA+ V]A =
)
0= :AY@M +. VA
guniapioq
o)
LR \e“ﬁfﬂ A
"SIQRIR] (,V*,¢) USRS  STAMAY
"183NU93 (6°2) SUNYDZUAIOT JIP (,,V ‘,,P) Ieed 91ISIULIOJSURL) SBP SSEPOS ‘UIP
-U1J UOTIRULIOJSURIIYDTY SUID [DTS 1SSe[ (,V *,¢P) Ieed uagdigarpaq wapaf nz ('t :bunroulog

HTVILNALOd NAHOSILANDVINOULAATI dI(J

9T



1.7

ENERGIE- UND IMPULSBILDUNG IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

44

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Die - hier noch relativ zueinander beliebigen - Potentiale ¢»(#,t) und A(r, t) werden durch
die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen in Verbindung mit einer Eichtransformation
festgelegt.

Inhomogene Maxwellgleichungen

q.mng:mn|<yv|wp<.> 1)
qxw?JEummgu<x2x>1@§<e+W%> av)
C C C C

1 1

2 2

|A< - n\mmhvk».fqﬁq A+ Mm:vv
Nun stellt sich die Frage, was ist die Divergenz von A? (V - A)

Erste Wahl: Lorenzeichung

V-A+ Wm% =0 (2.9)

Unter dieser Eichung transformieren sich die Gleichungen (I) und (IV) folgendermaRen:

> 1. _
(W) _ Ad c? Hvﬂ.l 4me (2.10)
1 41, )
Q/\v A<m|ﬁ‘mmwv>”|%.~

Diese inhomogenen Wellengleichungen sind mit (2.8) und mit (2.9) dquivalent zu den vol-
len Maxwellschen Gleichungen, d.h. gesucht werden nur solche Losungen der inhomogenen
Wellengleichung (2.10), welche der (2.9) gentigen.

Sei (¢, A) eine auf diese Weise gefundene Losung von (2.9) und (2.10).

Frage: Wie viele andere Potentiale (¢', A") gibt es, die im Allgemeinen zwar nicht (2.9) und
(2.10) 16sen, aber die gleichen physikalischen Felder E und B proudzieren, wie (¢, A)? -

Antwort: Es gibt unendlich viele solche Potentiale (¢, A") und sie gehen aus (¢, A) durch
sogenannte Eichtransformation hervor. -

A=A+ VA

, 1
Av HAV\MNVN\/

Dabei ist A(r,t) ein beliebiges skalares Vektorfeld.
B=VxA =VXx(A+VA)=VXA=B

E

N PN 1 1
|<Av — M®~> = |< _Hﬁl mm~>u_ - mww ﬂ>+<>u

= -V$-10A=E

N
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2.1

ELEKTRO- UND MAGNETOSTATIK

Fundamentalsatz der Vektoranalysis Im R3? gilt:
Fr) = divF(r) = Q(r) Quellen
" |rotE(r) = W(r) mit divW =0 Wirbel

Ein Vektorfeld sei durch seine Quellen Q (r) und seine Wirbel W (r) eindeutig bestimmt, wenn

» F(r) = BC\NV flirv — o
» Q(r), W(r) im ganzen R® bekannt sind und im Unendlichen hinreichend schnell abfal-

len (z.B. auferhalb einer Kugel mit Radius R < o)
BEWEIS Hier soll nur die Eindeutigkeit bewiesen werden, die Existenz folgt spdter durch

Konstruktion. Wir nehmen an:
3 F,, F, mit gleichen Quellen und Wirbeln; F; — F, = U # 0, U = GAWV fir v — oo.
divF; = Q ,i=1,2

rotF; =W ,diviw =0
Daraus folgt, dass divU = 0 und rot U = 0 ist. U ist also wirbelfrei und ldsst sich somit als

ein Gradientenfeld schreiben U = V. Dabei ist ¢ (v — o) = 6@. Daraus wiederum folgt

direkt:

Viy =0,
also die Laplace-Gleichung. Die Losungen davon sind die harmonischen Funktionen.

| vwrav = | [v @vw) -wvie]av
\4 \4 [H\CI\
omuc_; yn-vy df -0
OV ———
of5) "
S —
o(%)

dabei ist R der Radius des Volumens V

= (Vy)2dv = U*dv =0
R3 R3

= U=0
Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Annahme, dass F, — F, = U = 0. Damit ist die Eindeu-
[

tigkeit bewiesen.

Zuscitzliches Resultat: Die harmonischen Funktionen () mit V2 = 0 (im ganzen R3) und

Yr — o) =0(1/r)sind: ¢ =0
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Wir konnen a (k) € C aus Anfangsbedingungen ableiten:
w?:c +at(-k)] = ?# W(r,t=0)e k"

|Wn:«:&:3 —a*(-k)] = %%ﬁ oy (r,t =0)e ik
Diese beiden Gleichungen liefern Re a(k) und Im a(k). Eine kurze Herleitung folgt

@(r,t =0) =Re Amn._ﬁww a(k)elr
R
— dk 1 1 * ik-r
RAGLE Fs:@ T2 TST

= WHSANV +a*(-k)] = %Qwe\ Yrt= 0)e kT
a(-k) (~iaw)er

oY(r,t=0) = Wm% Amwwvw
a(k) (—iw)e*” +a* (k) (iw)e*" |

1 dk

- ma (2m)3

= % ANAN.Avw _HWSQQAlwsv + WQ*AlvaEvH_ m:w.ﬁ
- % Sw.wvw %:g?:c +a* (k)]

= |Wnin:&:ov —-a*(-k)] = Hmw# o (r,t =0)e kT

Spezialfille
» a(k) =ag(2m)30(k — ko)
= y(r,t) =Re ?om:wc.w\s;ai
Es handelt sich um eine monochromatische, ebene Welle.
» Allgemeine ebene Welle (z.B. in x-Richtung) a(k) = A(ky)(21)25(k, )6 (k2)

= N F i(kx—clklt)
= Y(r,t) = w&.s Si»:%
o 0
= Re @bﬁwvm:&an: + Wm% @bi@m:ix::
0o 2 —e 2TT

=f(x—ct) +g(x+ct)
Hierbei sind f und g beliebige Funktionen ihrer Argumente.

» In beliebige Richtung gilt:

wrt)=flk-r—ct)+glk-r+ct)
Dabei ist f eine ebene Welle, die Richtung k lauft, wahrend g in Richtung —k lauft.
f =const = k-v¥ =ct+ const fir t = const eine Ebene mit Normalenvektor k.
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ELEKTRO- UND MAGNETOSTATIK

2. Weg: Dieser Weg fihrt uns tiber die Greensche Funktion. Diese wird als Potential G(r —
r’) fur eine Einheitspunktladung ¢(r) = 6 (r — ') mit der Randbedingung Gﬁwv angenom-
men. Es gilt also:

VG(r —-v') = -4mws(r - r').
Dabei wirkt der Laplace- Operator nur auf #. Es sei auch angemerkt, dass die Greensche
Funktion im Allgemeinen nicht von obiger Form ist. Lediglich bei translationsinvarianten

Problemen wird diese Form angenommen. Nutzen wir nun wieder das Superpositionsprin-
zip aus, so ergibt sich fiir eine beliebige Ladungsverteilung:

$r) = | Gor-riew)av

HVQN@:&H H QNQ?\%;@?Q&\HLE.SS
® =—4md(r-r’)

Wir bestimmen G (r) mittels Fouriertransformation:

w ~ .
V2G(r) = —4ms(r), Gr) = d’k Gk)e*™
(21)3
d3k A .
2 _ 1) 2 ik-r
VeG(r) = 2m)3 (ik)°G(k)e
— QwNA ik-r
o(r) = % Amﬂlwwm
wa SN2 A ik-r _ O,—:A ik-r
= % Awﬂ:w:wv G(k)e = N:q% 2 le
= k’G(k) =4, dh Gk) = M|w
__1 ® 24 (12 H ik-r
= G(r) = 2n)? b dkk“G(k®) | dQye
Nebenrechnung:

I(r) = % dQy ek , D: Drehmatrix (Drehung)

= I(Dr) = % dQy ek Pr = _. dQy el T - % dQp-1, el P7TRr - H dQg el* " = I(r)

Dabei wurde ausgenutzt, dass das Skalarprodukt invariant unter Drehungen ist, sodass
letztendlich gezeigt wurde, dass das gesamte Integral invariant unter Drehungen ist. -
Damit kann der Vektor # beliebig gedreht werden:

0

Ir)y=Ir=1r|)=1|1]0
r

48

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Re e2iX

~

T/?2

2T

» 83 Ilustration zum zeitlichen Mittelwert. Einige interessante Grofen wurden beschriftet.

Damit folgt also

— 1 2 P2 \MGN
() = 1o (1P + 1BP?) = o IE|

Diese Darstellung ist unabhédngig von » und t.
Poyntingvektor

§ = -<(ReE) x (ReB)
4T
= (ReE) x (k X ReE)
4Tt
¢ X ~
== {k (ReE) - (ReE)) - (ReE) - ((ReE) - k)}
- <c 24
= »:Ammmv k

Wir wissen
2 1. 2
((ReE)") = m:m_

Damit erhalten wir

(S) = — |E)%k = (u)ck “
81

Damit lasst sich auch von der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes der Mittelwert
ermitteln

89
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2.1

ELEKTRO- UND MAGNETOSTATIK

denn

EapyOpEyvOuAy = (Oaudpy — OovOpy) 0p0u Ay
= 0p0nAp — 0p0pAx
= (V(divA) - V2A),)

AT iy
C

= V?A
2 1. 4T . .
= V QZ}HIﬂQEuno.

wegen Magnetostatik. Damit folgt, dass divA = 0, falls divA = O(1/r), womit die Coulom-
beichung erfillt ware.

In kartesischen Koordinaten gilt:

V%A = |»ﬂ:§ , & =Xx,Y,z (2 drei Poissongleichungen)

Wir erhalten damit folgenden Ausdruck fir das Vektorpotential A(r):

_1 Jjr)

—~——dVv’
cJrs lr—7'|

Dies féllt wie 1/7 ab. Fur das Magnetfeld B(r) folgt damit:

Br) =V xAmr) = L [ vx LT gy

c Jr3 ¥ —r’|

nlw o:\i»\VXQM
c Jg3 lr —7’|

Denn:
ExpyOp :v\\,_ = mamk&nmm% = \mﬁxmr‘.v\wm\u ==XV

Damit folgt das verallgemeinerte Biot-Savart Gesetz:

B(r) = 1 %\Q.G\vx|1|1
c Jrs lr — 7’|
Check:
. 1 , ., 1
divB = — - a<<.?3x<‘v
¢ Jms lr — 7|
1 P 1
== n:\,:%v;.oﬁAQ‘vHo
¢ Jr3 lr —7|
[
=0
Denn:
QL/A,\. X.Qv = mkmcﬁvﬁ\m.&u\ = |,~.ummac\®?®¥ = IH.H_OH.Q -

50

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

o] = Xp = & Linear polarisiterte Welle

oy = o = 17/2: zirkular polarisierte Welle
E(r,t) = |E|&1 cos(k - ¥ — wt + 1) T |Ex|& sin(k - ¥ — wt + ;)

Falls zusétzlich |E;| = |E,| erhalten wir

E(r,t) = |E| A oS v

Fsinp

|E| = const, aber die Richtung von E ist nicht konstant.

&

» 80 Drehung der Polarisationsrichtung um die Ausbreitungsachse.

o = oy =1w/2 und |E; | = |E»|: elliptisch polarisierte Welle

_( |Eilcos @
E(r.t) = AH_MN_ sin @

Der allgemeine Fall ist eine elliptische Polarisation, wie in Abbildung 82

Fazit: Es gibt einfache, zeitabhdngige Losungen der Maxwellschen Gleichungen im Vakuum
und diese sind:

» monochromatische

|E,| — _—=

&1

|E; |

» 81 Bei elliptisch polarisiertem Licht »eiert« die Polarisationsrichtung.
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7 MULTIPOLENTWICKLUNG

Auf 0L ist die Ladungsverteilung zunachst nicht bekannt, sondern lediglich dass ¢|;; =
const.

o= | L") g3y~ e, o)) I

RS |¥ — 7’|

2.2 Multipolentwicklung (Statik)
Zum besseren Verstiandnis ziehen wir die in Abbildung 51 eingezeichneten Grofen hinzu.

r—r °
Aufpunkt

» 51 Innerhalb des Volumens sind ¢, j + 0, also lokalisiert.

Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass

r>4{0 = r>r

Wir wihlen # in kartesischen Koordinaten, sodass

r=(x,¥,z) = (x1,X2,X3)
7|

v = AXQXQVH\N
r

="
=
1

-2
¥ =

Sei f(r — r’) eine beliebige Funktion. Wir fithren deren Taylorentwicklung in #' um #{ = 0
bis zur zweiten Ordnung aus.

fr—r)=fr)—x,0.f(r)+ waxwmnmm\?v
= F() — O f(r) + w ('3, f(r)
—F) V) + W " V) fr)

Einen wichtigen Fall dieser Taylorentwicklung stellt die folgende Funktion dar

1 1 41 1, 1
3 = »\\ |X9m9ﬂ + MXQmeﬂxmmﬂ + -

Dazu zwei kleine Nebenrechnungen

52

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

@ = const k

» 75 grad, @ = k, d.h. dass k Normalenvektor zur Ebene @ = const ist.

kO

» 76 Das Rechtssystem.

Betrachte Ebenen konstanter Phase, d.h. L k.

M.., = M,Hm_ +m,wm.w

& & = %C.
&12 - k=0
Eip = |Eyple®i2
Damit folgt

E(r,t) = Re :_m:m%mf + _mN_mNmSNV m::éi

= |E & cos(k - ¥ — wt + o) + |Ex|&2 cos(k - ¥ — wt + o)

Spezialfille: Betrachte

X =0 =0 = E(r,t) = Tp_m: +mN_menOmAw.ﬁl wt + &)
()
@(rt)

|E| = |E|| cos @| + const

Die Richtung von E ist konstant.

Eip = |E1plei®i?
Fir das dynamische elektrische Feld erhalten wir
E(r,t) = _m:mH cos(k-r — wt + xy) + _m&mw cos(k -r — wt + )

Wir erhalten mehrere Falle.
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MULTIPOLENTWICKLUNG

Monopol: Gesamtladung im Ursprung.

2.) p = b o(r)r dv’

. H
bo(r) = 2L = —(p V)

Dies sind elektrisches Dipolmoment und Dipolpotential. Beachte: p hingt im Allge-
meinen von der Wahl des Koordinatenursprungs ab.

r=r"+a
o(r') =o(r” +a) = g.(r")

p= b Qu(r)(r" +a)dV" = p, + aqo

p ist also unabhéngig vom Ursprung genau dann, wenn gilt gy = O.

E;(r)

Vo (r) = = [3(p - )7 - p]

(Vb2 (1)) o = Duppxp(xyxy) %2

Ox 3 i
HE% i lkmMAX%«mv m\Nmm&\kL

73

o _
= ps ﬁwm — 3XaXpT L
1 _ wﬁg
T3 TQ ror

Ein Dipol in z-Richtung hat die folgenden Eigenschaften:

p =(0,0,p)
@N:\vnunow%
pcos$ _omwmH
(9) b2 § 2
'y <9<t

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

» 74 Ebenen konstanter, gleicher Phase (periodisch im Raum, Momentaufnahme). Die Konstante

der Phase dndert sich von Ebene zu Ebene um 271r. e!? ist fiir alle Ebenen gleich.

Damit gelten einige Zusammenhénge

k=k-k Wellenvektor, k = |k| > 0
k = Nﬂﬁ A hat die Rolle einer Wellenldange
21 . .
w = T Kreisfrequenz, T: Periode
V= 1_w Frequenz
ST 2w d

Das Disperionsgesetz lautet nun

Wnn bzw. vA=c

Die Amplitude der Welle ist komplex: Yo = |Wolei®o, @y € R.
W(r,t) = |gole™

A=cT bzw.

pr,t)=k-r —wt + @

k-r t
@(r,t) =21 A%\Wvgwﬁc

Y(r +ndk,t) = g(r,t)
firnez
Yyr,t +nT) = Y(r,t)
Waéhle nun ¢ fest.
{r e R3|@(r,t) = const} = {r € R¥|k - = const}
Diese Punktmenge entspricht einer Ebene mit Normalenvektor k.

Nun gilt: t variiert, @ ist fest.

Frage: Wie muss sich ein Punkt #(t) im Raum bewegen, sodass sich die Phase an diesem
Punkt nicht andert?

—

Antwort: Er muss sich so bewegen, dass die Projektion der Geschwindigkeit auf k konstant
und gleich c ist. Dazu

2m
A

@) = @r),) = == (k-rt) -ct)

» 52 Ein Dipol in z-Richtung. p=0= k-¥=c

54
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MULTIPOLENTWICKLUNG

» 54 Die Ersatzladungsdichte eines Dipols in z-Richtung.

also
1 3XaXp — 1?0
P3(r) = m@é{

1 1

= mDﬁwmgmmﬂ
1 XaX

= MDEW \\mm ’ QEQQQHQQHO

Qup = %n:\ o(r)[3xyxp — 728051

Abhingigkeit vom Bezugssystem: Wir betrachten folgende Situation:

’

v =r"+a, e(r') =eo(r" +a)=ga(r")

Qs = %ma:\:v [3x + ac) (xf +ag) = (r" + @)2605] AV”
N %ms?:;wxmxm +3aaXg +3apxy +3anag — 7" Sup
— wa: . ﬁnmc&w _ QNAMQNL n:\:

fassen wir dies nun zusammen und nutzen die Definition den elektrischen Dipolmoments
aus, so erhalten wir:

= @anmv + w&&ﬁwi + w&mﬁwﬂ + (3anag - SN%QE Qrot — 26 4pa - p'?
Daraus folgt, dass wenn g = 0 = p ist, dann ist Q g unabhédngig vom Bezugssystem.

Wir wollen uns nun noch einige Eigenschaften des Quadrupoltensors Q vergegenwartigen:

Qn Q2 Q3
Q=10Q2a Q2 Qo
Q31 Q3 Qss

» Der Quadrupoltensor ist symmetrisch, d.h. es gilt Qg = Qp«, damit haben wir 9 -3 =
6 unabhingige (reelle) Elemente

» Der Quadrupoltensor ist spurfrei, d.h. Qxx = tr(Q) = 0, damit haben wir nur noch
6 — 1 = 5 unabhéingige Elemente

56

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

» 72 Fihrt man 7 und ' nahe zusammen, so explodiert der Nenner in 1/|» — r’|. Ebenso erhalten
wir eine Singularitdt, wenn wir den Punkt ' und den Spiegelpunkt zusammenfiihren.

=]

0

» 73 E- und B-Feld auBerhalb felderzeugender Wirbel und Quellen.

2.5 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Wir beschiftigen uns im Folgenden mit zeitabhédngigen Feldern E(#,t) und B(#,t) aulker-
halb des Gebietes felderzeugender Quellen und Wirbel, vergleiche auch Abbildung 73.

Die Maxwellschen Gleichungen lauten im Vakuum

divE=0
divB=0
1
rotE = ——0;B
c
1
rotB = —0,E
c

Auf die dritte dieser Gleichungen wenden wir die Rotation an
1 1,
rotrotE = ——0; rotB = ||Nm~m
c c

wir verwenden die Identitat

[rotrotEly = [V X (V X E)]4

= EapyOpEyuvOuky

ExpyEyuvOpOuEy

= [6ouOpv — OovOpy] Op0LEy

= 3p0uEp — 0595«

= 0x divE — V2E,

= [graddivE — V2E], = [-V?E]4

—
=0

81
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MULTIPOLENTWICKLUNG

>l Beispiel Allgemein: Im Fall einer rotationsinvarianten Ladungsverteilung kann der Qua-
drupoltensor Q stets geschrieben werden als:

-Q 0 0
Q=10 - o
0 0 2Q
dabei heilkt
1
MQWWH|©

Quadrupolmoment. Rotationsinvariant heift dabei, dass Q.x = Q,,, womit Q.. wegen
tr(Q) = 0 festliegt. Weiterhin gilt:

Q.. = %mﬁtv [3z%2 —v?]dV’ =
o=c

onst>0

m% [x%+y?-2z%] AV
%

Fir das Quadrupolmoment Q kénnen anhand der Abbildung 56 folgende Uberlegungen
angestellt werden:

1
= =
Q 5 Q::20
falls V so, dass tiberwiegend

NNNWC«N+%NV I«

Q>0 Q<0

» 56 Rotationsinvariante Ladungsverteilungen.

>l Beispiel Gestreckter Quadrupol:
XaXp 1 ’
5 = o D QuaX?

2%

1
P3(r) = MD&W
Q

= ﬁ ﬁlvﬂm |u\N + NNJ
= % [32z2 - 7]
= % [3cos?9 —1]

58

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Dirichlet: Hierbei sind ¢ (' € 0V) und F so vorgegeben, dass

Gp(r,v¥') =0, furaller €0V

o 1 \ o
b(r) = f< Q(r)Golr,r) + 5 | b)owGotr,r) df

wobei o(r") bekannt, ¢ (') vorgegeben und n’ ins Innere von V' zeigt.

Neumann: Naheliegend wire 0,y Gy (7,7’) = 0. Dies ist aber nicht zulassig, da

% q.ﬁdz?..&&\ﬂ |% A=\.<;Qz:\_1\v&?
Vi — v
=4S (r-r’)

=—41

= (n' - V)Gn(r,¥)df =4m
v

Die einfachste mogliche Wahl von Gy (r,#’) ist somit:
(- V)Gl r) = 2 fiure € oV
N ) |_m<__
, / / 1 / /
pr) = | avie Gy + = | poriar
% [0V Jav
H ’ ’ ’ ’ ’
~an %nz?kzz V) df

wobei o(r’) bekannt, (n’ - V')¢ (') vorgegeben und n’ ins Innere von V zeigt. Aulerdem
ist (¢)sv eine Konstante beziiglich » im Potential mit

(Plav = P df

1
[oV] Jav

Spezialfall: Aufleres Neumann-Problem
[oV| = [0V;| + |0V,] — o, flir 0V, — o

dann wird (¢)sy = 0.

» 70 Zum duferen Neumann-Problem
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2.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

» 58 Zur Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten.

1) 1 _ 1

1
r—-r| r 2
! ! v/\~+@|wv —27=cosy

m‘wﬁw¢\$€8¥v

s o\

Dabei sind Py(cos y) die Legendre-Polynome £-ten Grades in cos y.

N
N

Fir den allgemeinen Fall gilt es cos y durch ¢, ¢ und ¢, ¢’ auszudriicken. Wird dies
gemacht, so erhalten wir:

8 m \
H I&.:. H WV * \\
it L X s (5) Yem® @176, @)

Dabei gibt Y;,, (%, ) Informationen tiber v und M\MEA%\_ @’) Informationen tiber v'.
Damit erhalten wir die Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten:

e(r’) ,
=| =———av
b =] T
> L oam r!
— < * ’ ’ ’ ’
= W:W;‘@ F1 Ve G @) | Y (@D e dv

Dies ist der allgemeine Fall einer Multipolentwicklung, womit auch innerhalb des Be-
reichs der Ladungsverteilung das entsprechende Potential (Mono-, Di-, Quadrupol) be-
rechnet werden kann.

Im Fernfeld (r ¢ V):

¢

s 4 Yom (9, , r / ,
Py => > m@%% <ﬁ$ﬁ§$ ,@e)dv
t=0m=-0 , )

Multipolmomente: q¢,,,

60

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

Zweite greensche Identitit Seien ¢ (r), Y (r) skalare Felder in V und sei n' nach innen
orientiert (vgl. Abb. 69).

b [ VPw ) - wa) Vi) ]| av’

- T [V W) — wr)V )] -n df’

BEWEIS Gaulischer Satz:

‘— V' -Ar')dV' = - | A@') -n'df’
1% oV
Sei nun
A= V'Y
= VA= (V) - (V) +dpV'ip
Dann folgt
[ oo+ eviv]av =- | ¢vy-war (25)
bT<§;;<4¢+eqﬁzaiu|.%eqé.Qg% (2.6)
Subrahieren wir (2.6) von (2.5) und, so erhalten wir die zweite Greensche Identitat. |

Waéhle nun speziell:

» ¢ soll V3¢ = —41rp liefern.

» W) soll V2y(r') = —-4mtS(r — v’) liefern, d.h. (') = G(r,7¥’).
Einsetzen in den Greenschen Satz liefert:

—< [p(r') (—4mo(r’ —7) — G(r,v')(—4me(r')))] dV’

- - ? [pF)V G, r) — G, r )V )] - df

b(r) L e )G ) AV + —— [ [p@)owGr ,¥) — G 1) dwd(r)] df’
% 41T Jov

Betrachten wir den letzten Ausdruck genauer:

Av:\vn _\<QG\JQ$\_\VQ<\+F Tv:\

el I Ean:}3%@?.3?@?: df’ (2.7

)

ARaumladung ADipolschicht AQberflachenladung

Oberflachenladung: n" weist vom Leiter nach aulen in V hinein.

—0w Plav
Oy =n' -V’

—410
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KRAFTE UND DREHMOMENTE AUF LOKALISIERTE LADUNG- UND STROMVERTEILUNGEN

2.3 Krafte und Drehmomente auf lokalisierte Ladung- und
Stromverteilungen

Wir betrachten ein Gebiet G in einem duReren Magnetfeld B®' und einem elektrischen Feld
E®. Die Vorgabe fiir die beiden Felder sei, dass sie nur langsam in G variieren.

o\
ext

ch~

» 59 Das Gebiet G mit den es durchsetzenden Feldern Eqy; und Bey;.

Zuniachst Taylor-entwickeln wir die beiden Felder um O:

ESM(r) = ES(0) + x0gES(0) + kakxmmmwmwxgov +...

Fur das Magnetfeld gilt dementsprechend:

B&'(r) = B$(0) + xp0sBS*(0) + W»Qkxmmmxwwﬁav +...

Die beiden Felder sind statische duRere Felder. Mit Hilfe der Lorentzkraftdichte k lasst sich
nun die Kraft K bestimmen:

K= \ﬁo k(r)dv

. 1 .
= \ﬁ o(r)E™(r)dV + M% jr) x B (r)dV
G G
= Ko + Nﬂamm.
In G gilt:
VXE*=0 und V- -E™ =0,
da es sich um externe Felder und statische Felder handelt. Betrachten wir nun die Rotation
des duReren elektrischen Feldes:
VXEX=0 = OyEQ™ = 04EY
Weiter folgt, dass
g0y ES = mmmgmwﬁ.
Betrachten wir nun 8 = y so gilt fiir die obige Beziehung:
0p0pESt = V2E
= mammmmﬁ
=04V -E¥' =0
= VES' =0

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

2.) Die leitende Kugel ist geerdet, d.h. die Kugel ist an ein Ladungsreservoir angeschlos-
sen. Es folgt also, dass bei Anndherung von g an die Kugel deren Gesamtladung, wel-
che auf der Oberflache (inhomogen) konzentriert ist, von 0 nach —q’ fiir g von c nach
a zunimmt. -

»| Beispiel Die isolierte, leitende Kugel.

Dieses Mal wird eine Kugel mit der Gesamtladung Q betrachtet, die isoliert ist. Auch hier
muss die Randbedingung ¢|,-x = const erfillt sein, aber die gesamte induzierte Ladung
muss 0 ergeben, da stets die Gesamtladung Q vorhanden sein muss.

Bemerkung: Die Gesamtladung Q ist bei einer leitenden Kugel wegen der Abstofung der
Ladungstrager auch auf die Oberflache konzentriert. -

Losung: Die Losung setzt sich zusammen aus

1.) Der Losung fiir die geerdete, leitende Kugel. ¢ und a’ sind wie dort gegeben. Dieser
Beitrag liefert 0 bei » = R.

2.) Einem zusatzlichen Term einer Punktladung im Zentrum. Dieser Beitrag liefert eine
Konstante bei » = R.

Betrachten wir die funktionale Form dieser Losung:

by =1 -4, Q-(=4)
lr—al |r-al  |rl
<mm.p. <me.

Dieses Potential 16st

Vip = —41t6(r — a)

im AuRenraum und geniigt der Randbedingung ¢|,-g = const.
Es gilt weiterhin

Gesamte induzierte Ladung = Summe der Bildladungen

-4 +Q-(-q9)=Q I«

N
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KRAFTE UND DREHMOMENTE AUF LOKALISIERTE LADUNG- UND STROMVERTEILUNGEN
Mit einer Taylorentwicklung von B*!(» + ') um r folgt:

W M WA?\VX—Wﬁzﬁxv+1\<1‘Wo%+..._ Qwe\
Go

j ist die Stromdichte um #, j ist die gleiche Stromdichte, aber nach 0 verschoben. Die
magnetische Kraft auf einen Dipol ergibt sich somit zu:

mag

i 1 L , y
KDPipol(y) = mﬁ Jr) x [ - V) B¥(r)] dV
G
Nebenrechnung: Wir wollen den hinteren Term des Integrals etwas genauer analysieren
und verwenden dabei die Eigenschaft

rotB*' =0 = 0B = 0.B5".

Fir den Term des hinteren Integrals bedeutet dies:

[(r" - V) BY(1)], = x50
= Xp0uBg"
3 (xB5)

—MHin Aﬂ.\ ) Wnﬁvfx -

Damit ergibt sich fiir die magnetische Kraft auf einen Dipol:
KDrol(r) = W% Jj#) x vV, (v - B¥'(r)) dV’
G

= |w<* X% j@&) - (r- B av’
c G

Ubung: Aus den Ubungen sollte folgender integraler Zusammenhang bekannt sein:

% r-r)jrH)dv' = \\%X% (r'xji@r')) dv
G 2 G

=CmXr=—-crxm (2.1)
In unserer jetzigen Betrachtung wird » mit B ersetzt. -

Mit Gleichung (2.1) kann qum%%_ umgeschrieben werden:

aw%%nﬁx@%:.vxi_
Mitax (bxc) =b(a-c) —c(a- b) folgt:
=(m-V,)B*(r) -m(V, - B(r))
=0
Mit der obigen Nebenrechnung, wobei #’ mit m ersetzt wir folgt:
= grad, (m - B*'(r))

Damit gilt fiir die magnetische Kraft auf einen Dipol:

aww%%_ =(m-V,) wmxﬁﬁﬂv_\smuo_ =V, A.=a . Wmﬁ:\.vv Tsao_
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Check:

Je
—
af

a

2m

U

Mit dem Satz von Gaul:

% E-df = div EdV
0Kugel Kugel

% E-df
oKugel

= odf

0Kugel

= % 4o (r)dV
Kugel

= —4mq’
= % E-ndf
oKugel
=41 odf
oKugel
= I&\

dQo = 2m dg mgwﬁwh
0

J)

STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

% (—q)6(r —a)dv
Kugel

Die Kraft, die auf die Ladung g wirkt kann wie folgt berechnet werden:

_(odf-q
m|%§|z_wA

a—-R)

Wahle nun a entlang der z-Achse

2m
nmmai. dep | d9sin$
0

™

0

—Rsin 3 cos @
(% —Rsin 3 singp
5 T 3/2
[a? + R2 — 2aR cos 9] a—Rcos 9
R
27 (! 1-.x

~N
w
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2.4 7 ELEKTROSTATIK IM BEGRENZTEN RAUM
falls j in G lokalisiert ist. Fiir « = 8 (aber ohne Summenkonvention)
% Xojou dV = 0.
G

Zur Erzeugung von Kraften brauch man also Feldgradienten, fiir Drehmomente nicht.

Fazit: Dipole erfahren im homogenen Feldern Drehmomente aber keine Kréfte, inhomoge-
ne Felder iiben auf Dipole Krifte aus. -

2.4 Elektrostatik im begrenzten Raum (Randwertprobleme)

Wir betrachten ein Volumen V in dem ein Leiter L mit dem Rand 0L ist, Ladungen g;, sowie
eine Ladungsverteilung ¢ (). Der Rand des Volumen V ist 0V. Beziiglich des Leiters ist V
aulen. Der Normalenvektor n des Leiters steht senkrecht auf dessen Rand und zeige ins
Innere von V (beziiglich des Leiters also nach aulen).

» 61 Ein in ein Volumen V eingebetteter Leiter L.

Es gilt:
» E = 0im Leiter (Statik)
» n X E|y; stetig (Stetigkeit der Tangentialkomponente)
» E 1 0L impliziert, das 0L eine Fliche konstanten Potentials ist (Aquipotentialfliche)

» E, = F¥ . njy = —nV|s = 410, wobei o auf 0L einen Strom in E, erzeugt.

2.4.1 Randwertaufgaben der Potentialtheorie im begrenzten Raum V
Wir betrachten die Poisson-Gleichung
Vi¢p = —4T1rp

in V mit zwei Arten von Randbedingungen, die Dirichlet-Randbedingung und die Neumann-
Randbedingung.

Dirichlet-Randbedingung (D): Gesucht wird eine Losung der Poisson-Gleichung, fiir die ¢
auf im Endlichen gelegenen vorgegebenen Flachen (hier 0L) eine gegebene Funktion

Plor = f(r)

ist und gegebenfalls fiir |#| — c mindestens wie 1/v abfallt.

66
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Diese quadratische Gleichung besitzt die zwei Losungen

‘
Ay =

N|— N~

NN
' richtige Loésung

Wir betrachten hierbei nur eine Loésung der quadratischen Gleichung, da die zweite a’ = a
wenig Sinn ergibt. Wir erhalten schlieBlich fiir die Position unserer Spiegelladung

a -a=R?

Dieses Ergebnis ist auch als Spiegelung am Kreis bekannt. Setzen wir nun unser Ergebnis in
eine der zwei Bedingungen von oben ein, so ergibt sich

Wir betrachten nur die Losung q' = &m‘ da nur sie die Bedingung ¢|,-x = 0 erfiillen kann.

Der Lohn unserer Arbeit besteht darin, das Potential nun in Abhéangigkeit von R und a fir
den AuRenraum niederschreiben zu kénnen

1 R 1
¥r—al a Txlx%i

P(r)=q

Betrachten wir nun die Influenzoberflichenladungsdichte o der Kugel. Dazu schreiben wir
zuerst einmal das Potential um, welches offensichtlich invaraint unter Rotation um den
Winkel @ ist.

-1 R R* r 7
d(r,3) =q| (r*+a?®-2racos?) M\M ¥?+ = —2R?>—-cos 9
Zudem wissen wir, dass folgender Zusammenhang zwischen dem Potential und der Influ-

enzoberflachenladungsdichte besteht

1 1 3
Q.Ilmm.:.&ﬁ.ﬂﬁ_ﬁuxllm:ﬂ 2, R
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2.4 ELEKTROSTATIK IM BEGRENZTEN RAUM STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN | 2

» Hydrodynamik
» Elastizitatstheorie

» Quantenmechanik -

2.4.2 Beispiel zu Spiegelungsmethode
» 63 Aquipotentialflichen des leitenden Halbraumes.

>l Beispiel Der leitende Halbraum, ein Dirichlet-Problem: Wir betrachten eine Punktladung

q die sich auf der x-Achse bei = a eines Koordinatensystems befindet und ein Leiter,

dessen Oberfldache durch die y-Achse und z-Achse aufgespannt wird. Die Ladung befinde Somit lautet das gesuchte Potential:

sich vor diesem Leiter.

NVL\N

QXiH&TQ\SNJFu\NJFN +AAX+®vN+u\N+NNV\:J.

®
ARUNNNRRNNNNN

Fir x = 0 bedeutet dies, dass das Potential verschwindet:

T -a a x $()lx=0 = 0.
Fazit: Gleichung (2.2) ist die eindeutige Losung der Randwertproblems. -
—— :
N Bla = 0 Fur die Influenzladung o (y, z) auf der Leiteroberflache gilt
oL —
» 62 Der leitende Halbraum. 1
4o =E-n=-n-V¢p=|0|-Ve
Im folgenden Abschnitt wollen wir das Potential ¢ mit einer gegebenen Dirichlet-Randbedingung 0
l6sen. Es gilt die Poisson-Gleichung: = —0xPlxo
—2qa  3"?
A = -4mqdé(r — a), = ASN+%N+NNV
2
und die Randbedingung -
Die gesamte induzierte Ladung berechnet sich aus
¢lar = 0.
2 « _
o(y,z)df = |Em:% r(a®+r) " ar
Gesucht ist also das Potential ¢ (r) fir x > 0. Dies erreichen wir durch Einfiihrung einer zu- oL 4m . 0
sétzlichen Ladung —¢g beir = —a. Der Leiter sei geerdet, d.h. er besitzt das gleiche Potential = |a&% d ATC (a? + ﬂwv-tmv dr
auf der Oberflache wie im unendlichen, d.h. 0. o dr
_ 2 212 ®
Die Losung der Possion-Gleichung sei gegeben durch =qa(a®+r?) T
— I&QAQNV\H\N
pry =1 1 (2.2)
lr —al |r+al =—q
Fir x > 0 bedeutet dies fur die Poisson-Gleichung: D.h. die gesamte Influenzladung ist entgegengesetzt gleich grof zur verursachenden Punk-
ladung. I«

V2h(r) = —4mq {s(r —a) - S(r + a)} = 4mqd(r — a).
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