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0.1 Historischer Uberblick

11. Jhd. : Kompass
1269 P. Peregrinus: Magnetpole
1600 W. Gilbert:
1609 Galilei: Fallgesetze
1609-19 Kepler: Planetengesetze
1.) keine magnetische Ladung
2.) Reibungselektrizitat
3.) Elektroskop
4.) Erde als Magnet
1629 N. Cabeo: Anziehung und Abstofung elektrisch geladener Koérper
1665 Grimaldi: Lichtbeugung
1666 Newton: Gravitation
1667 Romer: Messung von ¢
1690 Huygens: Licht als Welle
1729 S. Gray: Leiter, Isolatoren
1734 du Fay: Zwei Arten von Ladungen (Glas, Harz)
1747 B. Franklin: 1.) + Ladungen
2.) Erhaltungssatz von Ladungen
3.) F = 0 im Leiter
4.) Blitzableiter

1767 J. Priestly: F oc

¥

1785 Coulomb: Durch Messung: F oc 272
1791 L. Galvani: Beriihrungselektrizitit
1799 A. Volta: Batterie als Stromquelle
1819 Ch. QOersted: Strom erzeugt Magnetfeld
1821-24 A.M. Ampere: 1.) Kréfte zwischen Stromen
2.) Hypothese: Magnetismus ist elektrischen Ursprungs
1826 G.S. Ohm: Ohmsches Gesetz
1830-50 M. Faraday: 1.) Induktionsgesetz
2.) E-,B- Felder

3.) Dia- und Paramagnetismus
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ALLGEMEINE BEZUGE

m>

m;y

» 1 Illustration zum Gravitationsgesetz

1865 J.C. Maxwell: 1.) Endgiiltige Form der Feldgleichungen
2.) elektromagnetische Lichttheorie
1887 H. Hertz: Nachweis der elektromagnetischen Wellen
1895 K.W. Rontgen: Rontgenstrahlen
1895 H.A. Lorentz: Maxwellsche Theorien fiir kondensierte Materie, Elektronentheorie
1905 A. Einstein: 1.) Prinzip ¢ = const
2.) spezielle Relativitatstheorie

1928: Quantenelektrodynamik (QED)

0.2 allgemeine Beziige

Aus der Mechanik ist uns das zweite Newtonsche Gesetz bekannt als
F = P = m#
Dieses liefert jedoch keine Aussage tiber die Natur der Krafte.

Das dritte Newtonsche Gesetz kann fiir die Gravitation wie folgt formuliert werden.

my - mp Ld
F,=-G-——~.—=_F
2 2 Irl 1

Zur Illustration dieser Gleichung siehe auch Abbildung 1.

Gegenstand der Vorlesung ist jedoch die Elektrodynamik. Dies ist die Theorie der elektro-
magnetischen Wechselwirkung.

Betrachten wir zundchst einmal die Hierachie der (bekannten) fundamentalen Krafte. Eine
Aufstellung findet sich in Tabelle 1.

Als Vermittler der elektromagnetischen Wechselwirkung fungieren die elektrischen Ladun-
gen. Betrachen wir nun ndher das Konzept der Ladungen.

N
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Wechselwirkung Vorkommen relative Starke Reichweite

starke Wechselwirkung Kernkrifte, 1-10"! 1-10%m
Elementarteilchen

Elektromagnetische gewoOhnliche Materie 1072 0o

Wechselwirkung

Schwache Elementarteilchen 10> <1-100°m

Wechselwirkung

Gravitation Astronomie 10740 0

» 1 Die vier Grundkrafte.

» 2 Illustration zur Coulomb-Wechselwirkung.

0.2.1 ruhende (Quell) - Ladung

Die Wechselwirkung zwischen zwei Ladungen kann durch das Coulomb-Gesetz beschrieben
werden.

. b i d
Be=f MR L =R f>0 ©1)

Wie man bereits aus der Gleichung herauslesen kann ergeben sich zwei Fille
» q1 - q» > 0: Abstoung
» q1 ' q2 < 0: Anziehung
Der Fall q; - g2 = 0 kann natiirlich auch auftreten ist jedoch etwas trivial.
Eine Tlustration zum Coulomb-Gesetz findet sich in Abbildung 2.

In Gleichung (o0.1) wurde stillschweigend der Vorfaktor f eingefiihrt. Dieser ist eine Propor-
tionalitatsgrofe, die von ihrem MaRsystem abhéngig ist. Im folgenden werden wir immer
das CGS-System verwenden. Daher gilt

[F] = gcms™

woraus folgt

[f - q°] = gem®s™?

Fiir das CGS-System gilt f = 1, und daher [g] = g'/2cm?3/2s71.



ALLGEMEINE BEZUGE

» 3 Skizze einer bewegten Ladung gegeniiber einer anderen, ruhenden Ladung.

0.2.2 bewegte Ladung

Die Kraft, die eine bewegte Ladung auf eine ruhende austibt kann berechnet werden mit

. S
F2<t>:q1-qz< r o, 1 d [r C"”]) (0.2)
ret.

k(H)r? " ck(t) dt K(t)r
In Abbildung 3 ist eine Skizze der betrachteten Konfiguration zu sehen.
In Gleichung (0.2) werden verschiedene Konstanten und Zeichen verwendet:
» c ist die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

» K=1—-=F%-v

o=

» ret. bedeutett' =t — % Man kann t’ also ausdriicken als t' = t'(t).

Die Beschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung durch Krafte ist kompliziert
wegen der oben beschriebenen Retardierung. Das bedeutet die Kraftwirkung breitet sich
mit endlicher Geschwindigkeit aus.

Ein besserer Ansatz in diesem Fall ist eine Beschreibung durch Felder.



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

Das elektromagnetische Feld

In diesem Kapitel werden die empirischen Grundlagen der Maxwellschen Gleichungen, sowie
mathematische Konzepte der Feldbeschreibung vermittelt.

1.1 Lorentzkraft und Superpositionsprinzip

Zu Beginn werden zwei fundamentale Erfahrungssatze aufgegriffen und interpretiert. Der
erste Erfahrungssatz beschreibt die Lorentzkraft, der zweite das Superpositionsprinzip.

1.1.1 Erster Erfahrungssatz

Ladungen in beliebiger Bewegung erzeugen ein elektrisches Feld E und ein magnetisches
Feld B. Eine Testladung g spiirt diese Felder. E und B bestimmen die Bewegung der Testla-
dung gemal der Lorentzkraft:

d d m-v(t)

“r e ey

c

—FLr(0),0) =q [E (r(6),6) + L v(t) x B(r(t>,t>]

Bemerkung: Erinnerung zum Kreuzprodukt.
axb=-bxa axb=c a-b-sinp=c c«=¢xpyaph,

Eine kleine Skizze dazu findet sich in Abbildung 5. -

/m

» 4 Links: Eine Ladungsverteilung der Gesamtladung Q. Rechts: Gleichférmige Bewegung einer
Ladung auf der Trajektorie »(t).

1



LORENTZKRAFT UND SUPERPOSITIONSPRINZIP

» 5 Skizze zum Kreuzprodukt.

1.1.2 Zweiter Erfahrungssatz

Es existieren zwei Ladungsverteilung Q" und Q®. Beide Ladungsverteilungen erzeugen
ein elektrisches und magnetisches Feld, also

QW ~ gV W

Q® ~ gV W
Superponiert man die beiden Ladungsverteilungen, so erhdlt man auch eine Superposition
der Felder.
EV(r,t) + E?(r,t)

(1) U (2) Erfahrung
Qrva BV (r,t) + B? (r,1)

Dieses Phdnomen wird als lineare Superposition oder auch Superpositionsprinzip bezeich-
net.

Zusammenfassung der Feldbeschreibung: Ladungen erzeugen im Raum einen »Erregungs-
zustands, der durch die zwei Vektorfelder E und B an jedem Punkt und zu jeder Zeit be-
schrieben werden kann.

» 6 Die von der Ladungsverteilung Q erzeugten Felder E und B bewirken eine Kraft F, auf eine
Testladung.

Vorraussetzung: Eine Storung der felderzeugenden Ladung durch die Testladung muss ver-
nachldssigbar sein. -

E und B sind auch vorhanden, wenn keine Testladung vorhanden ist, z.B.

E=limF firv=0
a-—

0q



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

[ g1 r

» 7 Eine ruhende Ladung g; bei ; und eine Testladung am Punkt r.

N/

q1>0e

VAR

» 8 Das elektrische Feld einer Testladung.

»| Beispiel Eine felderzeugende, ruhende Ladung g; erzeugt das elektrische Feld

4 (r—ry) I«

Em =P

Man sieht, dass dies proportional ist zu 1/7? fiir  — 0. Da die Ladung ruht ist das Magnet-
feld B = 0. Eine Skizze ist in Abbildung 8 zu sehen.

P Beispiel Das Keplerproblem fiir eine Testladung im elektrischen Feld kann formuliert
werden mit

mi = qE(r) I«

Siehe dazu auch Skizze 7.

Bewegen wir eine Testladung g mit der Geschwindigkeit v durch ein zeitlich konstantes
Magnetfeld B = (0,0, B)7, so gilt fur die Bewegung von g

mi1=%v><B |-v
mv-v=0
d (m 2)_
= dt<2" =0

das bedeutet, dass ein zeitlich Magnetfeld keine Arbeit an der Ladung verrichtet. Weiter-
hin

. B . .
U =wavXxXe,, Wp= % ist die Zyklotronfrequenz



1.2

ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

-

» 9 Eine bewegte Ladung in einem Magnetfeld in z-Richtung beschreibt eine Schraubenlinie. Die
Projektion dieser Schraubenlinie auf die x, y-Ebene ergibt einen Kreis.

X

7

» 10 Fluss eines Vektorfeldes V durch eine durch den Normalenvektor n orientierte Fliche F.

1.2 Elektrischer Fluss, Ladungsverteilung

Es seien gegeben: Eine orientierbare Flache F (d.h. kein Moébiusband) und mit V(#,t) ein
beliebiges Vektorfeld (sihe Abbildung 10).

Der Fluss ® von V durch F ist definiert als
(V) = H V.-ndf
F

Bemerkung: Mit elektrischem Fluss ist nicht elektrischer Strom gemeint. -

dQ ist das Raumwinkelelement unter dem df auf der Einheitskugel S, von g aus gesehen
wird.



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

» 11 Projektion der Flache df auf die Einheitssphdre S, aus der Sicht von Beobachter g, fiir den
Fall, dass g im Volumen V ist.

» 12 Hilfskonstruktion zur Bestimmung des Raumwinkelelements dQ fiir den Fall, dass g im
Volumen V ist.

dQ=M f1"1r0s9sE
r? 2

= 7df(—c2039) firm=9> 2

v 2

df-E=J de-c059=J df%cossl
ov v v s

=J dQq =4mq
S2

Der elektrische Fluss ist unabhédngig von der Position der Quelle.

Es wird nun der Fall betrachtet, dass sich die Ladung g nicht innerhalb des Volumens V
befindet, wie in Abbildung 13 illustriert.

oV = (0V)1 + (0V)»

(0V)a: E-df=EdfcosO9 =qdQ
_ _ IS5 |
= E-df =] qdQ=q- -S|
@)z 5 [S2|

1



1.2 ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

» 13  Hilfskonstruktion zur Bestimmung des Raumwinkelelements dQ fiir den Fall, dass g nicht
im Volumen V ist.

(0V)1: E-dszdfcos;S:—qu
_ _ 1S5
= E-df =-| qdQ=-q- 1Sl
@) S [S2|

= E-df=0

av
Vorraussetzung: Geometrie und Coulombgesetz

J E.-df = 4mmq ,fallsginV
o , falls g nichtin V

Alle Uberlegungen leben davon, dass sich V ohne Selbstiiberschneidung auf S, projizieren
lasst. Siehe dazu auch Abbildung 15.

» 14 ©: Diese Betrage zu [;, E - df heben sich auf.

Bemerkung:

J E-dfzj E-df+J E-dfzj E-df
oV o(Vy) a(Vo) o(Vy)
o e —

=0

da
LE‘df:_J—FE.df

denn (df); = —(df),, da df stets aus dem Volumen hinausweist.

10



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD 1

Fir mehrere Ladungen: Hier gilt das Superpositionsprinzip.

E-df =4 , ~
Lv S TquJ

Jjev

Diese Darstellung ist unabhédngig von der Form von dV. Siehe Abbildung 15.

e 3V ° o

» 15 Die Punkte symbolisieren Punktladungen ¢g; innerhalb eines Volumens V

Dieses Gaufische Gesetz des elektrischen Feldes gilt erfahrungsgemal auch fir zeitabhin-
gige Felder, d.h. fiir beliebig bewegte Ladungen im stationdren V und oV = F. Dies stellt
bereits eine der Maxwellschen Gleichungen dar.

Es sind auch die Félle abgedeckt, dass Ladungen hinein- oder herausflieRen.

Kontinuierliche Ladungsverteilungen:

o(r,t) AV A Ladung in AV

AV
r
» 16 Volumenelement AV mit Ortsvektor r.
Nach Gaub gilt:
J E(r,t)df = 41TJ o(r,t)dVv
oV v
[ )
)
qi(t)
L (t) L)
[ ]

» 17 Ladungsdichte bestehend aus Punktladungen q;.



1.2 ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

Man kann diskrete Punktladungen als singuldre Dichte beschreiben.

o(r,t) = > q;8(r —ri(t))

o(r —ri(t)) =8(x —x:)6(y — yi)6(z — z;)

Statische Ladungen und Superposition

dv

v¥—ri kunt v — rl
e -
Ir ¥l

Er)=>ai——

3
eV |1" i I

» 18 Statische Ladungen in einem Volumen V.

o(r): Raumladungsdichte

o (r): Flachenladungsdichte

E(r) = Ja(r) 1‘| d’r’

n(r): Linienladungsdichte

In das Gaulsche Gesetz (im statischen Fall) ging ein:
» F ~ 1/7? und Zentralkraft
» lineare Superposition

Das gilt auch fir (statische) Gravitationsfelder (¢ 2 Massendichte).

Bemerkung: Das Gaulsche Gesetz legt im Allgemeinen das Feld E nicht fest (auler in ge-
wissen symmetrischen Fallen)

[rar

legt nur die »Quellen« (div E) des Feldes fest, nicht jedoch die »Wirbel« (rot E) -



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

» 19 Strom j durch eine Fliache F.

1.2.1 Elektrischer Strom

Elektrischer Strom ist Ladungstransport. In diesem Zusammenhang ist der Begriff der Strom-
dichte j wichtig. Diese besitzt die folgenden Eigenschaften:
» Stromrichtung: j mit 3'2 =1

B Ladung
~ Zeit x Flache(L j)

> J
Der Strom durch eine Flache F ist gleich der Quotient von Ladung durch F und der Zeit:

Ladung durch F

Flache F =
ache Zeit

Leiter

Ladungstrager v - At

» 20 Ladungen flieRen durch einen Leiter mit der Geschwindigkeit v.

Der Gesamtstrom I, der durch ein endliches Flachenstiick F hindurchtritt, ist wie folgt defi-
niert:

I:Lj-ndf.

v bezeichnet im Folgenden die Teilchenzahldichte geladener Teilchen und g die Ladung des
Teilchen. Betrachtet man nun die Ladung in einem Zeitabschnitt At durch die Querschnitt-
flache F des in Abbildung 20 skizzierten Leiters, gilt:

und j = ov.

va-v-At-F=j-At-F mit j=—
— vl

e

1



ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

Allgemein gilt jedoch:

jrt)=er v (rt).

Dies beschreibt die Dichte des Konvektionsstromes.

Erfahrung Ladung kann weder entstehen noch verschwinden. X

Zu diesem Zweck betrachten wir ein im Raum festes Volumen V durch dessen Oberflache
0V sich Ladungen nach V hinein- oder aus V herausbewegen koénnen (siehe Abbildung 21).

» 21 Ein Volumen V mit orientiertem Rand 0V. Der Rand von V ist dabei raumfest.

Fir die Gesamtladung in V gilt:

Qv = JV o(r,t)dv.

Hierbei gilt das Gesetz der Ladungserhaltung, d.h. Qy (t) dndert sich zeitlich nur durch Ein-
und Ausstromen von Ladungen.

d .
Q) = - LV jromds

J dro(r,t) d3r
\%

Das Minuszeichen rithrt daher, dass das Volumen durch die Oberflache Ladung verliert (also
Minus) oder hinzukommt (dann Plus), also:

Qv<0 wenn j-n>0.

Somit erhalten wir die Kontinuitcitsgleichung in integraler Form:

d .
an(t) = - ij(r, Hndf

Satz der Ladungserhaltung Der durch eine geschlossene Flciche hindurchtretende Gesamt-
strom ist gleich dem zeitlichen Ladungsverlust des von der Fldche umschlossenen Gebiets. X

Paarerzeugung: Qvurhcr =0= Qnachcr =e+ (—e)

e ist hierbei die Elementarladung. Ein Elektron hat die Elementarladung —e. -

14



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

Y

COVIVW

» 22 Paarerzeugung eines Elektron-Positron-Paares aus einem y-Quant ausreichender Energie

Punktladungen: Fir Punktladungen gilt fir die Raumladungsdichte o(7,t) eines festen
Volumens V:

N
o(r,t) = > qid (r —ri(t)).

i=1

r(t)

» 23 Iustration fiir die Raumladungsdichte eines festen Volumen V.

Qr(t) = | Sais r-ri(e)) dr
= Z ai

{ilri(ev}

Fir die Stromdichte folgt:

Jrt) => qui(t)s (r —ri(t))

1.2.2 Diracs Delta-Distribution 6

1) 0(x —x9) =0 = x % X9

f(xo0) ,x0 € (a,b)

b
2.) I S(x)6(x —x0) dx = {0 Xo & (a,b)
a ’ 0 ’

Einen Spezialfall stellt f(x) = 1 dar, denn:

b
J é(x—xo)dx=<|1 %o € (a,b)
a 0 ,x0¢ (a,b)

15
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1.2 ELEKTRISCHER FLUSS, LADUNGSVERTEILUNG

» 24 Skizze der Delta-Distribution

Insbesondere gilt:
Jw O(x —xp)dx =1
0 ist ein stetiges lineares Funktional auf den Raum der Testfunktion (— Distribution)
3.) Regularisierung:
0(x) als Folge gewohnlicher Funktionen, z.b:

— 242
On(x)=me™™*, n- o

» 25 Approximation der Delta-Distribution durch eine Funktionenfolge.

Jw On(x)dx =1
lim Jm F(x)8a(x) dx = £(0)

Weitere Moglichkeiten sind gegeben durch:

1 ¢
- )=hm7+, e—-0
x —ig) =i x?+e?

» O:(x) = %Im(

1 sin(mx)

> Om(x) = = x

% Jm e** dk, m — «
4.) Rechenregeln:
b b
> J f(x)d'(x) dx = f(x)é(x)IZ —J f(x)o(x) dx
_ {—f’(m ,0€ (a,b)

0 , sonst.



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

O(x — x;)

> 800 = 2. 7500

i
xi:  g(x;) = 0ist einfach Nullstelle
5.) wichtige Anwendungen:
» O(r —ro) = 6(x —x0)6(y — ¥0)6(z — z0)
= Jm ﬂeik(r—rg)

e (277)3
[ %eikx(foo)Jm &eiky(y*yo) Jm %eikz(zfzo)
e 2TT e 2TT e 2TT
1
2 _ (A2 L A2 L A2
AP (92 +02 +22) P

= —41d(r —ro)

stationdre Strome Ist die Stromdichte j zeitunabhéngig und fiihrt sie nirgends zu La-
dungsanhdufungen, so handelt es sich um stationdre Strome. Es gilt:

0,j=0 und or0 = 0.

Wenn 0, ¢ = 0 so folgt aus unmittelbarer Konsequenz aus der Kontinuitatsgleichung:

I jr) -ndf =0.

v

Hieraus folgt, dass der Gesamtstrom I durch jeden Querschnitt AF des Vektorfeldes j kon-
stant ist. (Gilt fiir beliebig, geschlossene Oberflachen 0V (60V = 0))

Betrachten wir das in Abbildung 26 abgebildete Kabel, wobei durch die Manteloberflache
kein Strom flieft.

» 26 Geteiltes Kabel, durch welches der Strom j flieRt. Der Mantel ist stromlos.
Fur den Strom durch alle drei Querschnitssflachen F; gilt:
J j-ndf=11+12+13=0
FLUF,UF3

Dies veranschaulicht die 1. Kirchhoffsche Regel, nach der die Summe aller in einen Lei-
terzweig hinein- oder ausflieBenden Stréme verschwindet.

1



1.3 ZIRKULATION EINES VEKTORFELDES, STROM UND MAGNETFELD
1.3 Zirkulation eines Vektorfeldes, Strom und Magnetfeld

Wir betrachten die Flache F in Abbildung 27.

» 27 Der »Kescher« F, dessen Offnung durch oF = C gegeben ist.
C sei hierbei ein geschlossener Weg (0 = 0C = 00C). C ist so orientiert, dass C und die Fla-

chennormale eine Rechtsschraube bilden. Wir betrachten die Zirkulation des Vektorfeldes
V entlang C:

J Vr,t)-dr =Ic(V)
oF

Ic (V) bezeichnet hierbei den Weg.
Das Magnetfeld B wird ausgemessen mittels:
1.) Drehmoment auf (Standard-) Kompass

2.) Lorentzskraft: Ablenkung bewegter Ladungen

» 28 Eine Ladung g wird durch ein Magnetfeld B abgelenkt.

1
F=-—quXxB
v
1.) Oersted, Ampere: Strom erzeugt Magnetfeld

B

F

» 29 Eine stromdurchflossener Leiter erzeugt ein Magnetfeld, das zirkular orientiert ist.

18



DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

allgemein: F, OF stationére Strome:
4 .
T gomar= | Bo)dr -t

c Jr oF
—_—
- 47"#
Das Magnetfeld ist zeitunabhéangig.
2.) weitere Erfahrungen:
» Es gibt keine magnetischen Ladungen (d.h. Monopole?)

» Die B-Feldlinien sind geschlossen:
J B-ndf =0 fiir beliebiges V, 0V geschlossen
av
In Worten:
» B-Feld hat keine Quellen

» (stationdre) Strome erzeugen B-Feldwirbel

Gaufisches Gesetz: E-Feld hat Quellen (Ladungen). Hat E auch Wirbel? -

Ein Vektorfeld ist erst durch seine Quellen und Wirbel festgelegt (spéter).

1.4 Induktionsgesetz

Im folgenden betrachten wir eine Leiterschleife C; die von einem Magnetfeld B durchsetzt
wird und eine im R? glatte Fliche F, auf der sich eine geschlossene Kurve C; (C; = 0F, und
00F; = 0) befindet. Sowohl die Flache F; als auch C; konnen zeitlich verdnderlich sein. Durch
die Leiterschleife flieRt ein Strom I;.

C[ - 5Ff

» 30 Eine Leiterschleife C; erzeugt ein Magnetfeld B, dessen Feldlinien ins Volumen F; hineinrei-
chen.

Fi

Die eingezeichnete (angegebene) Stromrichtung gehort zu einer Abnahme des magnetischen
Flusses.

Beobachtungen: In C; flieBt ein Strom, wenn
1.) C; ruhtund C; bewegt wird
2.) C; bewegt wird und C; in Ruhe ist

19



1.4

INDUKTIONSGESETZ

3.) C; und C; in Ruhe sind und I, (t) variiert -

I wir durch ein elektrisches Feld E® (= L‘:;ff;g) in Leiter C; bewirkt (»elektromotorische
Kraft«).

Aus diesen Erfahrungen ergeben sich zusammenfassend (auch als Faradaysches Induktions-
gesetz bekannt):

1d
- - ©dp=_+94 :
€ =Ty, (E) LFtE dr T FtB ndf

o, (E) bezeichnet hierbei die Ringspannung €. Das Wegintegral:

E(e) dr
OFt

bezeichnet man als die elektromotorische Kraft im Leiter.
& (B)=| B-ndf
Ft

Dies bezeichnet man als den magnetischen Fluss.

Wesentlich fiir € # 0 ist nur die Anderung der magnetischen Flusses, z.B. aufgrund von
Relativbewegungen, B(t) oder Deformation der Schleife C;.

Lenzsche Regel Ein induzierter Strom (hervorgerufen durch E'® ) wirkt der Flussdinderung
entgegen. X

Frage: 1Ist das Induktionsgesetz eine neue Aussage oder ist es aus der Lorentzkraft herleit-
bar? -

zur Beobachtung 1.: Wir betrachten einen Biigel, der iiber eine Leiterschleife gezogen wird
wie in Abbildung 31 zu sehen ist.

K —
B
® ®
n v
q o) —_—
® ®
0(t) L |

» 31 Zur Herleitung der Lorentzkraft: Beweglicher Biigel iiber einer Leiterschleife.
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Auf die beweglichen Ladungen im Buigel wirkt eine Lorentzkraft, die senkrecht zu v
und B steht. Fiir die Ringspannung (die Orientierung fiir die Integration ist gegen den
Uhrzeigersinn):

€=Iﬁi%Kdr
iji(vXB) dr

1 1 . dl
EUBb = szE (1.1)

Es zeigt sich, dass nur der Biigel einen Beitrag liefert. Anderseits gilt fiir den magne-
tischen Fluss (integriert tiber die Flache die von Biigel und Schleife eingeschlossen
wird):

®(B) IEt:B-ndeb{’(t) (1.2)

Aus (1.1) und (1.2) folgt somit fiir die Ringspannung:
1d
€= _—®(B
= cdt (B),
d.h. dieser Aspekt des Induktionsgesetzes folgt aus der Lorentzkraft.

zur Beobachtung 2.: Folgt aus 1. gemaR dem Relativitatsprinzip.

Bemerkung: Bei beliebiger Bewegung ist Cy, i.A. kein Inertialsystem, Betrachtung mo-
mentaner Inertialsysteme. -

zur Beobachtung 3.: Es wirkt eine Kraft auf ruhende Ladungen im zeitlich veranderlichen
B-Feld. Anderseits muss sich jede Kraft auf Ladungen stets in der Form

F:q(E+%UXB)

schreiben lassen, d.h. die allgemeinste Form des Induktionsgesetz lautet:

1 1d
€ = (E+7v><B> dr=--—| B-nd
oF; c cdt Jg f

Ist B zeitabhdngig und der Leiter in Ruhe ist dennoch ein Strom zu messen. Die La-
dung in einem Leiter muss also durch ein E-Feld angetrieben sein. Die Folgerung ist,
dass ein zeitabhédngiges B-Feld mit einem E-Feld verkntipft ist.

Bemerkung: 1.) q geht nicht ein = Zirkulation von E tritt auch auf, wenn kein materi-
eller Leiter entlang 0F; vorhanden ist.

2.) Der Beschreibung liegt ein Inertialsystem X; zugrunde:
» Entlang 0F;, bzw. auf F;:
B(r(t),t), E(r(),t)

1
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MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN

» 32 Das Interialsystem X;

» Geschwindigkeit des Leiterelements dr:
v(r(t),t) -

Fazit: Mit den bisher angegebenen Gesetzen des elektromagnetische Feldes sind fast schon
die Maxwellschen Gleichungen in integraler Form vorhanden. -

1.5 Maxwellsche Gleichungen

Wir haben in den vorhergehenden Abschnitten die folgenden Feldgleichungen in ihrer inte-
gralen Form gewonnen:

J E-dfGaé‘MnJ edVv (1.3)
av %
B-df “&"0 (1.4)
av
1 Faraday 1d
E+7v><B]dr = ——— B-d 1.
JBF[ [ c cdt Jg f (1.5)
Dabei ergibt sich v aus der Beschreibung der Berandung oF;
4 . 1
B-dr=-" J-df+—f QE-df (1.6)
oF; c Jr CJR
Oersted:Ampére Maxwells ;Erganzung

Hierzu wurde lediglich die Lorentzkraft verwendet, welche die mechanische Wirkung elek-
tromagnetischer Felder beschreibt und wie folgt lautet:

K=¢q (E + %v X B)
bzw. die dazugehorige Kraftdichte, auch Lorentzkraftdichte:
k = oE + % jxXB
Die Gleichungen (1.3), (1.4), (1.5) und (1.6) stellen dabei die Maxwellschen Gleichungen in ih-

rer integralen Form dar. Mit der Maxwellschen Ergdnzung (auch Verschiebungsstromdichte
genannt)

1
—0E
cat

N
N
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gelten sie fur beliebige, raumlich und zeitlich variierende Ladungen und Stromdichten. Zu-
sammen mit dem zweiten Newtonschen Axiom F = p und dem Gravitationsgesetz bilden
sie die Grundlage der klassischen Physik. (Es fehlt lediglich noch der Begriff der Entropie).

Bemerkung: Da die Maxwellgleichungen linear sind gehorchen sie dem Superpositionsprin-
zip. -

Die Raumladungsdichte ¢ und die Stromdichte j, die durch die Kontinuitiatsgleichung mit-
einander gekoppelt sind erzeugen E und B; tiber die Lorentzkraft wirken E und B zuriick
auf die Bewegungen der Ladungen. Dieses Prinzip bezeichnet schlieBlich die elektromagne-
tische Wechselwirkung. Dariiber hinaus stellen die Maxwellschen Gleichungen eine einheitli-
che Feldtheorie der Materie dar.

©B ®

» 33 Plattenkonsensator. Links eingebaut im Stromkreis, rechts im Querschnitt mit charakteris-
tischen GrofRen.

Motivation und Interpretation der Maxwellschen Erginzung: Das Schliefen des Schal-
ters fiihrt zu einem Entladungsstrom I(t), der wiederum ein Magnetfeld induziert. Nach
Oersted und Ampeére wird dies wie folgt beschrieben:
4T 4T
B-dr=—J j-df = —1I
oF c Jr j-df c
=21 Br
Betrachten wir den Querschnitt eines Plattenkondensators, so lassen sich wie in der Abbil-
dung gezeigt zwei Flachen definieren (die Flache F’ und die Flache F"). Die Beschreibung
hier erfolgt analog zu oben:
B.d,/:ﬂj j.dfzﬂl

aF c Jp c

Bei Betrachtung der Fldache F” liegt das gleiche Magnetfeld vor, dennoch ergibt sich:

B-dr=4—"J jodf=0 *)
c Jpr

OF"

_
ohne Maxwellsche Erganzung

Das heilt, dass Gleichung (*) nicht berticksichtigt, was sich zwischen den Kondensator-
platten abspielt; namlich ein zeitlich verdanderliches E-Feld wiahrend der Entladung. Denn
wiéhrend der Entladung werden Oberflachenladungen abgebaut, was dazu fiihrt, dass |E(t)]
minimal wird.

1



1.5 MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN
Maxwells Hypothese ﬁatE erzeugt wie j eine magnetische Zirkulation. X

Wiederholung: Die Maxwellgleichungen in ihrer integralen Form lauten:

I Edf:47TJ odv (1.7)
av 1%
J Bdf =0 (1.8)
av
1 1d
aF[E+EUXBdT——EE F[Bdf (1.9)
4T |
Bdr=—| j+—-0Edf (1.10)
oF; c Jr C

Randbedingungen Wir betrachten den Ubergang an einer Grenzschicht in der ein La-
dungsfluss ist.

Eq, B

» 34 Grenzschicht zwischen zwei verschiedenen Feldern. Eine Leiterschleife und ein Zylinder
wurden eingefiigt, um die Eigenschaften des Ubergangs zu untersuchen.

Im Folgenden betrachten wir das Volumen eines Zylinders (siehe Abbildung 34) mit der
Deckelflache Fp, der durch die Grenzschicht reicht. Wir werden den Fall untersuchen, wenn
der Zylinder zusammengedriickt wird, wobei wir aber beachten, das g einen §-artigen Kern
hat. Unter Verwendung von (1.7) und (1.8) folgt:

J E-df=4’ITJ o d®r

ov 14

Das Zusammendriicken des Zylinders fiihrt die rechte Seite auf das Ergebniss:
=4mtoFp

fiir die linke Seite folgt dementsprechend:

(E2 — Ey) - nFp = 4mmoFp.
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Hierbei wurde beachtet, dass des Zylinders so klein gewdlt wurde, dass E; und E, konstant
anzunehmen sind.

Somit erhalten wir fiir die Normalkomponente des elektrischen Feldes folgende Randbedin-
gung:

= |(E2-E) -np=4no

Durch analoges vorgehen erhalten wir fiir das magnetischen Feld:
0= LVB -df = (B2 — By) - npFp

Somit ergibt sich fir die Normalkomponente des magnetischen Feldes:

= |(B-B) nuFp =0

Diese beiden Gleichungen machen also eine Aussage tiber die Normalkomponenten.

Nun betrachten wir eine Leiterschleife wie sie in Abbildung 34 zu sehen ist (mit der Lange
AP). Aus (1.9) folgt (und, dass B ohne §-Singularitit):

1d )
LE-drffzaLB-dfao fir |F| -0

Fiir die linke Seite folgt unter der Annhame, dass Af so klein gewihlt wurde, dass der
Integrand Konstant ist:

JE-dr=(t><n)-(E2—E1)A€
c

=t -(np x(E,—E))

t sei beliebig innerhalb der Grenzschicht (Drehen der Leiterschleife um n;, = beliebiges t
erreichbar). Somit erhalten wir folgende Randbedingung fiir die Tangentialkomponente des
elektrischen Feldes:

‘ np X (E; —E)) =0 ‘ Stetigkeit der Tangentialkomponente

Aus (1.10) folgt somit:

fB-dr:i"fj-dHlJ QE-df
Cc c Jr C JF

-0 fur |[F|—-0
Somit bleibt:
4T .
J B-dr = —J Jj-dr
c c Jr
—_— N e
—t-(n12x(B2-By)) 3 TN

Somit erhalten wir die Stetigkeit der Tangentialkomponente des magnetischen Feldes, falls
keine Oberflaichenstromungen vorliegen:

41
n;; X (B, —By) = Tk

N
w

1
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MAXWELLSCHE GLEICHUNGEN

1.5.1 Maxwells Ergianzung (Verschiebungsstrom)

Um Maxwells Ergcdinzungsterm ndher untersuchen zu kénnen, betrachten wir ein Kondensa-
torplatte (positiv geladen) mit einer Flachenladungsdichte o = Q/F, der Flache F und dem
Strom [ fiir den gilt:

_Q
ot’
=
——
>0

I=

in Abbildung 35.

» 35 Eine Kondensatorplatte mit der Fliche F und der Oberflachenladungsdichte o = Q/F.

Wir wissen, dass das elektrische Feld in einem Metall gleich null ist, daraus folgt, dass
aufgrund der Stetigkeit der Tangentialkomponente auch diese null ist:

(E)tang. =0.

Das elektrische Feld E steht senkrecht auf der Metalloberflache (Kondensatorplatte), es ist
also kollinear zum Normalenvektor n. Im Zuge unserer vorherigen Randwertuntersuchung
an einer Grenzschicht bedeutet, dass wenn n aus dem Metall zeigt, E; = 0 ist, wir erhalten
also:

E=n-E,=4mo oc>0 = E|n
o >0 = E antiparallel zu n.

Betrachten wir nun die zeitliche Ableitung von E:

OF

atE =Nn- E
=41Tn§
_4rnloQ

= 41TnF 3t

—1
= 4Tn—
nF
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Fir die Integration liber diese Maxwellsche Ergdanzung gilt:
=>1J atE-df=4—"I=4—"J j-df (1.11)
C Jrr C C F

Hierbei wurde beachtet, dass die Flaichennormale von F” (bei df) antiparallel zu n ist. Ein
Konstanter Beitrag wirkt nur auf F C F”. j wird hierbei als stationar betrachtet. Mit (1.10)
und mit 6, E = 0 auf F; = F’ gilt weiter:

= B-dr.
oF’

Flr die linke Seite von (1.11) gilt:
lj atE-df(g)J B-dr
c Jrr oF"

Unter anderem wurde hierbei berticksichtigt, dass j = 0 auf F” gilt.

Bemerkung: Maxwells Erganzungsterm beschreibt also, dass jedes zeitabhdngige E-Feld im
Allgemeinem mit einem B-Feld verkniipft ist. -

1.6 Feldgleichungen in differentieller Form

Mehr zu Differentialoperatoren und deren Darstellungen findet man auch in [1, (A-3) S.
107].

1.6.1 Gradient, V- Operator

Sei ein skalares Feld ¢(r) gegeben. Die Orte an denen ¢ (v) = const, bzw. ¢p(x,y,z) =
const gilt, definieren eine Flache. Entlang einer Kurve C gilt es eine Parametrisierung dieser
einzufiihren, was mathematisch wie folgt zum Ausdruck gebracht wird:

ble = pr(s)) = ¢ (x(s),¥(s),2(s)).

Dabei ist der Tangentenvektor durch d%r(s) gegeben. Betrachten wir die Anderung von ¢
entlang der Kurve C, so ergibt sich diese aus:

d
A Pr() -As =409
beziehungsweise:

dz

CdS

¢

Qe 3| dx 09
E‘l’(”“))—ax‘ "

dy 29
cds 0y

c ds 0z

d
-V L=
P(r(s)) dsr(S)
Daraus ergibt sich auch die koordinatenunabhéngige Definition des Gradienten, gemal:

d¢p = (V) -dr = (grad ¢p) - dr

N
~

1
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FELDGLEICHUNGEN IN DIFFERENTIELLER FORM

Der dabei verwendete Nabla-Operator (V) ist (fiir Physiker) sowohl ein Vektor als auch ein
Differentialoperator. In kartesischen Koordinaten ausgeschrieben lautet er:

V = ex0x +e,0, +e.0;

Der Gradient selbst ist eine Abbildung vom Funktionenraum in den R3, das heift
grad : skalares Feld — Vektorfeld.

Ein Spezialfall ergibt sich, wenn eine Kurve C in der Fldche mit ¢»(#) = const liegt. Dann gilt
namlich:

do(r(s)) d
g = 0= (Vo)) - 7).

Tangentenvektor anC

Das wiederum bedeutet, dass V¢ orthogonal zum Tangentenvektor an C ist, woraus folgt,
dass % die Flaichennormale zur Flache ¢ (r) = const im Punkt # ist. Mit anderen Wor-
ten heilt das: Der Gradient steht stets senkrecht auf der Niveauflache. Die geometrische

Bedeutung des Gradienten liefert Abbildung 36:

» 36 Illustration des Gradienten. Der Gradient in blau steht stets senkrecht auf der grauen Ni-
veauflache.

Der Gradient gibt namlich durch seine Richtung die Richtung des steilsten Anstiegs der
Funktion ¢ (#) und durch seinen Betrag die Starke dieses Anstieges an.

Eingedenk der koordinatenunabhangigen Definition des Gradienten ldsst sich ein wichtiger
Satz folgern:

51 $(s1)

Ve - dr — j 49 = b(s1) = bls0).

C:so b (s0

Das bedeutet, dass das Kurvenintegral lediglich vom Anfangs- und Endpunkt abhangt,
nicht jedoch vom Weg der dazwischen liegt. In Zylinderkoordinaten lautet der Gradient
wie folgt:

0 1 0 0
ve= (8% tery o a‘)
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So

» 37 Das Kurvenintegral hiangt lediglich von Anfangs- und Endpunkt ab.

1.6.2 Quellstirke (Divergenz), GauRscher Satz
Die Divergenz ist eine Abbildung, die einem Vektorfeld ein skalares Feld zuordnet, das
heilt:
div: A(r) — divA(r).
Dieser Sachverhalt schreibt sich in kartesischen Koordinaten

divA(r) = %AX + %Ay + %AZ

und in Zylinderkoordinaten

. 10 10 0
divA(r) = E% (QAQ) + E%Aq) + E

Dartiber hinaus gibt es, wie auch beim Gradient, eine koordinatenfreie Definition von div A:
1
avasym [ [ a-ar].
v A‘l/ﬂO AV 0AV f

AN w7

A;.

AV

r

/ N\

» 38 Illustration zur Divergenz.

Mit dieser Definition wird der Gaufsche Satz eingangiger. Dieser lautet:
GauBscher Satz
J A-df = J divAdV.
oV \%

BEWEISIDEE Da die Grundflachen der Kuben sich innerhalb des Volumens V im Oberfla-
chenintegral gegenseitig aufheben bleiben nur noch die Flachen aufen am Rand oV tbrig.m

1
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n

2

ov

» 39 Zum Beweis des Gaufischen Satzes.

Anwendungen des GauBschen Satzes Zum Einen lassen sich das GauBsche- und Gilbert-
sche- Gesetz, also die ersten beiden Feldgleichungen in ihrer integralen Form, in ihre diffe-
rentielle Form tiberfiihren, denn:

4nJ ng:J E-df=J divEdV
1% A% \a

= divE =41

J B-df:O:J divBdV

oV 1%

— divB = 0.

Zum Anderen lasst sich die Kontinuitatsgleichung von ihrer integralen Form auf ihre diffe-
rentielle Form tberfithren:

[aeav=—] j-ar

1% oV

— J athV:fj divjdv
1% 1%

= atQ+diVj=0

Damit haben wir eine interessante Aussage gewonnen. Denn die Kontinuitdtsgleichung in
ihrer integralen Form ist global giiltig. Durch Anwenden des Gaulschen Satzes und Umwan-
deln in ihre differentielle Form zeigt sich auch ihre punktweise Giiltigkeit. Diese Argumen-
tation lasst sich jedoch auch umdrehen. Durch Integrieren der erhaltenen Differentialglei-
chung kommen wir wieder auf die integrale Form und erhalten damit aus der punktweisen
Gultigkeit die globale Giiltigkeit der Gleichung.

1.6.3 Wirbelstiarke (Rotation), Stokesscher Satz

Die Rotation ist eine Abbildung von einem Vektorfeld auf ein Vektorfeld, d.h.

rot: A(r) — rotA(r).
Die Rotation ist in kartesischen Koordinaten iiber

rotA(r) = VX A(r) = (0yA; — 0;A,) ex + (0:Ax — 0xA;) ey + (0xA, — 0,A ) e,
bzw. mit dem Levi-Civita-Symbol:

(rot A)x = Expy0pAy

30
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und in Zylinderkoordinaten iiber
1 1 1
rotA = an)Az —0;Ap | ep + (0:4, — 0,Az) e + EBQ(QAC,,) - EBC,)AQ e,
definiert. Auch hier gibt es wieder eine koordinatenfreie Definition:

1
n-rotA(r ==1'm—J A(r) -dr.
(r) =1l AF Joar (r)

Tc(A)

OF

» 40 Illustration zur Rotation.

Damit wird der Stokessche Satz griffiger.

Stokesscher Satz

JrotA-df:J A-dr
F oF

» 41 Zum Beweis des Stokesschen Satzes.

BEWEISIDEE Im Inneren der Flache F heben sich paarweise immer die nebeneinander lie-
genden Linien des »Netzes« auf (bzw. die Linienintegrale heben sich auf). Betrachten wir
dies kontinuierlich bis zum Rand 0F so bleiben zu Letzt nur noch die Linienintegrale am
Rand erhalten. [ ]
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Sei F = 0V, das heilkt 0F = 00V = 0, also F ist geschlossen; dann gilt:
J (VXA)-df =0.
F=3V

Die Flache F darf bei fester Raumkurve 0F im Definitionsbereich von rot A beliebig defor-
miert werden. Wenn wir darauf den Gaulschen Satz anwenden, dann folgt:

0= J (rotA) -df = J div (rotA) dV
F=0V |
= divrot=0
Das heilt, das Wirbel quellenfrei sind.

Sei weiterhin A = V¢, dann folgt mit dem Stokesschen Satz:
L rot (grad ¢) - df = LF (grad¢p) -dr =0
da OF eine geschlossene Kurve ist, d.h. 00F = 0
= rotgrad =0,

was wiederum bedeutet, dass Gradientenfelder wirbelfrei sind.

Xy &

» 42 Die Rinder dieser Gebiete sind nicht einfach zusammenhéangend.

Bemerkung: Es gilt stets zu beachten, dass sich Rander von Flachen stets aus mehreren
Stiicken zusammensetzen konnen. Man spricht in solchen Féllen von nicht einfach zusam-
menhcngenden Mannigfaltigkeiten.

Wichtige Lemmata (L1) In einem einfach zusammenhdngenden Gebiet gilt:
10tA=0 < J¢p(r):A=grado

Dabei ist das skalare Feld ¢ (r) eindeutig bis auf eine Konstante. Das Vektorpotential A
besitzt dann eine sogenannte Eichfreiheit.

» 43 Links: Einfach zusammenhdngendes Gebiet. Rechts: Zweifach zusammenhédngendes Gebiet.
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DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD
(L2) div¥V =0 < JA:V =rotA

Das Vektorfeld V ist dabei »eindeutig« bis auf V ¢. X

Als einfach zusammenhdngendes Gebiet wird jede geschlossene Kurve im Gebiet g bezeich-
net, die folgende Eigenschaft hat:

g :C — Punkt € g.

Das heiRt die Kurve C kann stetig auf einen einzigen Punkt, der wiederum im Gebiet g
liegt zusammengezogen werden. Als zweifach zusammenhcdngend, bezeichnet man ein Loch
(oder auch einen Punkt), wo A nicht definiert ist. Dort kann rot A = 0 in g sein, zugleich
aber

IA-driO
C

sein.

Anwendungen des Stokesschen Satzes Der Stokessche Satz kann, wie auch schon der
GauBsche Satz, dazu verwendet werden die Maxwellgleichungen von ihrer integralen Form
auf ihre differentielle Form zu bringen.

Betrachten wir zunachst das Oerstedtsche., bzw. Ampersche- Gesetz mit der zugehoérigen
Maxwellschen Ergdanzung:

J (4—7Tj+latE)-df=J B-dr=JrotB-df
F C C oF F

= rotB = 4—1Tj+ latE
o o

Dartiber hinaus konnen wir das Induktionsgesetz umformen. Dazu betrachten wir zunachst
eine ruhende, feste Schleife C = 0F, das heift v = 0 im Induktionsgesetz.

1d

1
= o Boar- 7ELatB-dff LFE-drf LrotE-df

1
= rotE = —EatB

1
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Nebenrechnung:

d
I = EL/4<1~,t) df

1
Io=lim 2 L AL +7) -df - L A(L) - df]
1
= lTlfrg; _LHTA(t +T1)-df — Lt Alt+71)-df + Lt (A(t+T1) — A(t)) -df}
TOtA(t)+0(T2)
= 1iml I [A(t) + TOA(H)] - df — J [A(t) + TOA(E)] - df + o(‘rz)}
=0T | JF Fr
1
~lim L A - df — L A ASf + T (L QA -df - L QA - df)]
o(r)
0(12)

1
Io=lim < UFM At - df — L{ A(t) - df] + Lt QA(L) - df

aFl+T

Frorn(t+7T) Volumenelement

dVv = tv, - df

Mantelflichenelement
dfy =dr xv,T

(Orientierung nach aulien)

» 44 Zur Herleitung der differentiellen Maxwell-Gleichungen.

Dabei sind folgende Relationen zu beachten

dv=71-v,-df
A(t)-dfy =A) - (drxv,) T
=T (v X A(t)) - dr

Betrachtet man nun das Volumen 6V und wendet den Satz von GauR an, so ergibt sich

J divA(t)dV = J A(t) -df
sV sV
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Dabei bezieht sich das Oberflachenintegral auf die beiden Deckel, sowie der Mantelflaiche M
des Volumens.

I A(t) -df = J A(t) -n(t+‘r)df7'[ A(t) -n(t)derI A(t) -dfy (1.12)
% Fi+1 — Ft M

df von Frir

Der negative Term ist dabei der Orientierung von n geschuldet, da dieser Normalen-Vektor
laut dem Satz von Gaul aus der Flache hinaus zeigen muss. Man kann sich leicht tiberlegen,
dass

A(t) -df = L (divA) T - v, df

ooV

damit ldsst sich (1.12) umformen zu

A(t)-n(t+'r)df—J A(t)-n(t)df=J (diVA)T-vtdf—J A(t) - df,
—_— Ft Ft M

df von Frir

Fryt

—_—
=T Jor, (Ve XA(1))-dr

Flr unseren Integranden ergibt dies
I = J [0:A(t) + divA(t) - v,] - df — J (v X A(t)) - dr
F OF;

Satz von Stokes angewandt auf den letzten Term ergibt

EI A(r,t) -df = J [0;A(t) + divA(t) - v, —TOot (U X A(L))] - df
dt Jr, Fr

Bemerkung:

[(V-A) v -V X(UXA)]y=VaOpAg — EapyOp [EyuvVuAy]
= VaOpAp — ExpyEyuv Op (VAY)
—_—
Saudpy—0x,vOpu
Va0pAg — 0p (VaAp) + 0 (VpA4)
= Va0pAp — U (0pAp) — (0pva) + (0pVp) Ax + Vg (0pAx)
=[-(A-VYUV+A(V-v)+ v -V)A]l,

Fir den Integranden bedeutet dies:

= A+ (V- A)v-VX(WxA) =0 +v-V)A+A(V-v)-(A-V)v

= %A(r(t),t) +A(V-v)-(A-V)v

Mittels des &-Tensors konnte der Integrand auf eine handlichere Form gebracht werden. -

35

1



1.6 FELDGLEICHUNGEN IN DIFFERENTIELLER FORM

Ab jetzt gilt A = B mit div B = 0. Damit lautet das Induktionsgesetz wie folgt

1 1d
E+-vxB|-dr=--—| B-d
LF[[ Cv ] r c dt Jg f

Nun wenden wir noch einmal den Satz von Stokes an

1 1
Lt [rotE+ Erot(va)] -df = _ELt [0;B—rot(v X B)]-df

Und damit

rotE = —lBtB
c

Damit ergibt sich fiir die Maxwellgleichungen in differentieller Form:

divE =410 (Coulombgesetz)
divB=0 (Gilbert)
rotE = — 1 0B (Faraday)
c
rotB = 4Tnj + %atE (Amperesches Gesetz)

Dabei ist die Lorentzkraftdichte definiert als

k=gE+%j><B

Betrachten wir nun ein paar Eigenschaften der Maxwellgleichungen. Dazu wenden wir div
auf das Amperesche Gesetz an und erhalten

4 .1 .
divrotB = an divj + =0, divE
—_— C C
=0 —_—
:4%12%9
= divj+9d0=0
Die Konitnuitdtsgleichung ist also durch den Maxwellschen Verschiebungsstrom %BtE in
den Maxwell Gleichungen manifestiert.

Wir betrachten nun die Konsistenz der Maxwell Gleichungen.
4. 1 .
rotB = —"J+—at5 |div
c c

divrotB = am divj + 1at divE
— c

0= %Bt (divE — 41T0) (1.13)
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DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

» 45 Gleichféormige Bewegung einer Ladung auf der Trajektorie #(t).

Diese Gleichung ist erfiillt, falls
divE = 410 + h(r)

Was stark an das Coloumb Gesetz erinnert, jedoch muss nun noch der Term h(r) weg dis-
kutiert werden. Dies ist aber nicht sehr schwer, wenn wir bedenken dass (1.13) fiir alle Zeiten
t gelten muss, so wird h(r) = 0 festgelegt, wenn das Coloumbgesetz fiir ein bestimmtes
t = t, erfillt ist, d.h. wiederum auch, das dass Coloumbgesetz fur alle Zeiten t gilt. Analoges
Vorgehen liefert die Kontinuitat der Faraday Gleichung.

1
rotE = 73{3 |div

divrotE = —% divB
=0
= divB = h(r)

Auch hier gilt: Ist die Gleichung fir ein bestimmtes t = t, erfillt, so wird h(#) zu 0 und
damit ist gezeigt, dass diese Maxwellsche Gleichung (Gilbert) fir alle Zeiten t gilt.

Nun widmen wir uns dem Thema der magnetischen Quellen, diese gelten bisher als nicht
Existent, waren jedoch magnetische Monopole vorhanden, so miisste man die Maxwell Glei-
chungen wie folgt anpassen:

divB = 410,
41T

rotE = —latB— —
c c

m

Diese beiden Gleichungen wiirden zudem zur Folge haben, dass

lejm + BtQm =0

1.7 Energie- und Impulsbildung im elektromagnetischen Feld

Geladene Teilchen kénnen Energie und Impuls mit elektromagnetischen Feld austauschen:

k= %P Impulszunahme des Teilchens
k-v= iW Energiezunahme

w
~N
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1.7 ENERGIE- UND IMPULSBILDUNG IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

mit:

P2

2m

Die Impuls und Energiezunahme sind Folgen der Feldenergie und des Feldimpulses.

W = Exn =

1.7.1 Energiebilanz

k-v:q[EJr%va]-v:q-E-v:J j-EdV:I 0t Wieech AV
\4 \4

Energietransfer

= 0t Wmeen (7, t) = j(r,t) - E(r,t) = Zeit und Volumen

Im folgenden werden wir nun die Stromdichte durch die Maxwell Gleichungen ausdriicken

c 1
j = —rotB— —0E
J ro 47Tt

4T
i E—=-SFE.(VxB) - -—E-0E
I E = 41T t
Nebenrechnung:
div(E x B) = V - (E x B) = d3&sy5E,Bs

€pys (0pEy) Bs + €pysEy (0pBs)
= BgEBygalgEy + Ey EBys 3535
—

~EyBs
=B-rotE—E -rotB
= E -rotB=B-rotE —div(E X B)

Damit wird

. c . 1 >
E-j= pp [B-rotE—dlv(ExB)] - SnatE
-1oB
<

- 7dlv(41‘r

1
E X B) — 0 [87”_ (EZ JrBZ)] = athech

Dabei wird die elektromagnetische Feldenergiedichte beschrieben durch den Term

UFeld = SLTI' (EZ + BZ>

Der Poyntingvektor lautet

C

S=4Tl'

ExB

und wird auch als Energiestromdichte bezeichnet.

Der Energiesatz der Feld-Teilchen Systeme wird damit definiert durch

_atchld = atI/Vmcch +divSs




DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

Wiederholung: Die Maxwellgleichungen in differentieller Form lauten:
. 1
divE = 41T rotE = —EatB
divB = 0 rotB=-Ti log
c c

Der Energieerhaltungssatz der Elektrodynamik in differentialer Form lautet:

_atchld = at Wineeh + divS
in integraler Form lautet er:

d d
-< JVuFeld =g va“thvaS Ldf.

-

I Iy I3

Hierbei entspricht Integral I; der Abnahme der Feldenergie im Volumen V pro Zeit, Inte-
gral I, der Zunahme der mechanischen Energie im Volumen V pro Zeit und Integral I3 der
ausstromenden Feldenergie pro Zeit. -

Exkurs: realer Leiter, Ohmsches Gesetz

Im folgenden betrachten wir einen Leiter der Linge £ durch den ein stationérer Strom I
flieRt:

E = const
e —— F
( — stationdr
N
Py : ¢, ¢ P, : ¢

» 46 Ein realer Leiter mit der Querschnittsfliche F, durch den ein stationarer Strom flieRt.

Im Leiter gilt:

0io=0 = divj=0 d.h. stationar
0,B=0 = rotE=0
= E=-V¢

Hierbei ist das Minuszeichen vor dem Gradient Konvention und ¢ bezeichnet das Potential.
An den beiden Enden des Leiters liegt ein unterschiedliches Potential vor, die Potentialdif-
ferenz bezeichnet man allgemein hin als Spannung U. Es gilt also:

P P
E-dr=—J (V) -dr =1 — 2
Py Py [ —

—_— =U
—E-l

1



1.7 ENERGIE- UND IMPULSBILDUNG IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

Experimente zeigen schlieRlich, das folgendes fiir die Stromdichte j gilt:
j =0E (le = O-D(ﬁEﬁ)

o wird auch als Leitfahigkeit bezeichnet und ist allgemein hin ein Tensor. Damit gilt wei-
ter:

Jj-df=I=UJE-df
F F
0 E-D =T (- o)

Damit folgt das Ohmsche Gesetz:

_ {
¢1—p2=U=1R1» , Rpp= oF
Bemerkung: o < oo aufgrund der StoRe der Elektronen mit thermischen Metallgitterschwin-
gungen (Phononen) und Gitterdefekte. -
j -E=0F? (= (TM;E@(E/;)
£ (U\?

= ot = 75 (7)

B

T R(F-O)=V

Somit ergibt sich:

Dies bezeichnet auch die pro Zeit und Volumen erzeugte joulsche Warme (dissipative me-
chanische Energie)
W =0Wneen - V-At =U -1 - At.

Frage: Wie kommt im Feldbild die elektrische Energie zum Verbraucher? -

Der Einfachheit halber als Supraleiter angenommen:
» kein Spannungsabfall langs des Leiters
» Leiter (1) auf Potential (1) und Leiter (2) auf Potential (2)

» E verlauft senkrecht von (1) nach (2)

Realer Leiter: E hat auch eine Komponente in Richtung von I, um den Strom aufrecht zu
erhalten.

s, zeigt zu Leiter hin, d.h. die joulsche Warme erfolgt durch Zufluss aus der Feldenergie
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DAS ELEKTROMAGNETISCHE FELD

A ¢ Wmech

» 47 Der Einfachheit halber wird der Aufbau als Supraleiter angenommen, d.h. es findet kein
Spannungabfall entlang des Leiters statt.

S|

> 48 s, zeigt zum Leiter und s zeigt zum Verbraucher.

9,J

» 49 Innerhalb des Volumen V befinden sich Ladungen mit der Ladungsdichte ¢ und der Strom-
dichte j. Auf diese wirken die externen Felder E und B ein.

41
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ENERGIE- UND IMPULSBILDUNG IM ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

1.7.2 Impulsbilanz

Wir betrachten das Volumen V aus Abbildung 49.

Die Gesamtkraft auf ¢, jin V:

d
JVKdV = Epmcch
Somit gilt fur K:
1.
K = oFE + EJ X B
mit ¢ = =VEund j = 5V x B— -0,E gilt:
1

1 1
—41TE(V-E)+E(VXB)><B—R(&E)XB

mit (6,E) Xx B=0;(E X B) — E X 0;Bund 0B = —¢cV x E folgt:

1 1 1 1
—EE-(V-E)—EBX(VXB)—4_’Tcat(E><B)—EE><(V><E)
1 1 1
1 1
_EBX<VXB)_41TCat(EXB)
Nebenrechnung:

E[X(V . E) - [E X (V X E)]a = EaaﬁEﬁ — s[,(,gyE,gswva,,Ev
= Ex0pEg — €apy&yuvEpduEy
= ExOpEg — [8auOpv — OovOpyu]| EgOuEy
= EaaﬁEﬁ — E,galeﬁ + EﬁaﬁElx
1
= 0p (EIXEB) - Eazx (EBEB)

= 0g [E[XE,g - %60(,3152]

Somit lasst sich die Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes definieren:

1 1
Prea = - EXB=75S$

Der Maxwellsche Spannungstensor ist hierbei wie folgt definiert:

1
Tap = 77 (EaBp + BaBg) = Sapttraa = Tpa
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Es zeigt sich, dass der Tensor symmetrisch ist. Somit folgt:
d d ‘
E (Pmech)(x = JV aﬁj'[xﬁ dv — a JV Pg(dd dv

mit Prea = [i; Prag dV folgt:

% (Pmech 4 pFeid) — J T op AV “2F J Tapnp Af
\%4 oV

P&Ot

Der Term:
Tuﬁ = (711)0(

entspricht der Kraft pro Flache in x-Richtung auf ein Oberflachenelement mit Normalen
n.

Die Drehimpulsdichte €r.q des elektromagnetischen Feldes ist wie folgt definiert:

Lreid = ¥ X Prea-
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STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN ‘

Statische Felder und elektromagneti-
sche Wellen

2.1 Elektro- und Magnetostatik

Im Falle statischer Felder gilt:
0e=0: o=0(r)
j=0: j=jr
Das heiBt wir beschéftigen uns in diesem Kapitel mit vorgegebenen Verteilungen, was wie-

derum bedeutet, dass wir Riickwirkungen auf Ladungen und Stréme vernachldssigen wer-
den.

Wir fordern, dass o(#) , j(r) = 0 ist auRerhalb hinreichend groRer Kugeln vom Radius R.
Da wir statische Felder betrachten wollen, suchen wir auch die statischen Losungen der
Maxwellgleichungen:

%E=0: E=E®)
0:B=0": B = B(r).

Die Maxwellgleichungen fiir den Fall statischer Wellen lauten wie folgt:

Elektrostatik Magnetostatik

divE = 410 divB =0
rotE =0 rotB=j

Es féllt auf, dass die Maxwellgleichungen fiir E und B nun nicht mehr gekoppelt sind. Die
Kopplung zwischen den jeweiligen Feldern tritt also erst durch die Zeitabhdngigkeit in Kraft.
Es folgt auBerdem, dass div j = 0. Dies ist allerdings mit der Kontinuitatsgleichung verein-
bar, da 0,0 = 0 ist.

Aufgabe (fiir R3): Gesucht sind Vektorfelder E/B, deren Quellen/Wirbel gegeben sind und
deren Wirbel/Quellen verschwinden.

Hierfiir fordern wir als Randbedingungen, dass die Felder fiir » — oo mindestens wie 72
verschwinden sollen. Diese Forderung gewdhrleistet, dass die dazugehorigen Potentiale wie
r~! abfallen, da ja die Felder, Gradientenfelder eines Potentials sind. Wiirden wir hingegen
fordern, dass das Feld nur mit ! verschwinden wiirde, so wiirde das zugehorige Potential
wie log(7) laufen, was im Unendlichen nicht verschwindet. -
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2.1

ELEKTRO- UND MAGNETOSTATIK

Fundamentalsatz der Vektoranalysis Im R? gilt:

Fir) = divF(r) = Q(r) Quellen
| rotF(r) = W(r) mit divw =0 Wirbel

Ein Vektorfeld sei durch seine Quellen Q () und seine Wirbel W (v) eindeutig bestimmt, wenn
» F(r) = (9(7%) fiirv — oo

» Q(r), W(r) im ganzen R® bekannt sind und im Unendlichen hinreichend schnell abfal-
len (z.B. auflerhalb einer Kugel mit Radius R < )

BEWEIS Hier soll nur die Eindeutigkeit bewiesen werden, die Existenz folgt spéter durch
Konstruktion. Wir nehmen an:

A F,, F, mit gleichen Quellen und Wirbeln; F, — F, = U # 0, U = (9(%2) fiir v — oo.
divF; =Q ,i=1,2

rotF; =W ,diviw =0

Daraus folgt, dass divU = 0 und rot U = 0 ist. U ist also wirbelfrei und lasst sich somit als
ein Gradientenfeld schreiben U = V. Dabei ist (¥ — o) = (9(%). Daraus wiederum folgt
direkt:

Vi =0,
also die Laplace-Gleichung. Die Losungen davon sind die harmonischen Funktionen.

J (Vw)de=J [V (wvy) -y v2yp]av
v v ‘f‘zo
Ga:ufﬁj yn-vydf -0
oV ———

o)
_—
()
dabei ist R der Radius des Volumens V
= J (Vy)?av =J U?dv =0
R3 R3
= U=0

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Annahme, dass F; — F, = U # 0. Damit ist die Eindeu-
tigkeit bewiesen. ™

Zuscitzliches Resultat: Die harmonischen Funktionen y (#) mit V2 = 0 (im ganzen R3) und
Y —o00)=0(1/r)sind: gy =0 -
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STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN
2.1.1 Elektrostatik im R?

Wie oben bereits beschrieben gilt im Falle der Elektrostatik:

rotE =0
divE = 41ro.

Das elektrische Feld E ist hier also wirbelfrei, weswegen ein Potential ¢ existiert und E sich
als Gradientenfeld E = —V ¢ schreiben ldsst. Damit folgt insbesondere auch:

-V -V =-Vip =4mp
= V¢ = —4mp,

mit ¢p(r — o) = 1/r — die sogenannte Poisson-Gleichung. Im folgenden werden wir die
Losungen der Poissonschen Gleichung fiir das Potential ¢ suchen. Dabei setzt sich die all-
gemeine Losung als Superposition der Losung der homogenen Gleichung und der speziellen
Losung der inhomogenen Gleichung zusammen. Die homogene Gleichung entspricht aber
dabei gerade wieder der Laplace-Gleichung, die oben schon gelost wurde. Es gilt also:

V2, = 0
uir — ) =0(1)
= ¢n=0

Wir werden nun zwei verschiedene Wege kennenlernen, um das inhomogene Problem zu
1osen.

1. Weg: Hierbei wollen wir das Coulombgesetz, sowie das Superpositionsprinzip ausnut-
zen. Damit gilt im kontinuierlichen Fall:

E- J TEr o) dv
v 3

lr —v’
- _v, e(r )’ av’
vir—r|
=-V¢
weiterhin gilt:
divE = —4T1TQ

= V2¢ = —41p

Damit haben wir die Grundaufgabe der Elektrostatik (im R?) gelost und

o(r’) ,
s |lr—7|

als Potential erhalten.
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ELEKTRO- UND MAGNETOSTATIK

2. Weg: Dieser Weg fiihrt uns tber die Greensche Funktion. Diese wird als Potential G(» —
r’) fir eine Einheitspunktladung o () = 6 (* — #’) mit der Randbedingung (9(%) angenom-
men. Es gilt also:

ViG(r —r') = —4wS(r —r').
Dabei wirkt der Laplace- Operator nur auf r. Es sei auch angemerkt, dass die Greensche
Funktion im Allgemeinen nicht von obiger Form ist. Lediglich bei translationsinvarianten

Problemen wird diese Form angenommen. Nutzen wir nun wieder das Superpositionsprin-
zip aus, so ergibt sich fir eine beliebige Ladungsverteilung:

P(r) = L@ G(r—r)e@)dv’

= Vi) = ng V2G(r —v)o(r')dV’' = —4mo(r)

=—4md(r-r’)

Wir bestimmen G (r) mittels Fouriertransformation:

2 d’k 4 ik-r
VeG(r) = -4mté(r), Gr)=| —=G(k)e
(21)3
; d3k oA )
2 _ : 2 ik-r
VeG(r) = (21T)3(1k) G(k)e
— d3k ik-r
o(r) = BSE le
d3k SL\2 A ik-r _ J d3k ik-r
= J (2n)3(1k) G(k)e = -4 (2_’_[)319_
= K2G(k) =4m, dh Gk) = %T
— Gr) - #j dkaé(khj Oy ek
(211)3 Jo
Nebenrechnung:
I(r) = J dQy e*r , D: Drehmatrix (Drehung)

= I(Dr) = J dQy ek Pr = J dQy el ® R = J dQp-1 e 0T = J dQy ek = I(r)

Dabei wurde ausgenutzt, dass das Skalarprodukt invariant unter Drehungen ist, sodass
letztendlich gezeigt wurde, dass das gesamte Integral invariant unter Drehungen ist. -

Damit kann der Vektor # beliebig gedreht werden:

0
Ir)y=Ir=1r))=1]]0
v
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Wenn r also in z- Richtung zeigt, folgt fiir das Integral I(r):

™ 2m
1) = 10) = | a9 sin®y [ dgpyetreoss
0 0

sin(kr)
kv
sin(kr) _ gl dxsmx
kv v Jo X
——

x=cos Ik

1
= ZTTJ dx elkx = 477
-1

= G(r) = #47‘1’ J dk 4
87T3 0

3

Damit haben wir also insgesamt gefunden:

Gr) = L
7|

Fiir unsere Konstruktion mit V2G(r — ') = —4mS(r —v’) gilt:

21 = —AnS(r —v')
lr — 7’|

2.1.2 Magnetostatik im R3

div B = 0 wird durch den Ansatz B = rot A gewdhrleistet.

Bemerkung: Das Vektorpotential A ist nicht eindeutig. Bilden wir die sogenannte Eichtrans-
formation, d.h. A — A’, so gilt:

A=A+ VE
= rotA =rotA +rot(VE) -
—— T
-B' = -0

Dabei wird die »Eichung« so gewahlt, dass

divA =0 Coulombeichung ‘

Dies ist stets moglich, denn wenn divA = 41rA # 0; dann bilde man A" = A + V& so, dass
0=divA' = divA + V2E = 47TA + V2E.

Falls divA = 471TA # 0, dann lisst sich stets eine Eichtransformation auf A" = A + V&, mit €
als Losung der Poissongleichung V2& = —477A, finden, so dass divA' = 0.

Damit ldsst sich die zweite Maxwellgleichung schreiben als

4T,
T”J:rotB: VX (VxXA)
=V(V-A)-V?A
——
=02Coulombeichung
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2.1 ELEKTRO- UND MAGNETOSTATIK

denn

E“ﬁ)’aﬁgé’ﬂ\/aﬂAv = (50(;15[3\/ - 60(\)5;3“) aﬁapAv
= 0p0nAp — 0p0pAn
= (V(divA) - V?A),)

— vza= 4T | giy
o
= V2divA = 747" divj =0,
wegen Magnetostatik. Damit folgt, dass divA = 0, falls divA = O(1/7), womit die Coulom-
beichung erfillt ware.
In kartesischen Koordinaten gilt:

; 4
V2Ay = —Tnj(x , & =Xx,y,z (£ drei Poissongleichungen)

Wir erhalten damit folgenden Ausdruck fir das Vektorpotential A(r):

1 Jj@)

A(r)
cJrs ¥ —7'|

Dies fallt wie 1/r ab. Fiir das Magnetfeld B(r) folgt damit:

Jjr’)
lr — 7|

B(r) VxA(r)=lJ V X dv’
c Jr3

= 71J dV'jir')x Vv
c Jr3 lr —7’|

Denn:

capyOp [Jyf] = €apyjadpf = —Eayply0pf = = (G X V)

Damit folgt das verallgemeinerte Biot-Savart Gesetz:

’

Y —r
lr — 7|

1 Vi
B(r):EJ|R3 dv'j(r’) x

Check:

divB:—lj dV’V-(j(r’)xV 1 )
c Jrs lr —v'|

= lj dv’' j(r’) - rot (V#) =0
Cc Jr3 lr —r'|
[ ——
=0

Denn:

div(j X g) = 0uEapydpdy = —Jp€payOady = —jTOLg i
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Einschub zum Fundamentalsatz der Vektoranalysis:

divU =4mQ
rotU = 4w

Wir wissen bereits, dass wenn die Quellen Q und die Wirbel W von U im Endlichen liegen
und U(r — «) = O (y%) dann legen Q und W das Vektorfeld U eindeutig fest.

Nun soll U explizit aus Q und W konstruiert werden. Es wird also die Existenz gezeigt, was
zuvor ausgelassen wurde. Betrachte dazu zunachst:

divUy =4mQ divU, =0
rotUy; =0 rotU; = 4mW

wobei der Index £ fiir die longitudinale und der Index t fiir die transversale Komponente
steht. Damit:

Ug=—VJR Q) _gs,

s |lr —7|
w=VxJ W) gy
RS ¥ —7']

U=U;+U, = divU =4mQ
und rotU = 41mW

und U(r — ) = O (L)

2

Fazit: Bei vorgegebener Ladungs- und Stromkonfiguration im R? sind Elektro- und Magen-
tostatik auf Quadraturen (Berechnung von Integralen — Computer) zuriickgefihrt. -
Nun stellt sich die Frage, ob damit aus Sicht der Physik alles bekannt ist. Die Antwort lautet
Nein, denn

1.) Das Studium spezieller Verteilungen von ¢ und j muss eine anschauliche Vorstellung
uber die elektromagnetischen Felder vermitteln.

2.) In den wenigsten Féllen der praktischen Anwendung sind ¢(r) und j(r) im ganzen
R3 bekannt.

Dies fiihrt uns auf die elektro- und magnetostatischen Randwertprobleme.
>l Beispiel Betrachte einen Leiter L, wie in Abbildung 5o dargestellt.

oL

» 50 Links ein Leiter L mit positiven und negativen Ladungen und rechts eine zufillige Ladungs-
verteilung o (r).
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MULTIPOLENTWICKLUNG

Auf 0L ist die Ladungsverteilung zundchst nicht bekannt, sondern lediglich dass ¢|;; =
const.

¢ww{%£ﬁimf:mnwwm %

3|y —7r|

2.2 Multipolentwicklung (Statik)
Zum besseren Verstandnis ziehen wir die in Abbildung 51 eingezeichneten GroRen hinzu.

r—r
Aufpunkt

» 51 Innerhalb des Volumens sind ¢, j + 0, also lokalisiert.

Aus der Abbildung ist ersichtlich, dass

r>4 = r>7vr

Wir wahlen 7 in kartesischen Koordinaten, sodass

r=(x,y,z) = (x1,X2,X3)

¥ =7 = (xaxa)'?

. T

F=—
;

1

~2
r

Sei f(r — ') eine beliebige Funktion. Wir fithren deren Taylorentwicklung in #' um r;, = 0
bis zur zweiten Ordnung aus.

fr—r)=fr) - x0uf(r) + %X&X};aaaﬁf(r)
= ) =P f () + 5 (3 (1)
= fE) = VfE) 5 ) ()

Einen wichtigen Fall dieser Taylorentwicklung stellt die folgende Funktion dar

1 1 ,~ 11, 1
rorr] T YOy T o XaXp0adpy

Dazu zwei kleine Nebenrechnungen

52



STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN

> ao(l = a[x(XBXB)*l/Z
v
1
= *§(X5Xﬁ)73/2(XﬁauXﬁ + (aaxﬁ)x,;)
1 2
= *§(X5X5)75/2(X55u5 + 50(5)(5)
__ 1 xa
T2y
1 r 1.
= VT TE Tt
> aaaﬁ% = —0u [xp(xyx),) 3?]

- {%51”3 +Xp (—%) (x5x5) 1% - 2xu}

_ _Owp, g XaXp

73 5
1 2
=5 [Bxaxp — O ugp]

Damit folgt dann

’

1 1 r-r
= — + —
lr—-r| r 3

+ %% [30r 72 =72+

Damit ergibt sich die Multipolentwicklung:

1 , , 1 , , , 11 N . , ,
d)(r):;jg(r)dv +Fj(r-r)g(r)dv +EFJ[3(1‘-1‘)271’21’2]Q(1‘)C1V

= ¢1 + d)z + ¢5
- —~ -~
Monopol Dipol Quadrupol

Analog' erhdlt man die Multipolentwicklung fiir das magentische Feld:

I | IOV | o 2] s o
A(r) = EJJ(T)dV +$I(r-r)1(r)dv + oS 1[3(1‘-1‘)27721/ Z]J(r)dV
= A + A + Az
— — —
Monopol Dipol Quadrupol

2.2.1 Skalares Potential ¢: Elektrostatik

1) | e = Lt qm=jve<r'>dv

Ersatzladungsverteilung:

1
V2 = —4mo, = thvz;
= Qiot (—4T1T6(7))
= 01(r) = Qa6 (1)

siche Ubungsaufgaben: Blatt 6, Aufgabe 2. (a)



2.2 MULTIPOLENTWICKLUNG

Monopol: Gesamtladung im Ursprung.

2.) p= J e(r')r

bo(r) = poc L V)

Dies sind elektrisches Dipolmoment und Dipolpotential. Beachte: p hangt im Allge-
meinen von der Wahl des Koordinatenursprungs ab.

r=r"+a
o(r') =o(r”" +a) = g.(r")

p= Jv Q(r)(r" +a)dV" = p, + aqior

p ist also unabhdngig vom Ursprung genau dann, wenn gilt g, = 0.

Ey(r) = ~Vo(r) = = [3(p - P)F ~ p]

(Vd)Z (r))a = atxpﬁxﬁ (xyxy)73/2

O 3 s/
=Ps [T—f — Xp5 (X6X5) 5/225”9@]

=pg [5 — 3XaXpY~ 5:|
1
ﬁ

Ein Dipol in z-Richtung hat die folgenden Eigenschaften:

=(0,0,p)
C0$9

Pa(r) =

p cos 9
b2

p(-cos¥) m
er e

r(9) =

» 52 Ein Dipol in z-Richtung.
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Ersatzladungsverteilung

Vi,

—410>
=—(p- V)Vzl
=4m(p - V)o(r)

02=—(p-V)o(r)

mit p = (0,0, p)

02(r) = —p0.6(x)6(y)6(2)

s [s(e- §)-o(e- 1]
g [Eo(e-£)+ Za(e- )
z

¢» = const

¢, = const

» 53 Fernfeldndherung eines Dipols in z-Richtung.

3) $3(r) = % JdV' o) [3(r-v)2 =727

% JdV’ o) [Q(r T . 3r2r’2]
= % JdV’ o(r) [Qxax"xxgxl’, —¥"?3X X0 — 3Y2XL X+ 1’21”26““}
1 , / ot ,2
=65 IdV o(r’) [3xux[; - 7260([;][3xax5 -7 2555]
Das elektrische Quadrupolpotential und der Tensor des Quadrupolmoments lauten
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» 54 Die Ersatzladungsdichte eines Dipols in z-Richtung.

also
_ 1 3X[xxlg — 1’260(5
P3(r) = 5 o
1
= GQ"‘ﬁa aﬁ_
= lexﬁanB , daQuan=1trQ =0
Qup = JdV’ o(r")[3x,x;p — 7?80l

Abhéngigkeit vom Bezugssystem: Wir betrachten folgende Situation:
r=r"+a, o)=¢o@" +a)=0,0")
Qup = Iga(r”) 3(xy + aa) (xj +ag) — (" +a)28us| AV
Jga(r ) M+ 3anxy +3agxy +3anap — ”260(3
—2r" - adqp — azéfxg] av”

fassen wir dies nun zusammen und nutzen die Definition den elektrischen Dipolmoments
aus, so erhalten wir:

= Qix + Sao(p“” +3asp @ + (3anag — a*Sup) Gror — 28 4pa - p'Y
Daraus folgt, dass wenn g = 0 = p ist, dann ist Q xg unabhéngig vom Bezugssystem.

Wir wollen uns nun noch einige Eigenschaften des Quadrupoltensors Q vergegenwartigen:

Qunn Qi Q3
Q=1Qa Q2 Q3
Q31 Q3 Qss

» Der Quadrupoltensor ist symmetrisch, d.h. es gilt Q s = Q«, damit haben wir 9 -3 =
6 unabhdngige (reelle) Elemente

» Der Quadrupoltensor ist spurfrei, d.h. Qxx = tr(Q) = 0, damit haben wir nur noch
6 — 1 = 5 unabhéingige Elemente
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» Der Quadrupoltensor Q kann durch eine orthogonale Transformation des Koordi-
natensystems, was einer Drehung entspricht, auf »Hauptachsen« transformiert, d.h.
diagonalisiert werden. Er nimmt dann folgende Form an:

Drehung Q,H Q 0
Q—— | 0 Qx ©0
0 0 Q3

Dabei ist Qj,, = 0, wegen der Invarianz der Spur bei orthogonalen Transformationen.
Damit haben wir in Diagonalform lediglich zwei unabhéangige Elemente. Im Allgemei-
nen aber legen zwei Matrixelemente die »Starke« fest und drei Matrixelemente die
»Orientierung«.

Ersatzladungsverteilung Wir untersuchen auch hier, analog zum Monopol- und Dipolpo-
tential die Ersatzladungsverteilung beim elektrischen Quadrupolpotential. Hierzu betrach-
ten wir die zugehorige Poissongleichung.

. 1 51 1
Vi3 = —4mes = EQuﬁaaaﬁvz; = *47T€Quﬁaaaﬁ5(1‘)

= 05(r) = CQupdadpd(r)

Bemerkung: Im Gegensatz zu ¢; und g@; sind fir g3 die Ersatzladungen und dessen Lagen
durch Q 4 nicht mehr eindeutig bestimmt.

Im Allgemeinen benotigt man mindestens vier Ladungen ¢g;, um einen Quadrupol zu erzeu-
gen, denn:

Zur Vermeidung eines Mono- oder eines Dipolfeldes muss gelten:

Zqi =0, und Zqiri =0.
i i

Wir haben also vier Gleichungen, zu deren Erfiillung man vier q; benotigt. -

2.2.1.1 Beispiele

y y
| Nt o aq
b b
a a
< g 9 —2q
a a x
b b
¢ —q 9 4

» 55 Links: Eine moégliche Anordnung eines Quadrupols. Rechts: Getreckter Quadrupol.
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> Beispiel Allgemein: Im Fall einer rotationsinvarianten Ladungsverteilung kann der Qua-
drupoltensor Q stets geschrieben werden als:

Q0 0 0
Q=10 -Q 0
0 0 20
dabei heilt
1
§Q33 =-Q

Quadrupolmoment. Rotationsinvariant heilit dabei, dass Qxx = Q,,, womit Q.. wegen
tr(Q) = 0 festliegt. Weiterhin gilt:

Q.; = Ig(r’) [3z2 —¢?2]dV’ = QI [x2 +y%—-2z%] dV
e=c \%

=const>0

Fiir das Quadrupolmoment Q konnen anhand der Abbildung 56 folgende Uberlegungen
angestellt werden:

1
Q = 7Q22 20
2
falls V so, dass tiberwiegend

Zz%u¥+y% 1<

Q>0 Q<0

» 56 Rotationsinvariante Ladungsverteilungen.

»| Beispiel Gestreckter Quadrupol:

ZQMX

xrxXB

P3(r) = *thﬁ

21/5

= [-x? — y2 +22?%]

275
2‘1%5 [32% - 7]
% [3cos? 9 —1]
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z 54.7

» 57 Fernfeld eines gestreckten Quadrupols.

Damit verschwindet der Zahler fiir cos? ¢ = 1/3 = 9, = 54.7°,125.3°. Wir betrachten hier
den Fall, dass ¢35 = const ist, d.h., wenn der Zahler gegen Null geht muss auch der Nenner
gegen Null gehen. Dies erklirt das Einschniiren der oben abgebildeten Aquipotentiallinien.

Denn fiir diese Winkel muss » — 0 gehen, um ¢ = const zu erreichen. I«
Zusammenfassung:
2
Ao P 1 3XaXp —T*Oup
br)=—= 7+ = Qus s +
r v 6 r

—— ~ ¢ ~ )

Mono Di- Quadrupol

—_—  —— -~ )

Weitere Formen der Multipolentwicklung: Wir betrachten Abbildung 58, was der Kon-
struktion der Kugelkoordinaten entspricht. Fiir den Betrag des Abstandes der Vektoren #

und »’ gilt:

. r
¥ —7'| =r2+712-2rr'cosy, mit cosy =
Yy’

Wir fithren die Definitionen
7> =max(r,r’)
Y. =min(r,r")

ein.

Fir die Multipolentwicklung miissen wir betrachten. Mit den obigen Definitionen er-

halten wir damit:

\rr\
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» 58 Zur Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten.

1 1 1

r—r| 2
| | >\/1+ L 727—<COS}/

=— Z (f) Py(cosy)

LEan

Dabei sind Py(cosy) die Legendre-Polynome £-ten Grades in cos y.

(N

2.) Fir den allgemeinen Fall gilt es cos y durch ¢, @ und 9', ¢’ auszudriicken. Wird dies

gemacht, so erhalten wir:

ro\!
(5) Yem@ @)v5, 80

S

= v €2€+1

[r — rl

Dabei gibt Yy, (9, @) Informationen tber » und Y/, (9', @) Informationen iiber v”'.
Damit erhalten wir die Multipolentwicklung in Kugelkoordinaten:

o(r’)
¥ —7'|

b(r) = dav’

© L
=X Y e » | - Mmw Per)dv’

Dies ist der allgemeine Fall einer Multipolentwicklung, womit auch innerhalb des Be-
reichs der Ladungsverteilung das entsprechende Potential (Mono-, Di-, Quadrupol) be-
rechnet werden kann.

Im Fernfeld (r ¢ V):

o0 L

4T You(9, , o
br) =3 > Zﬂl% Y, (9 @he(r) AV
L=0m=-{

Multipolmomente: g ,,,
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Hierbei gilt:
{ =0 : Monopol
£ =1 :Dipol

£ =2 :Quadrupol

zu jedem ¥ gibt es 2¢ + 1 unabhingige Komponenten.

2.2.2 Vektorpotential A: Magnetostatik

Im Fall der Magnetostatik haben ist das Potential keine skalare Funktion ¢ (#) mehr. Viel-
mehr liegt ein Vektorfeld A(r), dass sogenannte Vektorpotential vor. Hierfur gilt:
_1 Jjr) /

clps lr—7'|

A(r)

wobei man aus der Taylorentwicklung

1 1 r-r
= —+ — +...
lr—-r| r 3

erhélt. In den Ubungen wurde gezeigt, dass sich aus der entsprechenden Multipolentwick-
lung Folgendes ergibt:

Al = 0
A = m;; r (magnetisches Dipolpotential)
m = ic Jr X j(r")dV’ (magn. Dipolmoment)

By(r) = % [3(m - ¥)r — mr?] (magn. Dipolfeld)
IF

=—n
c

Vergleich: Elektrischer Dipol versus magnetischer Dipol.

m

1 1
5215[3(17'1‘)1‘*1’”’2] Bz:ﬁB(m-r)rfer]
Ladungen: Quellen, keine Wirbel Strom: Wirbel, keine Quellen

Insgesamt gilt: p und m sind punktférmig, was einen gleichen Feldverlauf zur Folge hat. -
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2.3

KRAFTE UND DREHMOMENTE AUF LOKALISIERTE LADUNG- UND STROMVERTEILUNGEN

2.3 Krifte und Drehmomente auf lokalisierte Ladung- und
Stromverteilungen

Wir betrachten ein Gebiet G in einem duReren Magnetfeld B*' und einem elektrischen Feld
E®. Die Vorgabe fiir die beiden Felder sei, dass sie nur langsam in G variieren.

G:Q,j#:() ext

Bexl

» 59 Das Gebiet G mit den es durchsetzenden Feldern E.y; und Bey;.
Zunachst Taylor-entwickeln wir die beiden Felder um 0:

ES(r) = ESY(0) + x0gES(0) + %XﬁXyaﬁayEg(Xt(O) +...
Fur das Magnetfeld gilt dementsprechend:

B(r) = BR(0) + x30gBG" (0) + %xﬁxya,;ayB;“w) o

Die beiden Felder sind statische duRere Felder. Mit Hilfe der Lorentzkraftdichte k ldsst sich
nun die Kraft K bestimmen:

K- L k(r)dV

1 .
= J o(r)E™' (r)dV + ZJ jr) x B (r)dV
G G
=Kq + Kmag.
In G gilt:
VXE® =0 und V- -E*' =0,
da es sich um externe Felder und statische Felder handelt. Betrachten wir nun die Rotation
des duleren elektrischen Feldes:
VXEX=0 = OyEQ" = 04EY"
Weiter folgt, dass
00y ER" = 0p0uEY".
Betrachten wir nun 8 = y so gilt fiir die obige Beziehung:

pOES = VEES

= 0a0pER"
=04V - EX =0
= VS =0
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Betrachten wir komponentenweise gilt:
Opy0p0yESt =0

Damit folgt:

1 ;
ngyalgayE;Xt = §(3X5Xy - rzégy)aﬁayng“
[ —————

=0
Somit folgt fur die x-Komponente der Kraft K
K& = E&4(0) J o(r)dV + 9™ (0) J xgo(r)dV
G G
+ % (aﬁayE(eX"‘(O))J % (3xpxy — r?0gy) 0(r)dV + ...
G

In Vektoren ergibt sich somit fiir die elektrische Kraft:

1
K = qoE™(0) + (p - V) E(0) + 5 (Qaﬁaaaﬁ)EEXt(O) +...

Q«p entspricht hierbei dem Quadrupoltensor.

Speziell: Kraft, die auf einen Dipol p, der sich am Ort #p;p, befindet, durch ein &uleres Feld
E® ausgetibt wird:

ch)lipul =(p-V) ECthrl)ipn]

Im folgenden wollen wir nun die magnetische Kraft K,n,,. B*'(0) gib keinen Beitrag, da:

Lj(r)clv =0.

Wir betrachten somit das Kreuzprodukt von Stromdichte und externen Magnetfeld, wobei
wir aber beachten, dass die Stromdichte nach 0 verschoben wird, also mitR =r + r':

R=r-+7r

» 60 Gebiet G, mit Koordinatensystem relativ zum Aufpunkt

1 = ex| 3
Koy = L J(R) x B (R) d°R

:lJ jr—v) x B (r + ') d3r’
C Jgy

63
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Mit einer Taylorentwicklung von B®'(¥ + #’) um r folgt:
1 . ’ ’ 3,7
= ZJ Jjr) < [B¥(r) + 'V, B™ + ... &®r

Go

j ist die Stromdichte um #, j ist die gleiche Stromdichte, aber nach 0 verschoben. Die
magnetische Kraft auf einen Dipol ergibt sich somit zu:

KDPol () = jm)x[(r v, ) B*(r)] d

Nebenrechnung: Wir wollen den hinteren Term des Integrals etwas genauer analysieren
und verwenden dabei die Eigenschaft

rotB™ =0 = 0B = 0.Bg".

Fir den Term des hinteren Integrals bedeutet dies:
[(rr . Vr’)BCXt(r)] — X}gaﬁBeXt
= Xp0uBg"
= o (x}5)
- [grad, (v - B)], -
Damit ergibt sich fiir die magnetische Kraft auf einen Dipol:
1 . , ,
KA ) = [ ) % 9, (- B ) v
= —lV, X J j@&’) - (r - B dv’
C G
Ubung: Aus den Ubungen sollte folgender integraler Zusammenhang bekannt sein:

J r-r)jr)dav’' = —lrxj r' xjw)) dv’
G G

2
=CmXr=—-crxm (2.1)
In unserer jetzigen Betrachtung wird » mit B ersetzt. -

Mit Gleichung (2.1) kann KE};’;‘ umgeschrieben werden:

KDPo' = V, x [B™'(r) x m]
Mitax (b xc) =b(a-c)—c(a- b) folgt:
=(m-V,)B*(r) -m(V, - B*(r))
=0
Mit der obigen Nebenrechnung, wobei ' mit m ersetzt wir folgt:
= grad, (m - B*'(r))

Damit gilt fiir die magnetische Kraft auf einen Dipol:

Kppol = (m - V) BT) |y = Vi (M- BET)) |y,
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Bemerkung: Bekanntlich gilt fur die Kraft folgende Beziehung:
K=-V Upota

wobei Uy, das Potential ist. Die potentielle Energie eines permanenten magnetischen Mo-
ment (oder Dipol) in einen externen Magnetfeld kann entweder von einer Kraft, oder von
einem Drehmoment erhalten werden. Interpretieren wir die Kraft als negativen Gradienten
eines Potentials Uy, finden wir

Uput =-m- B

Es zeigt sich, dass m eine parallele Orientierung zu B erreichen mochte, damit Uy, minimal
ist. -

Drehmomente: Fiir das Drehmoment N gilt
N = J p X k(r)dV
G
= Ng + Nmag-

Fir ein elektrisches, bzw. magnetisches Drehmoment eines Dipols gilt:

el mag

Dipol ext Dipol ext
N =pX E*™ |1‘1)ipol und Npli” =m x B™ |1‘1Jipn]

Betrachten wir zuerst das elektrische Drehmoment:

Ncl

J r X o(r)E¥(r)dV
G

= —E®(0) XJ o(r)rdv
G

| )
=pP

— _ECXtX p

Flr das magnetische Drehmoment gilt:

Ninag % Lr x (j(r) x B¥(0)) dV

1j [(r - B™(0)) j(r) — (r - j(r)) B(0)] AV
Cc JG

Durch Verwendung von Gleichung (2.1), wobei ¥ — ¥’ und B*'(0) — #, wird aus dem linken
Term des Integrand:

— m x B(0) — 136*%0)] (r-jr) dv
C G
=0

Der zweite Term verschwindet, da

I ijﬁdV: *J Xﬁj[xdv,
G G
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falls j in G lokalisiert ist. Fiir &« = B (aber ohne Summenkonvention)
J XaJjou dV = 0.
G

Zur Erzeugung von Kréften brauch man also Feldgradienten, fiir Drehmomente nicht.

Fazit: Dipole erfahren im homogenen Feldern Drehmomente aber keine Krafte, inhomoge-
ne Felder tiben auf Dipole Kréifte aus. -

2.4 Elektrostatik im begrenzten Raum (Randwertprobleme)

Wir betrachten ein Volumen V in dem ein Leiter L mit dem Rand oL ist, Ladungen g;, sowie
eine Ladungsverteilung ¢(r). Der Rand des Volumen V ist 0V. Beziiglich des Leiters ist V
auBen. Der Normalenvektor n des Leiters steht senkrecht auf dessen Rand und zeige ins
Innere von V (beziiglich des Leiters also nach aulken).

» 61 Ein in ein Volumen V eingebetteter Leiter L.

Es gilt:
» E = 0im Leiter (Statik)
» n X E|y; stetig (Stetigkeit der Tangentialkomponente)
» E 1 0L impliziert, das oL eine Fliche konstanten Potentials ist (Aquipotentialfliche)

» E, = B . nls, = —nV|; = 4110, wobei o auf L einen Strom in E, erzeugt.

2.4.1 Randwertaufgaben der Potentialtheorie im begrenzten Raum V
Wir betrachten die Poisson-Gleichung
Vi¢p = —4mp

in V mit zwei Arten von Randbedingungen, die Dirichlet-Randbedingung und die Neumann-
Randbedingung.

Dirichlet-Randbedingung (D): Gesucht wird eine Losung der Poisson-Gleichung, fur die ¢
auf im Endlichen gelegenen vorgegebenen Flachen (hier L) eine gegebene Funktion

blor = f(r)

ist und gegebenfalls fiir || — o0 mindestens wie 1/ abfallt.
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Neumann-Randbedingung (vNM): Gesucht wird eine Losung der Poisson-Gleichung, fiir die
n - V¢ = 0,¢ auf im Endlichen gelegenen vorgegebenen Flachen (hier 0L) gegebene
Werte

n-Voly = —E, = g(r)
annimmt und gegebenfalls fiir |#| — co mindestens wie 1/7? abfallt.
BEWEIS Eindeutigkeit der Losung.

Seien ¢; und ¢, zwei Losungen zum gleichen f (D) bzw. f(VNM). Wie definieren zunachst
eine Funktion ¢ mit

Y =1 — P2,

die die Eigenschaft

Ylav =0 ,bzw.

V¢ =0 und
{anlﬂbv =0

erfillt. Wir betrachten nun das Integral
| vt av=| o e av
= J [div (pgrady) — z,uA(,u] dv
v —

=0

- | wigrady) ar
oV
- | wouwds

oV

Unabhéngig davon welche Randbedingung nun verwendet wir, bzw. gegeben ist — das Inte-
gral verschwindet. Damit folgt, dass V¢ = 0in V U 0V ist und ¢ = const in V U 0V ist. Je
nach Randbedingung gilt also:

0 ,in V fir (D)
const ,in V fir (vNM)

Damit ist der Beweis der Eindeutigkeit von ¢ fiir beide Randbedingungen erbracht. [ ]

Fir das Losen der Poisson-Gleichung wurden verschiedene Losungsmethoden entwickelt,
die wichtigsten sind

» Spiegelungsmethode

» Greensche Funktion

» Methode der Inversion

» Separation der Variablen

Bemerkung: Randwertprobleme treten in der Physik in vielen Gebieten auf:
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» Hydrodynamik
» Elastizitdtstheorie

» Quantenmechanik -

2.4.2 Beispiel zu Spiegelungsmethode

»| Beispiel Der leitende Halbraum, ein Dirichlet-Problem: Wir betrachten eine Punktladung
q die sich auf der x-Achse bei # = a eines Koordinatensystems befindet und ein Leiter,
dessen Oberflache durch die y-Achse und z-Achse aufgespannt wird. Die Ladung befinde
sich vor diesem Leiter.

@/

» 62 Der leitende Halbraum.

Im folgenden Abschnitt wollen wir das Potential ¢ mit einer gegebenen Dirichlet-Randbedingung
16sen. Es gilt die Poisson-Gleichung:

Ap = —41qd(r — a),
und die Randbedingung

Plar = 0.

Gesucht ist also das Potential ¢ (#) fiir x > 0. Dies erreichen wir durch Einfiihrung einer zu-
satzlichen Ladung —q bei » = —a. Der Leiter sei geerdet, d.h. er besitzt das gleiche Potential
auf der Oberfliche wie im unendlichen, d.h. 0.

Die Losung der Possion-Gleichung sei gegeben durch

a4 a
¢(r)7|rfa| r+al (2.2)

Fir x > 0 bedeutet dies fiir die Poisson-Gleichung:

Vip(r) = —4mq {8(r —a) — 5(r + a)} = 41wqS(r — a).
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)| (@D

» 63 Aquipotentialflichen des leitenden Halbraumes.

Somit lautet das gesuchte Potential:

-1/2

) =al((x-a)+y2+22) P a ((x+a)? + 2 +2%) ]

Fiir x = 0 bedeutet dies, dass das Potential verschwindet:

P(T)|x0=0

Fazit: Gleichung (2.2) ist die eindeutige Losung der Randwertproblems. -

Fir die Influenzladung o (y, z) auf der Leiteroberflache gilt

1
4mo=E-n=-n-V¢=|0|-Ve
0

_ax¢|x:0
-2qa
(a2 + y* + z?)
2
=7

3/2

Die gesamte induzierte Ladung berechnet sich aus
an -3/2
o(y,z)df = - 21 (a® +7r? dr
aL

- _ B 2 2\~1/2
= qaL ar ( 1) (a® +7?%) )dr
2)71/2‘°0

=qa(a®+7r o

— _qa(aZ)—l/Z

=-q
D.h. die gesamte Influenzladung ist entgegengesetzt gleich groR zur verursachenden Punk-
ladung. I«
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Ploar =0

» 64 Eine geerdete, leitende Kugel und eine aufRerhalb ruhende Ladung g.

> Beispiel Die geerdete, leitende Kugel

Im Folgenden wollen wir einen Ausdruck fiir das Potential ¢ () auRerhalb der Kugel su-
chen. Zudem wissen wir, dass der Kugelmantel eine Aquipotentialfliche sein muss, mit der
Bedingung ¢|,-r = 0 (geerdet). Als Ansatz benutzen wir ein Potential, welches die Poisson-
gleichung fiir v > R 16st.

_a 4

Cr-al r-a|

¢(r)

Betrachten wir nun die Randbedingung so erhalten wir

’

a a
r=0= N - ~ =
Pir-r IR# —ax| |RF—-a'x|
(q)z |IR? —ax|°  R*+a®-2Racos$
a

" |RF—a’'x|> R2+a®-2Ra cos9
2 2
(qi) (R®+a”) - (R*+a%) —[(f) 2Ra’ — 2Ra] cosd =0

=0 (2.3) =0(2.4)

Die beiden Terme miissen unabhingig voneinander verschwinden, da die Randbedingung
unabhédngig vom Winkel sein muss. Man erhélt nun also zwei Bedingungen, bzw. zwei Glei-
chungen fiir zwei Unbekannte

2
a\ _ R? + a?
(W) C R*+a? z3)
a : a
) -2 (2.4)
q a

Gleichsetzen der beiden Gleichungen liefert

R? + a? a , , R?
——=— = a%?’-a|la+—|+R*=0
R2+a? a a
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Diese quadratische Gleichung besitzt die zwei Losungen

2 232
a’l/Z:%<a+R—>i %(aJrR—) - R?

Il
o

R
a richtige Losung

Wir betrachten hierbei nur eine Losung der quadratischen Gleichung, da die zweite a’ = a
wenig Sinn ergibt. Wir erhalten schlieRlich fiir die Position unserer Spiegelladung

a -a=R?

Dieses Ergebnis ist auch als Spiegelung am Kreis bekannt. Setzen wir nun unser Ergebnis in
eine der zwei Bedingungen von oben ein, so ergibt sich

Wir betrachten nur die Losung q’ = g%, da nur sie die Bedingung ¢|,_x = 0 erfiillen kann.
Der Lohn unserer Arbeit besteht darin, das Potential nun in Abhéngigkeit von R und a fir
den AuBenraum niederschreiben zu kénnen

1 R 1
onolote-)

Betrachten wir nun die Influenzoberflaichenladungsdichte o der Kugel. Dazu schreiben wir
zuerst einmal das Potential um, welches offensichtlich invaraint unter Rotation um den
Winkel @ ist.

1

1 4 -2
¢r,9) =q| (> +a*>-2racos¥) ? — (1’2 + % - 2R2£ cos 9)

Q=

Zudem wissen wir, dass folgender Zusammenhang zwischen dem Potential und der Influ-
enzoberflaichenladungsdichte besteht

1
O =———€ " v(b|1’:R = -

1 ¢
4T 41T 0y |yop
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Setzen wir nun unser Potential ein, so erhalten wir

q 1 2r — 2a cos ¢ 1R ZT*Z%CO&L)
T | 2 P 2a : :
[r2 +a? —2racos $]2 [1’2+§—2—2R2£cos9}2
-R
4 -R +acos$ N %7%;&59
T~ T4 3 ) 3
41 | [R2 + @2 — 2Racos 912 [R2+§—§72%c059}2
2
_a R(—1+%c059) . R(g—ﬁ—zcosf})
4m ) 2 3 ) R\2 R 3
R3 [1+(%) 72%cos9] R3 [1+(;) 72;COS9:|
a ~1+ %cos9 R 1-%cos9
AR . ttar e . 1t
[1+(%) 72%c059] [1+(;) 72;COS9:|
- a ~1+ %cos 9 LR 1-%cos9
"~ 4mR? 3 2 3 a 2 3
(%) 1+(§) —2§cos9] [1+(§) —2§c059]
3 2
o 7(5) +(§) cos 9 + & — K cos 9
B 471TR? 2 %
[1+(§) —2—c059]
R R 2
q 5(17(5))
o(9) =- S
471TR? R 2 R 2
1+(5) —2ECOS9:|

» 65 Influenzoberflichenladungsdichte der geerdeten, leitenden Kugel.

~N
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Check:

JRZdQO'—ZTT md9 sm9[ 41r] };gl(ﬁ)Z)

Mit dem Satz von GauR:

J E-df = divE dV
0Kugel Kugel

= J 4o (r)dV
Kugel

I (-q")o(r —a’)dv
Kugel

= —4mq’
J E-df = J E-ndf
oKugel oKugel
=41 odf
oKugel
= odf =-4'

oKugel

Die Kraft, die auf die Ladung g wirkt kann wie folgt berechnet werden:

Udf qa

F =
R|5

- R)

Wahle nun a entlang der z-Achse

2 m o —Rsin & cos
=RZqJ dcpj d9 sin$ ——— — | ~Rsin9sing
— /2
0 0 [a? + R? — 2aR cos 9] 4 — R cos 9
0
- |0
F

FZRZq(_mfRZ)g(l (3 )) J dx[ _z_xzax]'f
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Seinun y = ax + b:

1.
Zay

dey’3

[ar X - L1, b
y3ia2 y 22

Mit diesem Wissen:

F-a

» 66 Kraft auf eine Ladung in Abhdngigkeit des Abstandes.

Bemerkung: 1.) Kraft auf die Ladung g durch die Spiegelladung q’

q-(-q) a-a

Cla-a'l?la-a'l

2R
a°, a

2
R2 a
(a— s )
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2.) Die leitende Kugel ist geerdet, d.h. die Kugel ist an ein Ladungsreservoir angeschlos-
sen. Es folgt also, dass bei Anndherung von g an die Kugel deren Gesamtladung, wel-
che auf der Oberflache (inhomogen) konzentriert ist, von 0 nach —g’ fiir g von o nach
a zunimmt. -

> Beispiel Die isolierte, leitende Kugel.

Dieses Mal wird eine Kugel mit der Gesamtladung Q betrachtet, die isoliert ist. Auch hier
muss die Randbedingung ¢|,-x = const erfiillt sein, aber die gesamte induzierte Ladung
muss 0 ergeben, da stets die Gesamtladung Q vorhanden sein muss.

Bemerkung: Die Gesamtladung Q ist bei einer leitenden Kugel wegen der AbstoRung der
Ladungstrager auch auf die Oberflache konzentriert. -

Losung: Die Losung setzt sich zusammen aus

1.) Der Losung fiir die geerdete, leitende Kugel. ¢’ und a’ sind wie dort gegeben. Dieser
Beitrag liefert O bei v = R.

2.) Einem zuséatzlichen Term einer Punktladung im Zentrum. Dieser Beitrag liefert eine
Konstante bei ¥ = R.

Betrachten wir die funktionale Form dieser Losung:

q -a Q-(=4)
(r) = + +
¢ Ir—al |r-a| 7|
vg{l. VgIz.

Dieses Potential 16st

Vip = —41s(r — a)

im AuRenraum und gentiigt der Randbedingung ¢|,-z = const.
Es gilt weiterhin

Gesamte induzierte Ladung = Summe der Bildladungen
=—q'+Q-(-q4)=Q I«

~
vl
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» 67 Eine isolierte, leitende Kugel der Gesamtladung Q und eine auRerhalb ruhende Ladung g.

» 68 In das Volumen V eingebetteter Leiter L.

2.4.3 Greensche Funktion

Es sind gegeben
1.) Eine Ladungsverteilung ¢ in V
2.) Die Randbedingung auf 0V (aufen und innen)
Betrachte die Funktion G(r,r’) mit
V2G(r,¥') = —4mwd(r — )

Losung:

G(r,r') = + F(r,r")

lr — 7’|
mit V2F(r,v’) = 0 fur aller,r € 0V U V.
Bemerkung: 1.) L gehort nicht zu V.

2.) F wird zur Befriedigung der Randbedingung bendotigt.

» 69 Illustration zum Greenschen Satz.
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Zweite greensche Identitit Seien ¢ (r), @ (r) skalare Felder in V und sei n’ nach innen
orientiert (vgl. Abb. 69).

[ [owv20e) - wevigen] av

- - LV b)YV W) — pr)V )] -n df’

BEWEIS Gaulischer Satz:
J V' - A(r) J Ar') -n'df’
Sei nun

A=opV'y
= VA= (V) - (V) + Vi

Dann folgt
[ o wireviu]av =~ | ¢vy-war (25)
[ oo rovie]av —-| yv¢-war 2.6)
Subrahieren wir (2.6) von (2.5) und, so erhalten wir die zweite Greensche Identitat. [ |

Wahle nun speziell:

» ¢ soll V2¢p = —471rp liefern.

» Y(r') soll V2w (r') = —4mé(r —v’) liefern, d.h. w(r') = G(r,¥’).
Einsetzen in den Greenschen Satz liefert:

jv [b(r) (~4TS(F —7) - Gr,¥) (—dmo(r'))] AV’

= - Lv [prV' Gr,r") - Gr, v )V'r)]-n df’

¢(r)=ng(r’)G(r,r)dV +—J [p(r)onwG(r',¥) — G(¥ ,r)ow p(r')] df’

Betrachten wir den letzten Ausdruck genauer:

(b(r):ng(r’)G(r,r)dV +—J [4)(1’ )onw G(¥', r) Gr',r)opdp(r)1df (2.7

éRaun;ladung iDlpolschlcht iOberﬂachenladung
Oberflachenladung: n" weist vom Leiter nach auBen in V hinein.

—On Plov = —41C0
Oy =n' -V’
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Spezialfall: 0V — cound F =0

o(r’) ,

G(r,r') = sl —1]

und ¢p(r) = JR

lr — 7|

falls E(r — o) — 0 schneller als 1/7.

_1
lr—r'|*

Gleichung (2.7) gilt auch fir ein unendliches V mit G(v',r) =

_ e(r’) , n' , , 1 ,
o = | g+, [Gmew | v o
==l'l?r’) ,V‘:jim
1, , , ,
+Lv[ﬁn M] lr —vr'| df
E(r)

o (r’): Raumladungsdichte
+n' (r')E(r') = o(r'): Oberflichenladungsdichte
$) ' (¢') = T(r'): Oberflichendipoldichte

Dipolpotential am Ort #, wenn am Ort #’ ein Dipolmoment p (#') vorhanden ist:

1
Ppipol = —(p(¥) - Vr)m

hier p(r') =I(r’").

Speziell o(r') =0inV

2 (!
1 dAf - = (=V'())
¥ —7'| v lr —7|

()
4T

¢>(reV)=LV[ ¢>(r’)]v df’

Dies ist eine Integralgleichung, die ¢(r € V), sowie ¢p(r € 0V) und (V) (r € dV) ver-
kntipft. Dies ist keine Losung der Randwertaufgabe, da die gleichzeitige Vorgaben von ¢
und V¢ auf einer geschlossenen Oberfliche (2 Cauchy-Randbedingung) eine Uberspezifi-

kation der Poisson-Differentialgleichung, eine elliptische Differentialgleichung, darstellt.

(Die Cauchy-Randbedingungen fithren zu einer eindeutigen, stabilen Lésung der Wellenglei-
chung, einer hyperbolischen Differentialgleichung)

Fiir geschlossenen Oberflachen ldsst eine elliptische Differentialgleichung (Poisson-Differ-
entialgleichung) zwei, sich ausschliefende Randbedingungen zu:

1.) Dirichlet-Randbedingung: ¢ (¥ € 0V) vorgegeben.
2.) Neumann-Randbedingung: (n - V¢)(r € 0V) vorgegeben.

Beide fithren zu eindeutigen und stabilen Lésungen. Stabil heift hier, dass kleine Anderun-
gen der Randbedingung zu kleinen Anderungen der Losung fithren.

Die Freiheit der Wahl von F(7,r’) fiir G wird benutzt, um in (2.7) den bekannten Anteil im
Oberflachenintegral zu eliminieren und damit (2.7) tatsachlich zu einer Bestimmungsglei-
chung fiir ¢(#) zu machen.
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Dirichlet: Hierbei sind ¢ (' € V) und F so vorgegeben, dass

Gp(r,r') =0, fiuraller €0V

1
b(r) = JV AV’ o(r' )G (r,7') + LV ) 3w G (r, ) df’

wobei o(r’) bekannt, ¢»(#’) vorgegeben und n’ ins Innere von V zeigt.

Neumann: Naheliegend wiére 0,y Gy(#,7’) = 0. Dies ist aber nicht zuldssig, da

I V' - V'Gxr,rv') dV' = ,J (n' - V)Gx(r,¥)df’
VYe—o—rr— oV

=—4ms(r-r')

=—4m

= I (n' - V)Gn(r,¥)df =4m
ov

Die einfachste mogliche Wahl von Gy (r,#’) ist somit:

(n' - V)Gn(r,r'") firr € oV

741T
T javy’

o L .
b(r) = Jvdv o(F)Gu(r,¥') + WLV‘W ydf

1 e
- chw,r)(n V@) df

wobei o(#’) bekannt, (n’ - V') (r’) vorgegeben und n’ ins Innere von V zeigt. AuBerdem
ist (¢)sv eine Konstante beziiglich » im Potential mit

1 , ,
(Plav = v LV () df

Spezialfall: Auferes Neumann-Problem
[oV| = |0V;] + |0V,| — o0, fiir 0V, — oo

dann wird (¢);y = 0.

» 70 Zum duBeren Neumann-Problem
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Bemerkung: Zur physikalischen Bedeutung von F (¥, ).

V2F=0inVund G(r,#¥') = L + F(r,r)
lr —r'|

F(r,r’) ist das Potential am Ort # einer auBerhalb von V liegenden Ladungsverteilung, die
so gewdhlt ist, dass deren Potential zusammen mit einer Punktladung der Ladung 1 am Ort
v’ auf die Oberflache 0V die auferlegte Randbedingung sicherstellt. (Prinzip der Spiegella-
dung) -

»| Beispiel fir eine Dirichlet-Greensche Funktion im Halbraum V*.

Gp(r,r’): Potential am Ort » herrithrend von einer Punktladung g = 1 am Ort ' € V* unter
der Bedingung, dass dieses Potential am Rand oV * null ist.

Gp(r',r)=0firx =0

/
@ Aufpunkt
’

—-q o~——74 ®

» 71 Losung der Dirichlet-Greenschen Funktion.

1 -1
r—rl - 2% - %)
Fl)(;',r)

r— @ =2x(r - X)) =lr-vI?+4((r-v) -x)r -x) +4(0 - X)?
=lr—rPP+40 - %) -X)+40 - X))@ - %)
=lr—-v'|?+4@r - %)

Fy(r,v') = Fp(r',r)
+Fp(r—-r)
Gp(r,v') = Gp(¥',r)
Gp(r,7")|x=0 =0
Go(r, 7" )|x=0=0
V2E(r,¥')=0, firx=0 X

Gp(r,r') =

Bemerkung: Greensche Funktionen sind sehr niitzlich, da sie bei einer vorgegebenen Geo-
metrie und Randbedingung fiir beliebige o (') anwendbar sind. Die Losung beschrankt sich
damit nur noch auf ein Integrationsproblem. -
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» 72 Fithrt man » und 7’ nahe zusammen, so explodiert der Nenner in 1/|* — ¥’|. Ebenso erhalten
wir eine Singularitidt, wenn wir den Punkt ' und den Spiegelpunkt zusammenfiihren.

N
E
0

» 73 E- und B-Feld auBerhalb felderzeugender Wirbel und Quellen.

2.5 Elektromagnetische Wellen im Vakuum

Wir beschiftigen uns im Folgenden mit zeitabhangigen Feldern E(#,t) und B(r,t) auler-
halb des Gebietes felderzeugender Quellen und Wirbel, vergleiche auch Abbildung 73.

Die Maxwellschen Gleichungen lauten im Vakuum

divE =0
divB =0
1
rotE = ——0;B
c
1
rotB = —6;E
c

Auf die dritte dieser Gleichungen wenden wir die Rotation an
1 1.,
rotrotE = ——0;rotB = —-—0;E
c c?

wir verwenden die Identitat

[rotrotE]ly = [V X (V X E)]4

ExpyOpEyuvOuEy

= EapyEyuvOpOuEy

[00u0py — OovOpu] OpOEy

= 0p0nEp — 0p0pE«

= 0n divE — V?E,

= [graddivE — V?E], = [-V?Elq
AR

=0
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Wendet man die Rotation auf die vierte Maxwell’sche Gleichung an, so erhalt man
1 1.,
rotrotB = —o;rotE = ——ZatB
c c
Wir erhalten also die beiden Gleichungen
1
2 2 _
(v - 50 ) E-0
v? - La2 B=0
c2t) T
—_—
=0

Jede kartesische Komponente von E und B erfiillt die Wellengleichung.

Bemerkung: Der Maxwellsche Verschiebungsstrom geht hier wesentlich ein. -

Wellengleichung: Die skalare Wellengleichung lautet
1
(- gt w =0

hierbeiist v = cund @ (r,t) € {E,...,B;}.

Zundchst betrachten wir die spezielle Losung, anschlieBend die allgemeine Losung durch
Superposition. Die Wellengleichung ist eine lineare Differentialgleichung.

(,U(T,t) — woeﬂk-r—wt)

Einsetzen in die Wellengleichung

= w = *ck Dispersionsgesetz

Wir haben also das Dispersionsgesetz fiir elektromagnetische Wellen im Vakuum erhalten.

Monochromatische Wellen: Wenn g (r,t) eine Losung der Wellengleichung ist, dann ist
auch @ *(r, t) mit

(,U*(V t) = lIJEI;e—i(k-r—wl‘)
eine Losung.

Der feste Vektor k ist nach Richtung und Betrag beliebig. Im Folgenden betrachten wir eine
nach rechts laufenden Welle, also

w = +clk|
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» 74 Ebenen konstanter, gleicher Phase (periodisch im Raum, Momentaufnahme). Die Konstante
der Phase dndert sich von Ebene zu Ebene um 271r. €'? ist fiir alle Ebenen gleich.

Damit gelten einige Zusammenhédnge

k=k-k Wellenvektor, k = |k| > 0
k = ZTW A hat die Rolle einer Wellenldnge
21 . .
w = T Kreisfrequenz, T: Periode
V= 1_w Frequenz
ST om d

Das Disperionsgesetz lautet nun

A=cT bzw. %=c bzw. vA=c

Die Amplitude der Welle ist komplex: @, = |@glei®0, @, € R.
w(r,t) = |@ole®™  @r,t) =k -r—wt+ @

k- t
@(r,t) =21 (Tr—f> + Qo

Wr+ndk,t) =g
firn ez
p(r,t +nT) =y(r,t)
Wahle nun t fest.
{r e R3|@(r,t) = const} = {r € R3|k - r = const}
Diese Punktmenge entspricht einer Ebene mit Normalenvektor k.
Nun gilt: t variiert, @ ist fest.

Frage: Wie muss sich ein Punkt #(t) im Raum bewegen, sodass sich die Phase an diesem
Punkt nicht dndert? -

Antwort: Er muss sich so bewegen, dass die Projektion der Geschwindigkeit auf k konstant
und gleich c ist. Dazu

(1) = pir(t),0) = 2 (k- () - ct)

=0 = k-7=c
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ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN IM VAKUUM

Das heilt, dass ¢ die Phasengeschwindigkeit elektromagnetischer Wellen im Vakuum ist. -

Bemerkung: Die komplexe Losung (v, t) steht flir zwei lineare unabhédngige relle Losun-
gen:

Wirt) — Rey(r,t) = |Yol cos@(r,t)
’ Imy(r,t) = @l sin@(r,t)

Die Felder E und B sind naturgemalR reell. Dazu gilt folgende Konvention.
E(r,t) = Re [E ei("""“”]
B(r,t) = Re [B ei("""“”]
Bemerkung: » Die orts- und zeitunabhangigen Amplitudenvektoren E und B sind im
Allgmeinen komplex, d.h. sie haben komplexe Komponenten.
» w=xclk] = @(r,t) =|k|(k-rFct) + .
+ Die Welle lduft in Richtung k
— Die Welle lduft in Richtung —k -

Nicht jede Losung der Wellengleichung ist auch eine Loésung der Maxwell’schen Gleichungen.
Diese liefern zusatzliche Bedingungen.

divE=0 = k-E=0
divB=0 = k-B=0

weil
divE=0
ik-E=0
k-E=0

Daraus folgt insbesondere E, B L k. Es handelt sich also um transversale Wellen.

Ferner:
1
rotE = ——0,B
c
= ikxE= i%ﬁ

=ilk|B

kxE=RB kxE=B
|E| = |B] |E| = |B]

(k, E, B) bilden ein Rechtssystem fiir Wellen, die sich in k-Richtung ausbreiten.
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@ = const

» 75 grad, @ = k, d.h. dass k Normalenvektor zur Ebene @ = const ist.

kO

&1

» 76 Das Rechtssystem.

Betrachte Ebenen konstanter Phase, d.h. L k.
E = Elfl + Ezfz
& Ej = 61’]
&12 " k=0

EI,Z = |E1,2|ew(l'2

Damit folgt
E(r,t) =Re [(lﬁllslei"” + Iﬁzlszew‘?) e“""""”]

= |Ei|&1cos(k - ¥ — wt + &) + |Ex| € cos(k - ¥ — wt + o)

Spezialfille: Betrachte

=0 = = E(r,t) = [sllﬁ"ll +£z|}§"z|]cos(k - Wt + ®)
- —
Q(r,t)

|E| = |E|| cos @| + const

Die Richtung von E ist konstant.

Eip = |Eplei®i2
Fir das dynamische elektrische Feld erhalten wir
E(r,t) = |Eylecos(k -7 — wt + 1) + |Ex| &2 cos(k -7 — wt + oxz)

Wir erhalten mehrere Fille.
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&) & &7
E
& &1 &1
X X X

o)

» 77 Veranderung von E mit @. Dabei gilt tan x = IEZ \/IEl I

&

&2

» 78 Eine lineare polarisierte Welle. Zunahme von @ (r,t) entweder durch t fiir festes » oder
durch r - k fiir festes t.

&7

170)

| )

» 79 Das magentische Feld steht orthogonal zum elektrischen.
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o1 = X2 = «: Linear polarisiterte Welle

« + 1r/2: zirkular polarisierte Welle

153
n
Il

E(r,t) = |Eyle,cos(k - ¥ — wt + ;) F |Ex|& sin(k - ¥ — wt + ;)

Falls zusitzlich |E;| = |E,| erhalten wir

cos @
Fsing

E(r,t) = |E | (

|E| = const, aber die Richtung von E ist nicht konstant.

&2
N E
K \
NV

» 80 Drehung der Polarisationsrichtung um die Ausbreitungsachse.

o = oy = 1w/2 und |E;| = |E»|: elliptisch polarisierte Welle

|Ey | cos @
F|E| sin @

E(r,t) =<

Der allgemeine Fall ist eine elliptische Polarisation, wie in Abbildung 82

Fazit: Es gibt einfache, zeitabhdngige Losungen der Maxwellschen Gleichungen im Vakuum

und diese sind:

» monochromatische

| )

|E; |

» 81 Bei elliptisch polarisiertem Licht »eiert« die Polarisationsrichtung.
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T
e

» 82 Trotz sich dndernder Polarisationsrichtung stehen E und B stets senkrecht aufeinander.
Dabei gilt in dieser Zeichnung |E| = |B|, sowie E | B.

» ebene
» transversale
» elliptisch polarisierte
Wellen, die sich mit der Phasengeschwindigkeit ¢ ausbreiten.

Experimentell zeigt sich: ¢ ~ 3000000kms~! = 3 - 108 ms~!, Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum.

(d.h. Licht ist eine elektromagnetische Welle) -

Energie einer elektromagnetischen Welle
1 ; .
U= [(ReE)? + (ReB)?] , Energiedichte € R
ReE = %(E + E*)

dabei lauten die betrachteten Wellen
E = Eelxrb
B-= Eeix(r,t)

mit x = k- ¥ — wt.

(ReE)Z _ Z I:Ezele + E*28721X + ZEE*]
Fiir den zeitlichen Mittelwert erhalten wir

. 1
() --mﬁj

T

udt
.

Da hier T — co muss T > T sein.

1 (7 ) in 2
J erhwtdt:M_.o, fﬁrw-r:Zn'z—»oo
2T )+ 2wT T
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Re e?iX

T/?2

2T

Nlustration zum zeitlichen Mittelwert. Einige interessante Groflen wurden beschriftet.

Damit folgt also

— 1 |2 °27i°2
() = o (IE? +1B2) = . |E|

Diese Darstellung ist unabhédngig von # und t.

Poyntingvektor

S = < (ReE) x (ReB)
41T

— % (ReE) x (k XReE)
41T

£

41T

- £ (ReE)2k

T 4T

Wir wissen

(ReE)*) = 2 EP

Damit erhalten wir

() = < |EIk = (w)ck
81

{fc((ReE) - (ReE)) - (ReE) - ((ReE) - k)}

Damit lasst sich auch von der Impulsdichte des elektromagnetischen Feldes der Mittelwert

ermitteln
1
p= ES
(u) »
(p)= () =" "k
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Allgemeine Losung der Wellengleichung
. 1 ..
(szgaf%p:mpzo

Aus der Superposition ebener, monochromatischer Wellen, d.h. einer Fouriertransformation
ergibt sich

wirt) = f%u}(k,t)e“‘*
Pk, t) = Idsr Y(r, t)e kr

Folglich erhalten wir im Fourierraum

dk
(2m)3

Oy(r,t) = J (—k2 - éaf) Pk, t)ek" =0

Daraus folgt insbesondere, dass der Integrand null sein muss, also
szflaz pk,t) =0
CZ t (»U ) =

Es handelt sich nun um eine gewoéhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir ¢ (k, t).
Die allgemeine Losung dieser Gleichung lautet

Pk, t) = %a(k)e’i‘“t + %b(k)ei“”

mit w = w (k) = clk|.

Physikalische Felder:

pr(r,t) = g(r,t)
= P*(k,t) = P(-k,t)
= a* (k)e + b* (k)e ! = a(—k)e ! + b(—k)el!
= a*(k) =b(-k), b*(k)=a(-k)
= b(k) = a*(-k)

Damit erhalten wir

dk
(2mr)3

o1 . o1 .
(,U(V, t) _ I [elk-ria(k)e—la)(k)t + elk-r 5(/1* (7k)e1a)(k)t:|
Integration nach k — —k liefert fiir den zweiten Term zum Beispiel

I e—ik-r%a* (k)el@®r

_ dk i(k-r—w(k)t
Y(r,t) = ReJ (27_[)3a(k)e

mit w (k) = c|k|. Dies ist die Uberlagerung ebener Wellen.
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Wir kénnen a(k) € C aus Anfangsbedingungen ableiten:
%[a(k) +a*(-k)] = st,, Yr,t=0)e*r
Lelkitat) ~a* 01 = [@rawr = ek
Diese beiden Gleichungen liefern Re a(k) und Im a (k). Eine kurze Herleitung folgt

wrt=0) = ReJ %a(k)e“‘"

= % (2(:}’_]:)3 [a(k)ei(k-r +a* (k)e—ik-r]
= (261_]:)3 [%a(k) + %a*(—k)] elkr

= %[a(k) +a*(-k)] = Jd3r Y, t =0)ekr

dk
(2m)3

) % <2clf>s [a k) (—icw)e™” +a* (k) (iw)e'” |

= (Zc_lli.()j [%a(k)(—lw) + %a*(—k)(lw)] ei(k.r

oy (r,t =0) =Re a(—k)(—iw)e*"

[ dk —iclk] e
= | Gy 2 latk) +a* (k)]

= —%C|k|[a(k) —a*(-k)] = JdgratlI/(T,t _ 0)e-ikr

Spezialfille
» a(k) =ag(2m)35(k — ko)
= @(r,t) =Re [aoei”‘ﬂ""““‘ﬂ)”}
Es handelt sich um eine monochromatische, ebene Welle.

» Allgemeine ebene Welle (z.B. in x-Richtung) a(k) = A(ky)(21)%6(k, )5 (k)

_ dk i(kx—clk|t)
= Y(r,t) 7Re£w (ZW)A(k)e

© 0
= Re %A(k)eiku—ct) + ReJ %A(k)eik(,\wct)
0 2m —w 2TT
= f(x—ct) +g(x +ct)
Hierbei sind f und g beliebige Funktionen ihrer Argumente.

» In beliebige Richtung gilt:

wart)=flk-r—ct)+glk-r+ct)

Dabei ist f eine ebene Welle, die Richtung k lauft, wahrend g in Richtung —k lauft.

f =const = k-¥ =ct+ const fir t = const eine Ebene mit Normalenvektor k.
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2.6 DIE ELEKTROMAGNETISCHEN POTENTIALE

f(x—ct)
AN N
lt-0 >0

» 84 Mit der Zeit wird die Funktion f(x — ct) mit der Geschwindigkeit ¢ verschoben. Es handelt
sich um eine starre Verschiebung.

Zusammenfassung: Elektromagnetische Wellen im Vakuum erfiillen die Wellengleichung

OE=0=0B
_ dSk I i(k-r—w(k)t)
E(r,t) =Re (27T)3E(k)e
_ d’k i(k-r—cw(k)t)
B(r,t) = ReJ (27T)3B(k)e

mit w(k) = cl|k].

E(k),B(k) € C ist die komplexe Amplitude der Wellen. Phase und Polarisation stammen
aus den Anfangsbedingungen.

V-E=0=V-B = k-E(k)=0=k-B(k)

vXE:%atB = B(k) = kx E(k) -

2.6 Die elektromagnetischen Potentiale (Elektrodynamik als
Eichfeldtheorie)

Aus der Statik ist bekannt, dass
E(r) = -V¢(r)
B(r) =V XA(r)
Ziele: » Verallgemeinerung auf zeitabhéngige Felder
» Losung der »vollen« Maxwellschen Gleichungen mit vorgegebenen o(7,t) und j(r,t).
Mit den homogenen Maxwellgleichungen erhalten wir
divB=0 = B =rotA 1 1
1 = rOt(E+—8tA)=O = E+—8tA=—V(i)
rotE + EatB =0 c c

Fazit: Die homogenen Maxwellschen Gleichungen werden mit folgenden Ansatzen iden-
tisch erfillt:

B =rotA, E:7V¢>7%atA (2.8)
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Die - hier noch relativ zueinander beliebigen - Potentiale ¢ (#,t) und A(r, t) werden durch
die inhomogenen Maxwellschen Gleichungen in Verbindung mit einer Eichtransformation
festgelegt.

Inhomogene Maxwellgleichungen

V-E=41TQ=—V2¢—%6¢V-A )
VXBflatE:4—1Tj:V><(V><A)+18tV¢>+LzafA )
C C C C

5 1, 1
:7(V27C—285)A+V(VA+EE%¢))

Nun stellt sich die Frage, was ist die Divergenz von A? (V - A)

Erste Wahl: Lorenzeichung

V-A+%at¢=0 (2.9)

Unter dieser Eichung transformieren sich die Gleichungen (I) und (IV) folgendermaRen:

M (Vz - éaf) ¢ = —4mp

— (2.10)
7| (- Lo)a- s

Diese inhomogenen Wellengleichungen sind mit (2.8) und mit (2.9) dquivalent zu den vol-
len Maxwellschen Gleichungen, d.h. gesucht werden nur solche Lésungen der inhomogenen
Wellengleichung (2.10), welche der (2.9) gentigen.

Sei (¢, A) eine auf diese Weise gefundene Losung von (2.9) und (2.10).

Frage: Wie viele andere Potentiale (¢p’, A") gibt es, die im Allgemeinen zwar nicht (2.9) und
(2.10) 16sen, aber die gleichen physikalischen Felder E und B proudzieren, wie (¢, A)? -

Antwort: Es gibt unendlich viele solche Potentiale (¢’, A") und sie gehen aus (¢, A) durch

sogenannte Eichtransformation hervor. -
A=A+ VA
, 1
¢ = - EatA

Dabei ist A(r,t) ein beliebiges skalares Vektorfeld.
B=VxA =Vx(A+VA)=VXxA=B
E =-V¢ - %atA’ =-Vv [4) - %at/\] - %at [A+ VA]

= 7V¢)7 %atA:E
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Bemerkung: 1.) Zu jedem beliebigen Paar (¢, A") lisst sich eine Eichtransformation fin-
den, sodass das transformierte Paar (¢',A"”) der Lorenzeichung (2.9) geniigt.

BEWEIS Seien (¢p’, A’) beliebig.
;1 , i
V-A +Eat¢ =I'+0 ia.
Forderung
v 1 /"
V-A + Eat(b =0
/ 1 , 1
<=>V[A +VA]+EBt[¢ —EBtA]=0

;1 , ; 1.,
= V-A +Eatd) +V2A7§85A:0

| —}
T

< OA=-T

Die Losung dieser inhomogenen Wellengleichung liefert die gesuchte Eichtransforma-
tion. ]

(N

2.) Es gibt unendlich viele Paare (¢”,A"), die der Lorenzeichung (2.9) geniigen. Sie gehen

untereinander durch eingeschriankte Eichtransformation A, hervor, die der Wellen-
gleichung 0 Ag = 0 gentigen. Hierflr gibt es unendlich viele Losungen.

Die inhomogenen Maxwellgleichungen ohne Einchung lauten

Vi + 23,7 - A) = ~4me )

DAfv(VA+%&¢):7%?j ()

Eine Entkopplung findet durch die Lorenzeichung (V - A + ;atq)) = 0) oder durch die
Coulombeichung (V - A = 0) statt.

Sei (¢, A) eine Losung der gekoppelten Gleichungen, das der Lorenzeichung nicht
geniigt, d.h.

v-A+%a¢=r¢0

Jetzt wird eine Eichtransformation (¢,A) — (¢’,A’), sodass (¢p’,A") die Lorenzei-
chung erfillt. 0 A = —T ist die Bestimmungsgleichung fiir diese Eichtransformation.

Aus

gL
¢ = - -an
A=A+ VA
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folgt
) 1
—4mmp =V ¢+EatV-A
=V? (4)’ + %at/\) + %atv (A" = VA)
24, 1 1 2 1 2
=V d) +78tV-A+*atV A**atv A
o c c
= v2¢’+%atv-A’
und

——j=DA—V(V-A+%at¢)

O[A — VA] -V (v [A" - VA] + %at [¢' + %&AD
—0A -VOA-V (v A+ %atcp’) -V (—v2A+ éaEA)
—_—

—OA

oA -V (V A+ %atd))
Daraus folgt, dass (*) und (**) invariant sind unter Eichtransformation.

Jede Losung von (*) und (**) kann durch eine geeignete Eichtransformation A (DA =
-V-A+ %atd) im Falle der Lorenzeichung) auf eine Form gebracht werden, sodass sie
die inhomogene Wellengleichung im Fall der Lorenzeichung (bzw. die entsprechenden
Gleichungen um Fall der Coulombeichung, s.u.) erfillt.

Findet man Losungen (¢, A) der inhomogenen Wellengleichung die der Lorenzei-
chung nicht geniigen und unterwirft diese einer Eichtransformation A gamaf Punkt 1.
um (43,A) zu erhalten, so geniigen letzere zwar der Lorenzeichung, sind aber keine
Losungen der inhomogenen Wellengleichung mehr, sondern entspricht einer Losung
zu

D(f)=[|(f)—%atE\A=—4TrQ—%atDA
(#)

DA:DA+VDA:74TT(J'+VDA

Da ( ff) A) die Lorenzeichung nicht erfiillen und A gemaR (*), so bestimmt wurde, dass
(¢, A) die Lorenzeichung erfillen, muss OA = —T = 0.

Andererseits zeigt (#), dass (¢, A) der Lorenzeichung geniigen und die inhomogene
Wellengleichung erfiillen und nur einer eingeschrankten Eichtransformation Ao mit
OAp = 0 unterworfen werden, sodass die Lorenzeichung erhalten bleibt (siehe 2.),
dann bleiben die transformierten Paare nach wie vor Losungen der inhomogenen Wel-
lengleichung.

Losungen der inhomogenen Wellengleichung, die die Lorenzeichung nicht erfiillen
(und damit keine Losung von (*) und (**) sind) werden durch Umeichung (die zur
Erfiilllung der Lorenzeichung fiihrt) noch keine Loésung von (*) und (**).
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4.) Ein Vorteil der Lorenzeichung ist, dass eine gleichartige Behandlung von ¢ und A
stattfindet (Dies lasst sich auch lorenzinvariant formulieren). -

Zweite Wahl: Coulombeichung

Auch in diesem zweiten Fall lisst sich jedes Paar (¢, A") durch eine Eichtransformation in
ein Paar (¢"’, A”) iiberfithren, das der Coulombeichung geniigt:

0=V-A"=V(A+VA) = V?A=-divA

ist die Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Eichtransformation A.

M V2¢p = 4o
=

C

Bedeutung von j*:

. . 1
Jj=Jj- Evaﬂb

div j* = divj— ﬁatvch

. 1
=divj - Eat(—élrrg)

=divj+d,0=0
it (r,t) = ﬂ“(k t)elkr
Frn = | o5k

divj* =0 = j (kt)- k=0

daher »transversale« Stromdichte. Vorteil der Coulombeichung ist, dass wenn ¢(r,t) im
ganzen R3 bekannt ist, dann gilt:

e(r',t)
¥ —v|

¢(r,t) =

dV’  (gilt nur fir die Coulombeichung)

Losung der inhomogenen Wellengleichung Wir 16sen die inhomogene Wellengleichung
fiir das Vektorpotential A bzw. das skalare Potential ¢. Dabei gilt

Oy(r,t) = -4 f(r,t)

wobei f(r,t) gegeben sei.

Wir betrachten Greens Funktion im R*:

\ OGr —v,t—t') = —4md(r —+)5(t —t')
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Mit der Kenntnis der Greenschen Funktion lautet die Losung der inhomogenen Wellenglei-
chung

W, t) = Pplr,t) + JW Gr—v,t—t)f(rt)d®rdt’

wobei @, die allgmeine Losung der homogenen Wellengleichung O ¢, = 0 ist.

Die Berechnung erfolgt durch Fouriertransformation. Seien dabei #' = 0,t" = 0:

_ dSk dw ~ i(k-r—wt)
G(r,t) = 2n) 2 G(k,w)e
_ &’k dw i(k-r—wt)
6(r)o(t) = @m)3 2m -e
2
— (—kz + w—2> Gk, w) = —4m
c
- 47r? ~
= O e T
mit G, =T'(k)S(w? — c?k?), denn
2
<7k2 + %) T(k)S(w? - c2k?) = 0
Zur Erinnerung
0(g(w)) = Z Wlw)la(w - w;i), w;:g(w;) =0 einfache Nullstellen
i

i
Riicktransformation ergibt

d3k
(2m)3

T (k) e*™ J (;—CTLT) S8 ((w —ck)(w + ck)) e i@t
ﬁw(w—ckv)ﬂi(wﬂk)}

djk r(k) ei(k-r—ckt) + djk r(k) ei(k-1‘+ckt)

Gp(r,t) =

~ ) (2m)3 4mck (2717)3 417k
R T®) er e, ([ B TR e )
(2717)3 411k (211)3 41Tk

wenn I'(k) = I'*(—k)

d3k Mei(k-r—ckt)

= 2Re | o dmck

Als nédchstes ist der inhomogene Anteil an der Reihe:

G~_21TC( 1 B 1 )
Tk \w+ck w-ck
~ . 2TTC 1 1
Gisllrg} k [wf(fckfis)iwf(ckfis)]
Gt = [ 99 ¢k, w) et
—o 2TT
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e>0 Im w
~ —t<0
G
Re w
. C
ck —ie
°

» 85 Veranschaulichung der Integration in der komplexen Ebene.

Dabei gilt

—iwt = -i(Rew +ilmw)t = Imw)t —i(Rew)t
leTiwt| = M@t _, 0 fiir (Im w)t < O

Das heiBt: Bei t > 0 fir Imw < 0 und bei t < 0 fiir Im w > 0, woraus folgt, dass fur t > 0
der Integrationsweg nach unten und fir t < 0 nach oben geschlossen werden kann.

— Gkt <0) = jﬁ Ao =k ) et
C1 21T

Gkt > 0) = §§ A0 =g ) et
C 21T

Residuensatz Eine in einem Gebiet G \ {zy} analytische Funktion Idsst sich in eine Laurent-
Reihe entwickeln:

f(2)=> an(z—zo)"

nez
wobei
n-1
an =y f @20 f @) dg
a1 =Resf(2)l—z = ﬁ %f(C)dC .

> Beispiel Sei f(z) = @(z)/y(z), sodass @ und y analytisch in z, sind, wobei @/ (zy) =0
eine einfache Nullstelle sei.

I‘esf(z ) z=z0 — Res J ( 0) 1,(20)(2 Z()) - :|
0
Z=20

Y'(zg)(z—2z9) + ...
— Res [ @ (2p) 1 ]

Y'(z0) z - 2o

_ @(20)
Y’ (20)
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Liegen mehrere Residuen vor, so wird dariiber summiert

f f(z)dz = 2mi Y Res f(2)].—z,
¢ i

wobei z; alle singuldren Punte sind, die von C umschlossen werden. I«

Fiir € > 0 umschlieBt C; keine Polstelle, also ist G(k, t < 0) = 0.

G(k,t >0) = —2mi {Res [Lé(k, w) e*i“”]
21T

+ Res [Lé(k,w)e’i‘“‘] }
21T w=ck-ie

w=—ck-ie

Das Minuszeichen wurde eingefiihrt, um der Orientierung von C Rechnung zu tragen.

1 - . c . . ~0 C ;
Res [—G(k, (U) e—lwt] — _e*l(*Ck*IE)t £ _elckt
21 w=—ck-ie k k
1 - ) c . ) 0 C .
Res [—G(k, w) e—lwt] — 7_6—1(ck—1s)t £ 7_e*1th
21T w=ck-ie k

Also erhalten wir

A - _ : £ ickt _ E —ickt}
G(k,t > 0) Zm{ke ke
- —ZWi%Eisinckt
= 4%6 sinckt
Gk, t) = 4Trc Sm]fkt@(t)

mit der Heaviside-Funktion ©(t) mit

1 ,t>0
() =
0 ,t<0

Im Ortsraum

3 ~ .
Crt) = j% GlkI, b e = G(Ir], 1)
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wahle nun speziell » = (0,0, 7)

2m :
» sinckt
G(r,t) = o )541TC®(tJ dkkj dGstJ dp ———
=—c€(t)J dkksincktj dx elkrx
U 0 -1
ZM
= 2C®(t J dk sin(kr) sin(ckt)
=wj dk sin(kr) sin(ckt)
mr J.o
G(r,t) = co(t) {Jm dk [cos(k(r — ct)) — cos(k(r + ct))]
21TY —e0

+ iJw dk [sin(k(r — ct)) — sin(k(¥ + ct))]}

_ C®(t) 1k(1’—ct) _ e—ik(rﬂ:t)]
—o 21T

_ c@(t) ak {5(r—ct) O(r +ct)}

da®(t)o(r +ct)=0

= wé(? —ct)
p

S0 o o-2)
-804,1)

dad(t—r/c)=0furt <0

5(t-%)

r

Schlussendlich bleibt also iibrig

o(t - L
G“’ﬂ”i—ﬂﬁ%

ry e
Guer(r 7/ L~ 1) = W

Dies wird als retardierte Greensche Funktion bezeichnet. Gper (¥ —

Punkt ' auslaufenden Kugelwelle, die zur Zeit t’ loslauft.
1.) t < t’: Wert der Kugelwelle iiberall O
2.) t = t’: unendlich groRer Wert (»Blitz«) bei r = »’

3.) t > t': §-artige Intensitat bei [» — 7’| = c(t - t)
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< — >0

» 86 Illustration zur anderen Verschiebung der Pole um eine neue Greensche Funktion zu erhal-

ten.

Die Flache konstanter Intensitét ist eine Kugelschale um #’ mit Radius c(t — t’) — +oo, also

einer Kugelwelle, die mit Lichtgeschwindigkeit auslauft.

Es gibt noch eine weitere Greensche Funktion als Losung.

¢ - lm 21Tc[ 1 ~ 1 ]
"m0 w - (—ck —ie) w - (ck —i¢)

C, umschlieBRt keine Pole, folglich G(k, t > 0) =

G(k,t <0) =2mi {Res [ié(k,w) e’i“’t]
21T

w=~-ck—ig

Duch analoge Rechnung zu oben erhalten wir

G(r 1) = C®(t) (5(r—ct) —6(r +ct)}
- C®( ”5( r+ct)
S

Wir erhalten die avancierte Greensche Funktion.

s (-t
Ga.(r —v',t —t') = W

+Res[iG~(k,w)e’i“’t] }
27T w=ck-i¢
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GI‘Q[. [R2 Gav.
t<t
nichts einlaufende Kugelwelle
- t, +
Blitz Blitz
auslaufende Kugelwelle nichts

» 87 Vergleich von avancierter und retardierter Greenscher Funktion.

Gret. R3 Gav.
t>t nichts
Kugelwelle

t=t'
Lichtkegel
t<t nichts

» 88 Veranschaulichung des Unterschiedes zwischen retardierter und avancierter Greenscher
Funktion.
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STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN ‘ 2
Probe: G(r,t) =6 (t + E) r-!
,
Vz_iaz 6(ti?)
2t r

:lvzé(tiz>+5(tiz)vzl+2(V5(tiz>>
¥ c c r c
¥
C

oG

=1D5(tiz>—41T5(r)5(tiz>+2(i(5(ti (il>
r c c or orvr
~—amsr5 e+ 1)+ 1{a5 v - Lpp 1 3}5 (t=2)- Zas(t=")
C v v v C C v
—_—

v2

—amsmow + - foi- Latto(t= D)+ oo (t=T)
s c c v C
- -

0

o I (RS EETR (P
v C C
0

= —4md(r)o(t)

Sowohl Gy, als auch G,y sind mathematisch zuldssige Losungen. Das bedeutet, dass die
Maxwellschen Gleichungen invariant sind unter Zeitumkehr. Die physikalische Losung wird
durch die Ausstrahlungsbedingung ausgewahlt. Man nehme steht Gy, d.h. ein Blitz zur Zeit
t’ bei ' hat stets eine auslaufende Kugelwelle zur Folge und ist nicht selbst das Produkt
einer einlaufenden Kugelwelle.

Mit Hilfe der retardierten Greenschen Funktion lautet die Losung der inhomogenen Wellen-
gleichung

wr,t) = Pu(r,t) + L@ d3r’ f dt' Gr —v',t —t') f(r',t)

)

¥ —7'|

= Yn(r,t) + L@ a3’ f dt’ f@',t)

CLFE S ) Jre,

— 3
= Yp(r,t) +Jm3d v v

dabei ist %Ir — 7’| die Zeit, die die elektromagnetische Strahlung benétigt, um von #’ nach
r zu gelangen-

Damit lauten die allgemeinen Losungen fir ¢ und A in Lorenzeichung:

[o(r, 1) ]rer

lr —7|

[j(r', ) ]re.
¥ —7'|

¢(r,t) = Pu(r,t) + L@ d3v’

A(r,t) = Ay(r,t) + 1 J d3v’
C Jr3

Dabeiist [o(?',t) ]rer. = (¢, t,) mit t, =t — %Ir — 7’| (retardierte Zeit). AuRerdem
bn b (k)
A],,, Ah(k)

d3k

eilk-r—ckt)
(2mr)3

(r,t) =Re
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2.6 DIE ELEKTROMAGNETISCHEN POTENTIALE

Die obigen Ausdriicke sind als Losungen der inhomogenen Wellengleichung nur dann die
gesuchten Potentiale fiir die Felder E und B, die die Maxwellschen Gleichungen erfiillen,
wenn sie der Lorenzeichung gentigen.

Homogener Anteil: divAj, + 23;¢, =0
0= Rej ﬂ[ik;&h(k) - ik(i)h(k)] eilkr—ckt)
(2m)3

Pn(k) = kA (k)

muss gelten.

Inhomogener Anteil: A(r,t) = [ G(r — v/, t = t') %j(r’, t)d3r’ dt’
» Fur A:

V,A(r,t) = J L (VeGr - r,t—t")) %j(r’,t’) A3y’ dt’
R

= 7'[ (VpyGr—r',t-t')) lj(1",t’)d31f’ dt’
R4 c

—J Vy (G(r—r’,t —t) lj(r’,t’)) A3y’ dt’
N R? c J

=0 gemal GauB ung Lokalisierung von j
+J G(r—r’,t—t’)lv,,j(r’,t’)d%’dt’
R4 C
» Fir ¢
1 1 , , ey A3 A3
—op(r,t)=—| O@Gr—-r,t-t)) o', t')d3r dt
Cc C Jr4
= —lj ©rGr—r',t—t)) o', t')d3r dt’
C Jr4

-1 d'fr’J dt' o, [Gr —v',t—t) o', t')]
C JRr3 JR )

v

0

+1J Gr—-r,t—t)opo@, t)dr dt’
C Jr4

o(r',t') ist lokalisiert, somit ist |#’| beschrankt. Also

11m6(t'+ % 7t) —~ 8(00) =0

t"'—oo
beschrankt
. , lr—7|
lim 6(t + —————-t) = 6(-0) =0
t'——oo c
beschrankt
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und

divA + %8@ = % J \ Gr—r,t—t)[Vyjrt)+opo@, t')] ddrdt
R . ,

-~
= 0 wegen Kontinuitéatsgleichung

=0

Die Lorenzeichung ist also erfiillt.

ruhender Beobachter

r(t)

» 89 r(t) ist die Weltlinie eines bewegten Beobachters. Der Beobachter registriert zur Zeit t am
7| stattfand.

¢

Ort » ein Eregnis, das am Ort v’ zur Zeit t’ =t —

Die Eichinvarianz spielt auch bei der Lagrangeformulierung der Bewegungsgleichung in der
Mechanik eine Rolle. Lagrangefunktion L eines geladenen Teilchens in duBeren elektroma-
gnetischen Feldern: L(r,#,A(r,t), p(r,t)). Fir A = ¢p = 0 wird L durch die Forderung nach
Isotropie des Raumes und Homogenitdat von Raum und Zeit, sowie der Forderung entweder
der Galileiinvarianz (bzw. Lorentzinvarianz) festgelegt.

Wenn nun A = 0 und ¢ # 0, erheben wir die Forderung nach Eichinvarianz der Euler-
Lagrange-Gleichung:
d

UhhA¢ﬁd«nhA+Vm¢—%&A)+a

f

Behauptung:

22

L= 2 — Uelmag (7, A,
{mczm} emag (¥, A, ¢)

Uctmag = —%M<r<t>,t> +qdr(t),t)

Wendet man die Euler-Lagrange-Gleichung an, so erhélt man die Bewegungsgleichung

mf:qE+%fxB -
Eichtransformation:

A—-A" =A +VA

$- ¢ =¢-1oA
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2.6 DIE ELEKTROMAGNETISCHEN POTENTIALE

Unter dieser Transformation ergibt sich

[(nhA+vm¢f%&A)fUnhA¢)
a
C

o]

FVAr(L),t) + %atA(r(t),t)

d
= gf(r(t),t)
to d
= | EA(T(t),t)dt

= A(T(tz), tz) — A(T(tl)y tl)

Liefert keinen Beitrag zu 6 fff Ldt, bei der #(t;) und r(t,) festgehalten werden. Die Euler-
Lagrange-Gleichungen sind invariant.

da o
dt or  or

Die Lagrange-Funktion lautet

L= ? - Uclmag(i’yAa 4)) y Uclmag = —%T;A(T(t), t) +q- ¢(T(t)y t)

Wir verwenden den kanonischen Impuls

_oL _ mr q
731-’7 1_"’_2 C

P

Die Euler-Lagrange-Gleichungen lauten hier

doL oL _
dt or or
und liefert die Bewegungsgleichung gemaR der Lorentzkraft (klassisch).

mi*=q(E+%(i’><B))
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STATISCHE FELDER UND ELEKTROMAGNETISCHE WELLEN 2

Fiir die Hamiltonfunktion erhilt man

H(r,p,t)=p - -¥(r,p,t) — L(r,v(r,p,t),t)

R GO I A

Mit den kanonischen Gleichungen

po o
op

)

P="%

erhélt man die Newtonschen Bewegungsgleichungen mit der Lorentzkraft.

Die Ladung bewirkt eine minimale Kopplung:
1
=0: H=—
a m p’
q=+0:

1 a .\
Zm(p_ A) taé
%,_J

mr

A )( ) -a) (-
—(p-2a+2 dpa) - — (p-2a -2A
m(p Cc * Cc 2m C P C
1
m

2
_4a a _4a _L( _4a ) a ( _4a
(p CA) +cmA(p A) 2m P cA cm P

Fiir die Quantisierung fithren wir den Ubergang durch, bei dem die Hamiltonfunktion H

zum Hamiltonoperator H und der kanonische Impuls p zum Impulsoperator p =

wird.

H#,p,t) =

. a 2
o [—mv ~2aw, t)] L adr,b)

-1

ihv
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SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Spezielle Relativitatstheorie

3.1 Der Raum-Zeit Begriff: Historische Evolution

Aristoteles Geht von der Situtation eines ausgezeichneten Inertialsystems aus.

Zeit t

. A B
jetzt

PR
I1, j I1,
C
Raum x
hier

» A, B, C: Ereignisse
» A, B: gleichzeitig

» B, C: gleichortig

RZ = (R3 x R, I, II;)

gleichzeitig und gleichortig sind die Projektionen auf die Zeit bzw. Raumachse.

Galilei, Newton Alle gleichformig gegeneinander bewegten Bezugssysteme sind gleichbe-
rechtigte Inertialsysteme.

Raum x
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3.1 DER RAUM-ZEIT BEGRIFF: HISTORISCHE EVOLUTION

y y'

@ @ . (1,0,0)

o (o)

X x’
z z'

Galileitransformation

x'=x-vt
t'=t
, 1 , x
U'=-——x"+—
v
1 x’
t=—x—-—
v v

Die Galileitransformation ist eine spezielle affine Abbildung von R3 x R — R? x R, d.h.
Geraden gehen in Geraden tiiber.

Il
!

gleichortig: relativ ~ gleichzeitig: absolut

RZ = (R?® x [R,)j(, Il;)

Siehe spéater: Lorentz, Einstein: allgemeine, affine Abbildung, bei der gleichzeitig + IT, und
damit ebenfalls relativ ist.

Elektrodynamik: Die Maxwellgleichungen sind nicht Galilei-invariant. Dieser Umstand wiir-
de durch die Annahme der Atherhypothese gestiitzt, die ein Inertialsystem - das des ruhen-

den Athers - auszeichnen wiirde (Der Ather wiirde das Fluidum bereitstellen, welches wie

bei anderen Wellenausbreitungen (Schall, etc.) den als notwendig betrachteten Trager bereit-

stellen wiirde). Allerdings wiirde dies einen subtilen Riickfall in die Aristotelische Physik mit

I1, bedeuten: Nicht mehr die Erdscheibe, sondern der ruhende Ather wire das bevorzugte

Inertialsystem.

Experimenteller Befund: Athernachweis erfolglos
» Aberration von Fixsternpositionen wahrend eines Jahres
» Fizeaus Experiment bzgl. der Lichtgeschwindigkeit in bewegten Fliissigkeiten (1859)
» Michelson-Marley Experiment bzgl. der direkten Bewegung durch den Ather (1887)

In das Induktionsgesetz geht nur die Relativbewegung ein.
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SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE 3

G G

» 90 Leiterschleife im Magnetfeld. Die elektromotorische Kraft ist fiir beide Bewegungsrichtun-
gen gleich grof.

» 91 Zwei Bezugssysteme X und X’ sind Inertialsysteme

Einstein (1905): Das Relativitcitsprinzip gilt allgmein.
1.) Existenz von Inertialsystemen: Kraftefreie Teilchen bewegen sich geradelinig-gleichformig

2.) Ein gegeniiber einem Inertialsystem mit konstanter Geschwindigkeit bewegtes Bezugs-
system ist ebenfalls ein Inertialsystem.

3.) Unter der Abbildung A : 3 — 3’ sind Naturgesetze kovariant, d.h. in ihrer Form invari-
ant unter der Abbildung A.

Schlussfolgerung: Wenn die Maxwellschen Gleichungen kovariant unter A sein sollen, dann
kann A keine Galilei-Transformation sein. -

3.2 Lorentztransformation

Wir moéchten nun die explizit Form von A finden. Wir fordern
1.) Raum-Zeit Homogenitdt und Raum-Isotropie

2.) Gruppen-Eigenschaften (A € Gruppe); diese Gruppe enthélt Raum-Zeit-Translationen,
raumliche Drehungen und Spiegelung)

RN SR s AL LI
A" =AoA
In Abbildung 92 sind einige Dinge zu beachten:

» v = (v,0,0) ist die Geschwindigkeit von O’ (oder jedes anderen Punktes von X')
beziglich .

» x(t) ist die Bahnkurve eines festen Punktes x’ = const von 3’ beziiglich X.
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LORENTZTRANSFORMATION

o (o)

» 92 Standardkonfiguration

» x'(t') ist die Bahnkurve eines festen Punktes x = const von X beziiglich 3'.

Es muss gelten

dx(t)
— = v = const
dt x'=const
dx’(t")
= —v = const (®)
dt’ x=const
aulerdem

A (RPXR) - (R®xR)
>3
(r,t) - (¥, t') =7"(r,t),t' (r,t)

Aus der Raum-Zeit-Homogenitét folgt ein linearer Zusammenhang. Es handelt sich also um
eine affine Transformation.

Wir wissen = 2 3'. Auf dieser Basis machen wir einen Ansatz v’ =1vy,z =2z (d.h. die Ebene
x = const wird wiederum auf eine - allerdings verschiedene - Ebene x’ = const abgebildet).
Dieser fiihrt zu dem Erfolg, dass wir einen linearen Ansatz fiir x’ erhalten mit

x' =yw)x+bw)t

Damit erhalten wir

x'=yv)x—-vyw)t=yw)(x —vt)

dx _,_ b
dt x’=const y(U)
folglich

V-0 = A=id = y(v-0)=1
Dies spiegelt die Stetigkeit bei v — 0 wider.
Al
A~! soll aus A durch v — —v hervorgehen.

x=y(-v)(x' +vt)
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Bilde nun die Ableitung von x’ nach t’

dx’

dt’ x=const

=-v

Dies erfiillt offensichtlich (®)

’

x=y@)y(-v)x —y@)y(-v)vt + y(-v)vt

_yy(v) -1 5]
y(wy(-v) v

x' = y)[x - vt]

t'=yw) [t

y (v) ist dimensionslos; wenn es von v abhédngt, muss es zuséatzlich parametrisch von einer
weiteren, festen Geschwindigkeit V, abhédngen: y = y(v/Vy). Im Limes v/Vy — 0 soll die
Galileitransformation wieder entstehen: y (v/Vy) =1+ O ((v/Vy)?)

Annahme: Yy ist iiberhaupt vom Vorzeichen von v unabhéingig.

, yi-1x
t=ylt-+——=
y[ y? v]

x' =y[x -vt] -
Definition
Y2 /Vp) —1 - v?
v wivo o vif(L)
ng(%)zvz, V250 = y>1 %

Damit ergibt sich fur die Standardkonfiguration

mity =

1
V1 - (v/V)?

Nun werden die Eigenschaften von V2 = V§ f(v/V,) aus den Gruppeneigenschaften von A
bestimmt.

(x, 1) —> (x', 1)) —L (x", 1)

v (o)
X" = yr(xr _ U’t')

oy (t_ %x)

3



N

LORENTZTRANSFORMATION

wobei

Jetzt Einsetzen von x" und t':

x" = y[Y(x—vt) -v'y (t— %x)] =yy' [(1 + li/z,)x— (v +v’)t]

. , vv’ v+ |
x" =vyy 1+V2 x—1+w,t =y"[x - vt] (3.1)

I3

Nun wollen wir ¢ bestimmen.

" v’

t ylt- Fy(x -vt)
_ v v’
=yy'|(1 + L Ve + Ve

v v’2 v
v’ ! "
- X| = t——=x 2
( ){ vy } Y [ V2 ] (3-2)

(3.1) und (3.2) gelten fir alle x, t. Speziell:

, v’ y

Gl = vy (1+55) =y 3.3
, v’ y

(3-2)lx=0 = yy (1 + V,z) =Yy (3-4)
= V2=v"?

Mit (3.1) und (3.3) gilt

., v+v

1+ %57

v

Dies ist das Additionstheorem der Geschwindigkeiten (hier speziell: v || v || v").

Y vy v

2 12 112 12

2)und (3.4) = =i~ = =Y 0e
1+ 2 Vv 1+ 37

V2:V'2
— Vz — V!Z _ V”Z
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tanh €

» 93 Tangens hyperbolicus

d.h.

) ()1 () = r-om

Wihle nun 0.B.d.A. f = 1. Daraus folgt, dass V2 = V¢ eine invariante Geschwindigkeit ist.

Zur Bedeutung von Vj:

) Vi = 0 = A : Galileitranformation
1. :
V¢ =0 = y =i-0:unphysikalisch, da x’,t' € R

, v
2.) t =y<t—v—§x>

speziellx =0 = t' =yt

1.) Wédre y < 1, so wiirde A von der Gegenwart t in X in die Vergangenheit t’ < ¢t
in ¥’ transformieren. Wegen (y2 — 1)/y? = v2/V? = v2/V¢ bedeutet dies, dass
V§ > 0 sicherstellt, dass Zukunft und Vergangenheit nicht vertauscht werden
kann.

2.) Wire V§ < 0, sowie v = oo fiir vv’ = —V¢ (siehe Additionstheorem) unphysika-
lisch.

3.) Seien I‘}’—UI < 1und I‘”/—(;I <1.

v v’
3C,C' €R: — = tanhC, — = tanh’
C,C € Ve tanh ¢, e tanh T

tanh € + tanh ¢’

1+ (tanh)(tanhC') tanh(Z + ¢")
= ‘v” <1
Vo

Durch Addition von Geschwindigkeiten kann V; nicht tiberschritten werden. Das be-
deutet: Vj ist eine Grenzgeschwindigkeit.

Vo + V(; VoiV6 %

VoV 2
1+ e

Vi = =V,

Die Grenzgeschwindigkeit bleibt unter A invariant.
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LORENTZTRANSFORMATION
ct

to

o

» 94 Lichtkegel = {{r,t} € R3 X R||r —rq| = c|t — to]}

4.) Vo = ?: Physikalisches Problem. V, muss groR gegeniiber »normalen« Geschwindigkei-
ten sein, da die Galilei-Kovarianz der Mechanik eine gute Naherung darstellt.

Michelson-Morley Experiment: Lichtgeschwindigkeit ist unabhingig vom Bewegungszustand
der Lichtquelle.

Einstein postuliert daher: Lichtkegel bleibt unter A invariant. Diese Punktmenge des Licht-
kegels soll unter A auf sich selbst abgebildet werden.

At—-tr-7r

to - t(’),’l’o - 1’6
so, dass |¥' —¥y| = c|t — tyl, d.h.
Ct—t)>—(r-r9)>=0 = >t —t))’ - —-ry)>=0

Dies wird von A geleistet, genau dann, wenn V, = ¢ mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit
c.

Allgemein: Invarianz von c?(t — t)? — (¥ — ¥¢)?, d.h. es soll gelten
At —tg)® = (r—rg)* = c*(t' - tg)* — (¥ —rp)?
2.2 v v : 2 2
<= cy t—;x—t0+§xo -y [x—x0—v(t—ty)]
— (V=20 = (z—20)* =3 (t = t0)* — (x —x0)? — (¥ — Y0)? — (2 — 29)?
2
oo v . ; . .
eyt [(t=to) = Ztx—x0) | =y L = x0) vt~ 0) = €20 = ) = (x — x0)?
2
= cPy*(t—t)* = 2vy?(t —to) (x — x0) + Z—ZYZ(X —x0)2 — y2(x — x0)2
+2Uy%(x — x0) (t — o) — Y202 (t —t9)? — c?(t — t9)° + (x — x0)? =0

204 2 2 _ zv_z_ _ _ _v_ZZ 2 _ =
c2(t—ty)2dy iz -1 (x — x9) Yy Ty —1lp=0

2
{yz (1 - %) - 1} (C2(t — t0)? — (x — x0)2} = 0

beliebig
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SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

1 1
= y’= 5 = s = Vo=c¢
ve ve
lfvg 1-2

Zusammenfassung: Haben wir eine Lorentztransformation von einem Inertialsystem (IS) in
ein gestrichenes Inertialsystem (IS’) in Stanardkonfiguration (Asg)

[x —vt]

mity =

, %
t y[t—c—zx]

Die allgemeine Poincaré-Transformation IS — IS’ setzt sich aus Agg, Raum-Zeit-Translation,
Raum-Zeit Spiegelung und Raumdrehungen zusammen.

x' =y
Y=y 1
2=z JI= (W/c)?

v
< 1:A = Acailei -

Alternative zum Postulat V, = ¢V, kann aus dem Experiment (z.B. aus dem Zerfall von
Pionen) erschlossen werden. Die Transformationsformel zusammen mit V = V,, prognosti-
ziert eine Zeitdilatation (siehe spéter), die von V, anhdngt. Die Messung dieser Dilatation
liefert umgekehrt V, mit dem Wert ~ 300 000 km s~!, innerhalb der Messgenauigkeit.

Bemerkung:
Vo =¢ <= Mphoton =0

Dass Vj = ¢ hat zur Folge, dass die Ruhemasse des Photons verschwindet.

Aber auch wenn Mpporon > 0 wére, wiirde das dem Einsteinschen Relativitatsprinzip nicht
schaden. Allerdings wére dann die Maxwellsche Elektrodynamik nicht mehr streng lorent-
zinvariant und misste - wie die Mechanik - korrigiert werden. -

3.3 Raumzeitgeometrie

In Abbildung 95 ist sichtbar, dass
X =Vt < ct= £x
v
Wahlen wir die Ereignisse A und B, dann
Axap #0, Atsp=0
bedeutet Gleichzeitigkeit in 2. In einem System X’ sieht das anders aus
, v
Aty =y (AtAB - ?AXAB> +0

Das heilit: Die Gleichzeitigkeit zweier rdumlich getrennter Ereignisse ist kein bewegungsin-
varianter Begriff - Relativitcit der Gleichzeitigkeit.
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3.3 RAUMZEITGEOMETRIE

ct
no»
............. PO
r(t)
Atagp
............. o
fe——| X
AX 4

» 95 A,B,C sind Ereignisse. Die Weltlinie 7 (t) hat stets eine Steigung grofRer als 1, d.h. |[v| < ¢

ct

ct’

ctay

P

» 96 ct’ sind die Punkte (x,c,t) in X, die x’ = 0 entsprechen; das sind diejenigen mit ct = c¢/v x.
x' sind die Punkte (x,c,t) in 3, die t' = 0 entsprechen; das sind diejenigen mit ct = v/c x.

Wie sieht das Bild der Bewegung unter der Transformation aus? Fiir die t'-Achse (= Weltlinie
von O’) gilt
, c
x'=0 = cto = —x0o
v
Dies ist die Form einer Gerade mit Steigung c/v > 1. Fiir die x’-Achse folgt:
t'=0 = cty = Exx,
c
Hier erhalten wir eine Gerade der Steigung v/c < 1.
cth=y (ctA - %xA)
, v
Xy=Y (xA - ZCtA)

Nun sind die Gleichzeitigkeit und die Gleichortigkeit nicht mehr nur einfach die Projektio-
nen auf die x- oder t-Achse, sondern hidngt vom Bezugssystem ab.

c

tanx v

v
tanx = PR tan(90° — @) = cotx =
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» 97 Die den Lichtkegel aufspannenden Geraden sind gegeben durch ct = x = ct’ = x’ und
ct =-x.

Im Grenzfall v — ¢ wird o« = 45°.

Die Koordinatendifferenzen zweier Ereignisse A und B sind
inX:Ax,Ay,Az, At
inX :Ax', Ay, AZ', At

Damit ergibt sich der Zusammenhang

Ax' = y[Ax — VAt]
Ay' =y
AZ =z

, v
At' =y [At - ZAX]
Mit dieser Lorentztransformation erhalt man
Sip = (Ax)? + (Ay)? + (Az)? — 2 (At)?
= (AX')? + (AY')? + (AZ')? — c?(AL')?

dies gilt insbesondere fiir den Lichtkegel S2 = 0. Das heiRt: Die GroRe S3; ist eine lorentzin-
variante GroBe. S3; wird als Raum-Zeit-Abstand oder Intervall von AB bezeichnet.

Lichtkegel
S2 =0 = (Ar)? — c*(At)?

Der invariante Lichtkegel definiert eine Raum-Zeit-Metrik (Minkowskimetrik).

Vergleich
Euklidischer Raum: (Abbildung 98)
(AX)? + (AY)? + (Az)? =71 = |rp|°

invariant bei ramlichen Drehungen D! = D7,
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3.3 RAUMZEITGEOMETRIE

» 98 Euklidische Metrik

Minkowskimetrik: (Abbildung 99) Flichen konstanten Abstandes aus S? = const sind hy-
perbolische Flachen.
xZ bY% 2 ZZ c 2 t2

2 2 2 242 _ ¢2 _ - =z - _
X“+y +z-—ct°=8§ —const=SZ+SZ+S2 52

ct

+/=82
~/8%

» 99 Minkowskimetrik

OP, 0Q, OR sind gleichlang im Sinne der Minkoskimetrik (+ euklidischer Metrik)
Fiir die Absténde gilt: $? > 0 raumartig, S? = 0 lichtartig, S> < 0 zeitartig.

c ist die Grenzgeschwindigkeit, also hat die Weltlinie stets eine Steigung groRer 1. Haben
zwei Ereignisse A und B einen zeitartigen Abstand, so ldsst sich stets eine Weltlinie durch-
legen, was bedeutet, dass die Ereignisse fiir ein und denselben materiellen Punkt zeitlich
nacheinander eintreten kénnen, d.h. es gibt ein Bezugssystem, in welchem sie am gleichen
Ort nacheinander eintreten.

ct ’

/TA X

» 100 Illustration raumartiger Ereignisse.
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Sind zwei Ereignisse A und C raumartig, so gibt es stets ein Bezugssystem, in dem sie
gleichzeitig an verschiedenen Orten stattfinden.

Bemerkung: In der Galilei-Newton-Welt hat der Begriff des Raum-Zeit-Abstandes keine phy-
sikalische Bedeutung. Es gibt dort nur einen absoluten, d.h. galileiinvarianten, zeitlichen

Abstand. o

(i

Zukunft

Vergangenheit

» 101 Kausale Struktur der Welt

A und B haben nur im Uberlappungbereich ihrer Lichtkegel eine mogliche gemeinsame Ver-
gangenheit bzw. Zukunft.

Zeitdilatation Vergleich von relativ zueinander bewegten gleichen Uhren. Die Uhr bei x;

t'=0e X
o'
o o O
t=0e | x
O X1

» 102 Zeitdilatation

muss mit der in O dadurch synchonisiert werden, dass sie von O nach x; gerbracht wurde,
dass von O ein Lichtstrahl nach x; gesendet wurde und bei dessen Eintreffen auf die Zeit
x1/c gestellt wurde. (Nicht zuldssig: Uhren bei O synchronisieren und dann nach x; bringen,
da die Uhren beim Transport anders gehen konnten.

Es zeigt sich

ct CX
o = —Xo
v

ST =cTins
v

cto (xo = x1)



3.3 RAUMZEITGEOMETRIE

t=T, =0 — X’
0’

t=T,>0e { b'e
o x1

» 103 Zeitdilatation

r'(t)

x1=vT

» 104 Schnitt der Weltlinie #(t) von x; in X und der Weltlinie #’ (t) der in O’ befindlichen beweg-
ten Uhr x" = 0 in 3.

Mit der Lorentztranformation ergibt sich

v ’
T = y(Tl + Exo,)

T
T= T ! — (3.5)
T2
Minkowskimetrik:

§2 =x2 - c?T = v?T? - c?°T? = (v? - ) T?

v? v? T?
=c2<?—1>T2=c2<——1> : 7 =T}

c2

Euklidische Metrik (Pythagoras):

X2+ C2T? = v2T? + ¢*T? = (V2 - ) T?

v2

vi+ct o, 1tz
= 711 =¢ 2
v v

Beachte: Hier gilt nicht der Pythagorassatz der euklidischen Metrik. Nach Pythagoras miiss-
te gelten cT < cT, statt (3.5). -
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Anders ausgedriickt: RZ-Abstdanden konstant: neuer Bezeichnung: T; = Ty

(Ax)% — c2(At)? = (Ax')? — c?(AL')?
V3T? - c?T? =0 - c*T¢

= (V2 -c)T? =T}
2
= T% = Tovz
1-=
Fazit: Bewegte Uhren gehen langsamer als ruhende Uhren. -

> Beispiel Der Zerfall von Pionen als experimentelles Beispiel. Es gibt zwei Arten von Pio-
nen 1+ und 7t~ Fir den Zerfall gilt

T =+,

T =+

Die Halbwertszeit eines ruhenden Pions ist Ty = 2.5 - 1078 s.

Wir betrachten jetzt einen Strahl von Pionen, der sich mit der Geschwindigkeit
VU =2.9-108ms ' =0.99 ¢

bewegt, beziiglich des Laborsystems. Beziiglich dieses Bezugssystems betragt die Halb-
wertszeit

T

Tiap = ———— = 7.09Ty = 17.8 - 1078
= = (0.00)2 0 s

Die Flugdistanz nach der die Héalfte der Pionen eines Strahls zerfallen sind: dia, = Vi - Trap =
52.6m.

Ohne die Zeitdilatation wiirde man eine Flugstrecke von d = v, - Ty = 7.43 m prognostizie-
ren.

Die Zeitdilatation ist experimentell messbar. Umgekehrt kann man die aus der Lorentz-
transformation folgende Form der Zeitdilatation dann benutzen, um aus der gemessenen
Zeitdilatation die GroRe der Grenzgeschwindigkeit v, experimentell zu bestimmen. I«

Langenkontraktion Ein Stab ruht entlang x’ in 3’ und hat in 3’ die Lange L.

Bemerkung: Der Begriff Ldnge bzw. rdumlicher Abstand ist nur fiir gleichzeitige Ereignisse
sinnvoll, fiir die sich der Raum-Zeit-Abstand Ax? — c2At? auf Ax? reduziert. -

3



3.3 RAUMZEITGEOMETRIE

ct’
ct |
Lo~ AX' >0 v
—r—'—“—‘ TURERRY p
cAt’ / ...... A \CAt,<O

» 105 Léngenkontraktion

Mit der Lorentztransformation
v v
At = (At’ + —Ax’) cAt' = —=L
Y c? = c
UZ
L=Ax=y(Ax'+VAt') =y (Lo - §L0>

1 v? v? Lo
= (1= JLy=yj1- 5 Ly="2
m( cz> 0 2y

Folglich

2
L=1- 5Ly <L (3.6)
C

Alternative kann man auch wieder die Minkowski-Abstande betrachten.

1.)

Ax? — c?At? = (Ax')? — c?(AL)?

2 v\ o,
L° = 17? Ly = (3.7)

2.)

Ax' = y(Ax —vAt) = Lo=yL (3.7)

3.) Die Geschwindigkeit des Stabes bzgl. 3 ist bekannt. Also L = vAt. (Abbildung 106)
Unsere Transformationsvorschrift lautet
x=y(x +vt')

x' ' =y(x-vt)

;L VU
t:y(t +§x)



Stabanfang passiert x = 0 in
3 zur Zeit t = 0.

» 106 Lingenkontraktion eines Stabes.

koinzidiert mit x = 0
zur Zeit At = *

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

‘:|L,
S

x =0,At

Stabende passiert x = 0 in X
zur Zeit At.

x' = —Lo,t’ =0

x" = 0,t" = 0 koinzi-
diert mitx = 0,t =0

» 107 Charakteristische Grofen zur Langenkontraktion.

Die Lange L ist dadurch definiert, dass zur Zeit t = L/v der Punkt x’ = —L, die Position

x = 0 passiert.

x'=y(x-vt)

L
lo=vy|-v-=
= tamy(veg)

:>L0=yL

=) = (oo (b-0) -

, L
x' = y(O—v;) = —LO)

, v v v ,
(t=O,X:—L) — (t =y<0—§(—L)) :ZyLZELO,X =y(—L—O):—L0)

Fazit: Bewegte MaBstdbe sind verkiirzt.

Bemerkung: Zeitdilatation und Langenkontraktion sind reziproke Relationen zwischen zwei
relativ zueinander bewegten gleichen Uhren bzw. MaRstdben.

Volumenkontraktion: AV = LyL, L, = §L0XLOyLOZ = iAVO -
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3.3 RAUMZEITGEOMETRIE

ct

ctp

ctp

cty

» 108 Die Eigenzeit eines Teilchen am Punkt P.

Eigenzeit
_d(ct)
tanf = ax ()
o0 - gy = X0 _v®
tan ¢ = tan(90° — B) = dec - ¢

o entspricht also der Neigung der lokalen #’-Achse.
Die Geschwindigkeit des Teilchens in P ist

dr (t)

vit) = =g

Die Tangente an die Weltlinie im Punkt P entspricht der ct’-Achse desjenigen Bezugsystems
3, das sich bzgl. = mit der Geschwindigkeit v = % bewegt, d.h. in welchem der Punkt P zur
Zeit t ruht.

2
ds? = (dv () — c2(dt)? = ((%) - c2> dt
= ()2 =cHdt? = (dr" (t"))? — c?(dt”")?
— (U”(t”) _ C2)<dt”)2
v" (t"") ist die Geschwindigkeit des Teilchens relativ zu X".

Speziell 3 = 3 sodass v’(t;) = 0, d.h. die obige Wahl ist das momentane Bezugssystem.
Dann gilt

ds? = (v (t)? — c?)dt? = —c2dt’® = —c2d1?

t’ hangt von v(t) ab und damit von t.

2
dr? = diz
—C
2
dr(t) = |1- 28
c
= J1- gy g
c
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dT(t) ist das Zeitdifferential einer mit dem Teilchen mitbewegten Uhr.

tg 2
I l*v(zt)dt:TB*TA
ta c
=<1

<tp—ta

o Tp —Ta < tp—1ta

Tp — T, ist die Zeit, die zwischen A und B fiir einen mitbewegten Beobachter versteicht. Die
entspricht einer Zeitdilatation. Dies kann wieder beobachtet werden bei der Zerfallszeit Ty
ruhender Pionen. Die Zerfallszeit in der Eigenzeit der in der kosmischen Héhenstrahlungen
einfallenden Pionen ist grofer als Tiqp.

ct

cty

21 Zy

cty v

» 109 Zwillingsparadoxon

In Abbildung 109 ist das Zwillingsparadoxon dargestellt. Das Alter verdndert sich wie folgt

zZ1 =1t — 1y
Zy=T1 —Tog <t — 1
Der bewegte Zwilling bleibt scheinbar jinger als der ruhende Zwilling.

Bemerkung: Das Relativitdtsprinzip scheint verletzt, aber das Ruhesystem von z, ist kein
Interialsystem. Folglich ist z; < z, keine Lorentztransformation. z, wird beschleunigt und
damit gegeniiber z; ausgezichnet. -

3.4 Vierervektoren

Im Euklidischen Raum erlaubt das Vektorkalkiil physikalische Gesetze manifest basisun-
abhangig zu formulieren. Das Relativitdatsprinzip legt nahe, eine analoge basisunabhéngige
Vektorschreibweise fiir die 4-dimensionale Raumzeit einzufiihren.

xH = (ct,x,y,z) = (x°,x', x%, x%) = (x0,x7)
—

r

Griechische Indizes laufen von 0 ab, lateinische Indizes von 1.

S



3.4 VIERERVEKTOREN

» 110 Der skalare Fall ¢(xH)

Poincaré-Transformation

xH = x™" = AH xY + a¥

1
xh

Zunachst betrachten wir den Tensor A*,, der beliebig ist, bis auf die Eigenschaft det(A*, ) #

0.

i
dx'* = aax?dx" = AH,dxV

Die spezielle Relativitdtstheorie behandelt nur Félle, in denen die Eintrage A¥, und die a#

konstant sind.

oxH
aXIV

dx* = dx’Y = A*,dx"”

Die A erfiillen folgende Eigenschaft

- ox’* oxH  ox'® 1
K [ = 2 — §K, =
NN = G ot~ ok O {o
2 _ox 2 _ 4, @
ax'* T dxMoxv T Hoxv
0w o, 0
oxH  oxH ox’Y T Hox

Tensoren im affinen Raum

Skalar ¢ (x*)

P(xp) — ¢’ (x'h)
b (x'B(xp)) = p(xp)

K=A
sonst



kontravarianter Vektor V! — A# = (A0, Al A2, A3)
AH — AT = AH AV
A¥ transformiert sich wie dxV.
kovarianter Vektor V; — A, = (Ag, A1, Az, A3)
Ay — Ay =AVA,
A, transformiert sich wie dx’
»| Beispiel Gradient eines skalaren Feldes:
dup(x) = 3,0 (x™) = 9, p(x*(x'"))

K axv AV
=0vp(x )Bx"‘ =Ny oy

Betrachte:
A¥B, — A'"B', = A¥,AY ,AVB,y
=AM, AH, AVB,
A
3 v

= ABy
Es zeigt sich, dass dies ein invarianter Skalar ist.

Denn:

_oxM ax
T oxM axv
_ox?

T oxv
=5,

AN AH,

SPEZIELLE RELATIVITATSTHEORIE

Bemerkung: Auf der Stufe eines affinen Raumes gibt es keinen »natiirlichen« Isomorphis-
mus zwischen V! und V. Dies wird erst durch die Metrik geliefert.

Tensor J*i-%ng g € V™,

»| Beispiel

‘J'O‘By N ‘J"O(By _ AerABA/_\I—ler'KAu

Transformiert sich wie dx* dx? 9,.

Bemerkung: Gleiches Symbol fiir den Tensor und seine Komponenten.

>l Beispiel Die Spur eines Tensors:
TH = AAY T, = T4
e —_—

Vi

—
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Die zusatzliche Struktur der Metrik macht einen affinen Raum zum metrischen Raum.

‘ ds? = g,vdxtdx”

det(guy) # 0

Guv = Gvu
ds? soll invariant sein, also
ds? = ds’?
= gl'xﬁdx”"dx'ﬁ
= Gop NP dxHdxY
= guvdxtdx”

= Yuv = g;(BAlXuAﬁv

/_\y/\/_\“xg/:w = gzxﬁ Aap/_\y)\ Aﬁv/_\vx
—_—
5%y 5By
= gi. = A"AAY,
Juv ist ein (0, 2)-Tensor (metrischer Tensor). Eine Metrik benétigt ein Skalarprodukt. Seien
dazu A#,BY € V!
(A,B) = g A"B* = gl AB™ = (A", B')
Denn:
A B = AR A A5 gy ATB?
= guvAvB“
= Guu A B
Die Metrik vermittelt einen basiunabhéngigen Isomorphismus zwischen V! und V;.

— (A,B) = g A“B’ = A,B” = A"B,

Damit die Metrik einen Isomorphismus vermittelt, muss gelten:
AY = (gw) Ay

wobei (g,,) ! die Umkehrabbildung ist. Definiere dazu

Damit gilt

Ay = gAY
> gKuAy — gKugyvAv — 6KVAV = AX

AM = gV A,
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Behauptung g*V ist ein (2,0) Tensor, d.h. es muss gelten

g/uzx _ AyKAzxAgKAngO(grav = §H, X
BEWEIS
AuzxAO(A/_\ﬁzx/_\yngAgBy = AHK/_\yngAgAy = Auy/_\yv = 5uv u

Bemerkung: Bisher wurde von keiner speziellen Raumdimension Gebrauch gemacht.

Spezialfall: (R3, euklidische Metrik) [E3.

1 0 O
gii=10 1 0
0 0 1 -

Die 4-diemnsionale »Raum-Zeit« der speziellen Relativitatstheorie ist durch die lorentzin-
variante, indefinite Minkowski-Metrik (4-Metrik) charakterisiert.

-1 0 0 O
0O 1 0 O
(gRZ)uv =Nuv = 0 0 1 0
0O 0 0 1

Postulat des invarianten Lichtkegels: Raum-Zeit Intervall ds® = n,,dx* dxV ist lorentzinva-
riant, d.h.

A%g, A% sind lorentzinvariant < neg = N’y

Nag =N'ap = Nap = AoAV N4y
AaKAﬁ/\naﬁ = AaKAﬁ)\/_\utx/_\vﬁnyv = Nka
nzxﬁ = Apo(Avﬁnpv

In der Standardkonfiguration

-1/2
x’°=y(x°—%xl),x'1=y(x1—%x°),x'2=x2,x'3=x3,y=(1—Z—ZZ> /
und mit
y -yz 0 0
0 0 0 1

3
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erhalt man

Nap = AuaAanuv = AuanuvAvB = AaunuvAvB

y —y% 0 O -1 0 0 O Y —y% 0 O
|-yt oy o of|o 10 off-yt ¥y o0 o0
0 0 1 0 0O 0 1 O 0 0 1 0
0 0 0 1 0O 0 0 1 0 0 0 1
Yy -y 0 0\/-y -yi 00
_ -ye y 0 Of|-yz y 00
0 0 1 O 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
VN (I -1 0 0 0
P 2
_ yz%f},z% 7},21;_2+y2 0 0f_ 0O 1 0 O
0 0 1 0 O 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

Folgerungen: » AF = (A% A) = A, =g,n,AY = (A% A)
> AMA, = N AFAY = —(A%)?2 + AP
» Al =A;,i=1,2,3

> nngy = 0%,

1.0 0 0
o 0 1.0 0
=M=kl g o9 1 0

0 0 0 1

3.5 Relativistische Mechanik

x =ct ut(t)
xH(T)
| \ r
» 111  Die Tangente an der Weltlinie ist die Geschwindigkeit.

Kurvenparameter der Weltlinie x*: Eigenzeit T, die wegen

ds?
2 _ _
dre = 2

eine Lorentzinvariante und damit ein Skalar ist.
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Der Tangentialvektor an der Weltlinie ist

et
dr

Dies gibt den Anlass zur Einfiihrung der 4-Geschwindigkeit

b — dx*(T) _ 1 dxH(t)
dr VI=-B2(T) dt =t
Bemerkung: » B2 = ("(”)

» uH ist ein 4-Vektor, da dx* ein 4-Vektor und dt ein Skalar.

» xH(t) = (xt,r(t)),v(t) = df(;(tt)

— yH = 1 (Ct dr(t))
e S Al Wt
wobei v =v(T) = d’;tt ‘t:t(‘!’)

» 3-Teil des 4-Vektors u# = ﬁ dh.v=

2/c2’

c? v? c? v2 . .
> ubuy = 1z Y1z T Tz (1 - ﬁ) = —c?, zeitartig, ”

2 Wege zur relativistischen Mechanik

1.) lorentzkovariante Verallgemeinerung der Newtonschen Mechanik, die sich im Limes
v/c < 1 aus der relativistischen Mechanik ergibt.

2.) Invariantes Wirkungsprinzip: L(v?2) dt = L(v'?) dt’ fiir Lorentztransformation.

Weg 2: Lagrangefunktion eines freien, relativistischen Teilchens:

L(v?) — —2 m: invariante Ruhemasse

Die Euler-Lagrange-Gleichungen fithren auf

ai_ e v
dt V1 —v2/c?

2 72
L(v) :Jmcz,/lfv—2 :7mc2,l17q—2
c c

=0

3
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oL 2 _% mq
— = -mc — = — =
W g - E
i qu'Z
p2= ,;12
i
242 2 2
242 2_ P4 -2 2, P 2 -2 14
= — - +t 5= = : Py
m?q* = p? - = =q{m cz} Pt= s e

s p
1= 7 prie

- g : _ p 2 q°
H(p) =pa(pILa(p) = p o= + me’y /1- =
\/1_‘1_2_ | piet _ fmEip?iet —p?le? m
c2 m2 +p?/c2 m? + p2/c? T ymZ+pr(c?

pZ mZCZ
N N
pZ +m2C2
c?(m?® + p*/c?)

=c*m? + p2/c?
H(p) = cyym?c? + p?

Nichtrelativistischer Grenzfall:

2.2 p?
H(p—>0)=mc 1+W

2 p*
~ MC {14’%4’}

2
eme? 4 Py
2m

= H(p) =

Weg 1: Trajektorie fur ein kréftefreies Teilchen. Nach Newton gilt
%(mv) =0

d.h. mv = p = const.

Nach Einstein:

p“:mu“:< me mv )

ist ein 4-Vektor mit o p* = 0.
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Bewegungsgesetz nach Newton

d d mv?

= = F v — -F.

ar M) a2 v
und nach Einstein

d dut

o —m == — KM = (K°

d_rp m dr K (K", K)

manifest lorentzkovariant wenn K* ein 4-Vektor ist.

3-Teil:

K

d muv
dr \J/1-p2
1 d mv
e () <X
d muv 1

wobei m//1 — B2 die dynamische Masse ist.

Bemerkung: F istim Gegensatz zu K nicht der 3-Teil von einer 4-Kraft (Analog wie v nicht

3-Teil von u* ist). -
o-Teil:
utu, = —c?
d du du du#
- (= = (M au” quy _,du”
0= g7 Wit = gt ar ~Zar
= Mu 0
dr "%~
du* u+
szKqu—uu—Kuu—O
= K'up+K'u;=0 = -Ku’+Ku=0
o_ ku _ 1 F_ v _1 F-v
U TR VI VTR cV1- B
dp? dp® m d c 1 1
o_ 4 _ 4P _ a - = .
K= "™ o pa\ya-p) el "

=i me =F-v
dt \V1-p82/) "

klassisch:
d /1 2) B
ar (va =F-v
Damit folgt
E= me? + const
TR
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uo_ mc muv
o\ TR

1

pH = (£p> mitp = ymvund E = ymc?,y = ——
c J1-pB2
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