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ANWENDUNGEN | A

Relation zwischen ¢ und h bei T = T,

$p~hs, 5=3
» Der ndchste Exponent beschreibt das Verhalten der spezifischen Warme.
0°F
&="Top
F 0 T>T,
= a-10? 2
Tou 10
N 0 T>T,
V=1
 T<T,
1
Cv~ =0
M AT

» Kohidrenzlinge &

_
IT - T.|¥

AMMMWV [i—j|—o0 QN

&(T) ~

7 = %@ZXXZ e BElP(x)]

FIp(x)] = [ dx (x(V) + T + ugs*)

- [ o (xala + Sigl)
mmﬁ\ B Mﬁw N B m R 1
(b)) ~ %Q&n&m.zx I%Q&ma cq?g+1"’ mlz\H IT - T|'/?
1 r
- ﬁa\w%ﬁwv

wobei Y (x) eine komplizierte Funktion ist mit Y (x) ~ e™*.

vm g
_ T

» 54 Es existieren auch ungeordnete Bereiche.

7 = _.@TE e BFld(x)]
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1 | EINFUHRUNG

~

» 2 Einideales Gas in einer Box mit verschiedenen Zustandsgrofen.

Ebenso kann eine kalorische Zustandsgleichung gefunden werden
u(r,v,...

Fiir ein ideales Gas erhilt man

q”m:wﬂ_ f=3 €

Die Zustandsgrofen gliedern sich in extensive und intensive. Zu den extensiven GroRen
gehoren z.B. N, V oder U. Diese skalieren mit der Systemgrofe.

Intensive GroRen sind T, p oder u. Beim Zusammenschluss von zwei Systemen S; und S, zu
S schlieBen sich auch diese GroRen zusammen. Zum Beispiel T, @ T> = T.

GG

nGG,Warmetransport

GG

Zeit

» 3 Zusammenschluss zweier Systeme

Eine ZustandsgroRe Z besitzt die Eigenschaft, dass sie nur vom Zustand (A, B) abhangt und
nicht von der Art und Weise, auf die der Zustand erreicht wird.

Zy =Zas+ dz

Y1

=75+ dz

Y2
H QN; gwu% 4z =0
Y1 Y2 Y

Beispiele fiir GroRen, die keine Zustandsgrofen sind:

oW =—-pdV
6Q

N

ANWENDUNGEN

2.) Es kommen nur Terme vor, die durch die Symmetrie erlaubt sind. Aber alle die erlaubt
sind, miissen vorkommen.

3.) Wir erlauben einen ortsunabhéingigen Parameter O;(A) und nehmen die tiefsten Gradi-
ententerme mit.

Die freie Energie ist somit

Flpeol = [[ St + TP g+ ugpt + nop
Der Parameter v weist folgende Abhédngigkeit auf
v(T) = (T - T¢)ry.
Stellt sich noch die Frage nach dem Aussehen von m(T) fir T < T¢?

¥Yo(T — Te)p +4udp® =0
e Av oC i.N..ﬁ, -T

Vergleiche hierzu Abbildung 53. D.h. insbesondere

T o
$(T) =T

Te

» 53 Veranschaulichung zu ¢ o« /T¢ — T, wobei T¢ die kritische Temperatur ist, m. a. W. ein
Phasensprung
¢ oc const(T¢ — T)*#
Innerhalb der »mean field« Ndherung ist der Exponent
1
B=5.
Bemerkung: Fir 3 Dimensionen ist 8 = 1/3, d.h. B ist abhangig von der Dimension. -

Bemerkung: Die Landau-Theorie beschreibt die Theorie thermischer Phaseniiberginge. Diese
wurde entwickelt anhand des Ising-Modells mit dem Ordnungsparameter ¢. Nun kann die
freie Energie entwickelt werden in ¢

FI$] = Fo+ 5 +u’

111
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1.1 | REVERSIBLE UND IRREVERSIBLE PROZESSE ANWENDUNGEN | A

1.1 Reversible und irreversible Prozesse

Man kann den Kolben so langsam bewegen, dass das System zu jedem Zeitpunkt im Gleich-
gewicht bleibt. Dieser Prozess ist reversibel.

» 50 Gitter mit Spins nach dem Ising Modell und der mean-field Naherung

T » Mean-field Ndherung mit folgendem Ansatz:
—_—

T Va Vi AQQ.NV =m

Vergleiche dazu Abbildung 50, den es zeigt sich, dass bei vielen Nachbarn sich die

» 5 Ein Kolben driickt ein Gas zusammen. ) .
Fluktuationen herausmitteln.

meﬁmEm:ﬁHmEm::Hm/\mwmmc_mbggmmmSwwmmEWmmSPEammmmbvﬁzmﬁbmngmcﬁ, Q_.N M ﬁ.NlSN M AQwvanmi

eingebracht ist. Auf der einen Seite des Schiebers befindet sich Gas, auf der anderen Vakuum. j j

Entfernt man den Schieber, so stromt das Gas ins Vakuum. Will man nun den Schieber wieder

einbringen, so miisste das Gas wieder auf die eine Seite zuriickwandern und das Vakuum auf

der anderen Seite wiederherstellen. Dies ist nicht moglich. Der Prozess ist also irreversibel. H= M H,
1

Damit reduziert sich der Hamiltonoperator zu

Lauft ein Prozess ab mit

H; = -Jmzof + Qo

E* = £4/]?m?z2 + Q? |+)

konstanter Temperatur so heillt er isotherm.

konstantem Druck so heil’t er isobar.

konstantem Volumen so heilt er isochor. » Der kanonische Dichteoperator ist

5Q =0 so heift er adiabatisch. o=ehH

Die Thermodynamik basiert auf drei Hauptséatzen. = m\mem*

Erster Hauptsatz Jedes thermodynamische System besitzt die charakterisierende Zustands- = : e PHi

grofie U (innere Energie). Die innere Energie dndert sich durch die Arbeit, die am System i

verrichtet wird und die Wirme, die mit der Umgebung ausgetauscht werden kann. = : ?-Eﬁ [=) (=] + e PE+ | 1) Aiv
i

dU = 6Q — oW X

» Die freie Energie ist

Der erste Hauptsatz ist nichts anderes als eine Energieerhaltung. FIm] = kaTlog(tr[o])
m| = kgl log(tr{o

Zweiter Hauptsatz Jedes thermodynamische System besitzt eine Zustandsgréfie S (Entropie). = kgTlog Z
Die Anderung der Entropie ist die zugefiihrte Wiirme (in einem reversiblen Prozess) dividiert

durch ei ignet definierte Ti tur.
urch eine geeignet definierte Temperatur » Die Magnetisierung ist eine Hemmung, d.h. der optimale Wert folgt durch Minimierung:

In einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie immer zu. X o7 o]
?E::uoﬁ:,u%%

Dritter Hauptsatz Die Entropie fiir ein System bei T = 0 (absoluter Nullpunkt) ist eine Kon-

stante. Wir entwickeln F[m] um kleine m und erhalten

v (T)
2

$=0 “ Flm] ~ Fy + m?+umt +...
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1.4 | MATERIALKOEFFIZIENTEN

Der Druck p wird in torr, atm, bar oder Pa gemessen. Die Umrechnungen sind

1 atm = 760 torr
latm = 9.81 - 10°*Nm™2 = 0.981bar
lbar = 10°Nm™2 = 10° Pa

Die Warmemenge 6Q wird in cal, kcal, J, Ws oder erg gemessen. Dabei gilt

lkcal = 4187]
1J=1Ws=10"erg

Das MaR fiir die Sotffmenge N ist mol oder g. Dabei entspricht 1 mol = 6.022 - 1023 Molekiile.

Die Normierung findet iiber das Kohlenstoffatom statt mit 1 mol'?C = 12 g.

1.4 Materialkoeffizienten

Materialkoeffizienten sind oft benutzte Verkniipfungen zwischen p,V, T. Sie dienen der
Charakterisierung von Medien.

» Ausdehnungskoeffizienten

aolov
TV aTl,
» Spannungskoeffizienten
1 op
B= p oT v
» (isotherme) Kompressibilitdt
o _lav
T vopl,
» (adiabatische) Kompressibilitat
1oV
ST Vvop s

6 2013-10-18
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Y

4 (= x?2 x?
QW\NCQHI/‘E%O dx M?

_ Llax2 =
1-ze =1
Damit

A((n) — (no)) = g312(2).

» 47 Graph der Funktion g3,»(z).
Bei hohen Temperaturen ist yu < 0, also (ny) = 0, daher
(n) A% = g32(2).

Bei T, ,mit (n) A% = 2.612 wird das chemische Potential null und (n,) wird makroskopisch
besetzt. Fir T < T, gilt

Ne = (Ng) =0
2.612
A3

n=mnr+ne

wobei 7. die Kondensatdichte und nr die thermische Dichte ist. Bei T = 0 sind alle Teilchen
im Kondensat.

» 48 Kondensationprozess als Funktion der beiden Teilchedichten.
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2 | ZUM IDEALEN GAS ANWENDUNGEN | A

Ergdnzung Gaskonstante pro Teilchen

R 3
k== =1381-102]°C"! —k i ko e-Ble-
L PRl e 2m)? mﬁ g
mit L = 6.022 - 1023 mol~!, der Lochschmidtschen Zahl. - d3k
“hT [ Sl )
ki<kg (27T)
Die erlaubt das Einfiihren des spezifischen Volumens _ Aﬁ d3k (U —&)
v Iki<kp (27T)3 me ¢
v=— er
n Lo Sk [k,
= pv =RT - e @m0 ) @m3amT
M*HS me..s
_ 2.0
= cam.

Eine vollstdndige Rechnung mit der Sommerfeld-Expansion liefert fiir die innere Energie

A3k 1 3 5772 »_WJN
= (H) = - - - = = 1+ —— A
U= ,;in eBlem 4 1 K mml:% 12 A &)
Aulerdem
2
¢ =Nk 5T opei T — 0,
2 &f

Damit folgt, dass S = 0 bei T = 0.

A.2.4 Ideales Bose-Gas

Fiir Bosonen gilt

S ANm‘Evs - W ANm‘EVE

ng=0 ng=0

_
T 1-zeba ©

~ Z(V,T,z) = m;%m%;

_ 1
- m_ 1 —e Bl |
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3.1

VERSUCH VON GAY-LUSSAC

aullerdem wird keine Arbeit verrichtet

SW=0

Es folgt, dass U unabhéngig von V sein muss
qamm_mw Gas = QANJV
®<Q_H = O

Mit der Definition der spezifischen Warme 6Q = Cy(T) dT folgt die kalorischen Zustandsglei-
chung des idealen Gases

T
Uu(r) = \—o dT’'Cy(T")

Fir ein monoatomares Gas ist Cy eine Konstante

U(T)=GT

Fiir ein diatomiges Gas ist Cy stiickweise konstant.

Anwendung: Betrachte zwei Zustandsdnderungen bei v = const und p = const.

» v =const: du, = 6q = ¢, dT
[cy = 0ruly]

» p = const: du, = 6q — ow
cpdT —pdv
or(u+pv)lpl

[cy

Einsetzen von p dv = RdT bei p = const liefert
du, = (¢, —R)dT = du, = ¢, dT

wobei die Temperaturanderung dT in den Prozessen gleich ist.

= |cp—Ccy=R>0

Die Relation ¢, > ¢, ist eine Konsequenz aus der Tatsache, dass bei p = const zusétzliche
Arbeit geleistet wird. -

10 2013-10-18

ANWENDUNGEN

. _ [pnZ
Substituiere x = /5, -k
1 1, e
=5z b dx ‘A RVWX ﬂomT.TNm _ [ ]
2m
N 1 . S (-1)f1zt
Vo n= ﬂb\iwv , mit f0 = 20, f52(2) = M. iz

=1

Nun betrachten wir zwei interessante Grenzfalle:
» nA3 < 1 (Hohe Temperatur)
» nA3 > 1 (Tiefe Temperatur)

Hochtemperatur-Limes:
1> nAd = f3(2)

Folglich ist z klein
zx1

Weil z = ef folgt
U — —oo.

Fur kleine Werte von z gilt

Ss2(2) =z — NNN +0(2%)

NN

— % + AOANwV =] :.v’w
nA3 + F?x;wvm_

2V2

fa2(2) =z

~ Z

damit

kg T
pV = %‘Cﬁm\imv
- E‘\T _ FNL

ks T T\;w 4 QEJA% - mw\wﬁ

1
= NAwNJZ_HH + A\Swfwv% + H_

Il
<

Dies sind also die quantenmechanischen Korrekturen zum klassischen idealen Gasgesetz
pV = kgTN.
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3.3 | ADIABATISCH-REVERSIBLE EXPANSION

H ist die Enthalpie. Diese bleibt wiahrend des Prozesses erhalten. Die Enthalpie beschreibt
den durch den Zylinder stromenden Energiefluss.

Spezialfall: Ideales Gas

Wir setzen die Zustandsgleichung in (*) ein und erhalten

U-U =nR(T-T")

Im Experiment zeigt sich, dass T — T" =~ 0. Fiir ein ideales Gas sollte jedoch T — T’ = 0 sein.
Es folgt, dass Uijgeates cas (T) Unabhéngig von V ist.

3.3 Adiabatisch-reversible Expansion

Wir betrachten adiabatisch-reversible Prozesses der Gasexpansion als auch Gaskompression.
Hierzu wird ein thermisch isoliertes Zylinder-Kolben-System verwendet mit dem Aufbau in
Abbildung 9.

» 9 Versuchsaufbau zur adiabtisch-reversiblen Expansion

Mit 6q = 0 ergibt der erste Hauptsatz

ow =pdv

Die kalorische Gleichung fiir ein ideales Gas lautet

du =c¢,dT

Wieder in den ersten Hauptsatz eingesetzt erhdlt man

= ¢, dT =du =6qg-ow =pdV

Setzt man nun die Zustandsgleichung des idealen Gases ein

pdV +vdp
T=F=""""-F
R
= (cy, +R)pdv +c,vdp =0

d

12 2013-10-23
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A.2.2 GroRkanonisches Ensemble

Fir die Zustandssumme gilt

Z(V,T,z) = > zNZy(V,T)
N=0

zNtre BH

Il
Me

z
g

Il
Me

ZN M e Bk ank
0 {ng}
Xk ng=N

z
Il

wobei & = %. Die Berechnung der grofkanonischen Zustandssumme verlangt, dass
zundchst fiir eine feste Teilchenzahl tiber alle damit vertraglichen Zustande summiert wird
und dann tber alle Teilchenzahlen n = 0,1, 2,.... Deshalb die Einschriankung >, ny = N.

Darum folgt

M e Bk enk 3k nk

{ng}
2k ng=N

- M. :Am\mm»,\;NEAv

i} k

= (e )"

{ng} k

Il
I

nun vertauschen wir Summe und Produkt

Sy ...AmmgisAng;v:NANme;vxw.

n1=0n2=0n3=0

] 3 (o)

k | ng=0

Bemerkung: Je nachdem ob Bosonen oder Fermionen vorliegen erhalten wir fiir die Zustands-
summe folgendes Ergebnis (genauere Herleitung spéter):

2, T,2) = ]| 3 (zeb)™ (A1)
k | ng=0
1
_ [k 7@ wOmowm: . (A2)
[Tk (1 + e A=)  Fermionen .
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3.4

WARME UND ENTROPIE DES IDEALEN GASES

3.4 Warme und Entropie des idealen Gases

Betrachte die Definition
60qg=du+pdv

mitdu = ¢, dT und p = RT/v.

mQHme&H.foac

04 ist kein vollstandiges Differential, aber 6q/T:

_%a _ ar R
ds = T |ncﬁ,vﬂ +e&c

fir ¢, = const:

Tw T v
s(T,v H% ds =c,log — + Rlog —
A v To,vo & u;o mQo
T \3? 1%
= S(T,V)=ns(T,v) =nR _omA\V Llomﬁ\v , fiirso=0
To Vo

Der Faktor 1/T ist der integrierende Faktor des Differentials 6g. Wir haben eine neue
ZustandsgroRe erhalten: Die Entropie S.

Die Warme lasst sich ausdriicken als 6q = T ds womit der Energiesatz wird zu

du=Tds-pdv

Weiter ist u = u(s,v), osul, = T, 0y ul; = —p und
Pu  *u
ovds  0sov

ANWENDUNGEN

Damit ergibt sich die Zustandssumme zu
Z) = QTLE _

=3 e
n

2 5
S e Brakh

Nx Ny, NzEL

v_m 5
k

_ Afw y AN\:%@%M
L

2m Nx,Ny,NzEZ

Diese Summe entspricht einer riemannschen Summe, welche gegen das Integral konvergiert
fir L — o
d3k 2?2
= a\.ﬁ mlm 2m
(271r)3

_ §~Aw.~1Vw\m
- <A 21Th?

Die Ergebnisse der klassischen statistischen Mechanik und der Quantenstatistik stimmen
also tiberein.

Die de-Broglie-Wellenldnge entspricht gerade der Wellenldnge eines Teilchens bei der Energie
E = 1tkyT. Die de-Broglie-Wellenldange beschreibt gerade die Distanz auf der quantenmecha-
nische Korrelationen noch messen kénnen. Auf groReren Distanzen verhalt sich das Teilchen
klassisch. Um die Langenskala dieser Korrelationen zu ermitteln muss die folgende GroRe
bestimmt werden.

G(x,y) = (Ix) (¥]) = tw[Ix) (y[]e P

Fir eine ebene Wellen kann man dies leicht ausrechnen

t[lx) (vl) (wl] = (Wwlx) (»|w)
=y y)

= elk(x-y)

—y)2

I \mwwxw \C«;NS

Mm Ve Pom ~e Ad
k

A.2 Ideale Quantengase

A.2.1 Relevante Begriffe der Quantenstatistik

Der Hamiltonoperator fiir ein einzelnes Teilchen lautet

2014-01-29 99

A



Cr £2-01-£102

"Iy pun £y uajeqeIpy Uap pun ey ‘Sl UdULIIYI0S] UIP Sne 1ya1saq
$S9Z0IdSTaIY J3(J "SWNIPI SIP Sunyp[dspuelsnz Idp sne 13[0J ¢ d[eLIeA YISIULIY] 1

UIYISeN-10UIR) PP wweideid-A‘d 11 «

18R]
UIQRIYISI] A PUn d UICRLIRA UIYDSTURYDIW P YDINP YDIS PURISNZ UISSIP ‘WNIPIWSIO(
-IV URURS0WIOY UISIGRI[D( WAUTS ITUI SUIYISB SPUNIRGIR YISIPAZ UL UIYINSIANUN IIM

10UIR) UOA SSdzoxdsery 1%

“QULIBM(Y UL JOWWI 13N9ZI9 dUIYDS
“RUIOULIR M dUT] "IIOAIISIIIULIR M TWIDUTD INU ITW SUTYISLUIDULIR A dUTY $9 1(I3 UIA[DY §JRUdD

'SI9AIQY UdUPZUID
SaUIR SUNUIQY 9Y0[q YdINp U3SNIZId NZ B3Iy PUIJNE[LIO] ‘UDISouun 18I S UIA[DY

U319 NEIATU
-Ineraduwd [, USIYQY WAUID NZ UIIPATU WIDUID SNe 1SC[IS UOA JUDIU UUeY dULIBM :SnISne[)

“QUIYDSEN-10UIR)
JOP 1TW UONBUIQUIOY Ul ‘IYDIRLID UIA[9Y pun SNIsne[) UOA 3)1e[N1SOd dIP INp pIm s3I
‘wSNURIS ssnu USTAIZULI] SYDI[PURISIIAISA[RS TeqUIdYDS ‘OUDdejum jne Suniynppninyg aidq
— MIWRUAPOUWLIDY L, JOP WOIXY UL IWOS 1ST I "UISIIMI( 1YDIU PIIM pun udguniyerq jne
YnIaq ziesydneq 9119oMZ I "USJINP USUIIONIOA INJeN JIP Ul 3SS9Z0IJ (UdIqneLId [YIsnog
-I9UR) IYD[PM URIZYIZIdS I “IWEUAPOULIDY L JOP WIdY UIp 19P[Iq zresidneH a1omz 13

MTUIRUAPOULIDY .

I9p ZlesidneH I9119M7

AINVNAOWYHH] 49d ZLVSLdNVH YHLIIMZ

¥2z-10-F10% 36

z3"u fTuz|‘u| ="y

JyIwIep U2I[eyId IIM

Ak.vs = k:c@:@ =
xu L N:,xv:w =
x=AtNﬁwv XX:EFNMU =

ruug® T xa:u@iu

9 =
(T+%) ¥u g1

(rexyuy® = (T+ X)rh

up
SunIYIY-X JIP JnJ NZI[dXd unu SIIP UIZIIS JIM “SUMIYITY-X UL JOR{IASIPYUIT WP ©2 1w

z'C'x =10 ‘(x)h=(T2+ x)h

9S3Ip
udINe[ WLIo] Jafeuonunj uj "uasungurpagpuey SYISIPOLIdd YDI[WERU ‘UISYIRJULD P IIM
UR[UEM JUEB( "UDPIYDS co DU USWN[OASSUNIISHURN]) JOSUN JIM UM O[[0Y U1y Ia1ds
uadungurpagpuey Jop [Yyem 31 "uadundurpagpuey 1SUR[IDA A USWN[OASSUNIIISTIURN Se(

PUIs 1qneId “y anj 9119 M YD[OM ‘d3el] TP Yd0U YIS I[91S ST

A" eyup

o
X Uyr
A 1

gnmspus SunyE1ISILPSIIO Ul IPURISNZUISIH 9P UINE[ JTue(

A=N

ZZ %
‘H‘R H
A 1 P

(1) b xp [ =
()b ) 2ah xp [ =
(uih | eh) = T
gungurpaqgssduni

-3TULION JIP JIM USPUIMIDA NZB(] “UDUYIIRG NZ N 91URISUONSSUNIITULION TP YIOU 1] ST

HTIWHSNT NHHOSINONVI WI NHHOTIH ] SHIFd]

'y



4.1 | KREISPROZESS VON CARNOT

Entlang der Isothermen I,,/I34 werden dem Warmereservoir bei den Temperaturen $,/%»
die Warmemengen Q;/Q» entzogen, woraus sich die Warmezufuhr pro Zyklus ergibt als

fsa-ai-a

Die geleistete Arbeit pro Zyklus ist
qmms\ = %&\m =W

GemaR dem ersten Hauptsatz gilt
W=0Q1-Q:

Nach Kelvin muss die Warmemaschine daher Abwéarme erzeugen. Der thermische Wirkungs-
grad ist

W, Q

o Q

Der Wirkungsgrad ist die Fahigkeit einer Maschine Warme in Arbeit zu verwandeln. Es gilt
stets n < 1.

n

Die Maschine kann auch als Kadltemaschine bzw. Warmepumpe benutzt werden. Der Wir-
kungsgrad der Warmepumpe

ST

w12
Eine Kraftmaschine entzieht dem Medium hoherer Temperatur die Warme Q; und verwandelt
diese in Arbeit W und Abwirme Q,, wobei Q; — Q, — W = 0. Fir eine Warmepumpe
unterscheidet sich die Bilanz dahingehend, dass Q> + W — Q; = 0 gilt. Die Warmepumpe
entzieht dem Reservoir bei tiefer Temperatur die Warme Q» und fiihrt die Warme Q; dem
Reservoir hoherer Temperatur zu, wobei Arbeit zu leisten ist.

[} er qD_

=\
=

@DR aDK

» 12 Vergleich von Kraftmaschine und Wiarmepumpe

Im weiteren betrachten wir reversible Carnot-Maschinen die, abgesehen von der thermodyna-
mischen Abwéarme, keine inneren Verluste aufweisen.

16

ANWENDUNGEN

Anwendungen

A.1 Freies Teilchen im kanonischen Ensemble

Wir betrachten ein einzelnes freies Teilchen im kanonischen Ensemble.
Der Hamiltonoperator hat also die Form

%m

H=om

Zuerst rechnen wir klassich. Die Zustandssumme lautet

d’pdiq - 22
7, = ﬁm TgT
2
= % % n—wﬁ m\%
_ <AN:§§J§
:m
. . o h2
mit der de-Broglie-Wellenlange Agz = w:ﬂmﬂ
_v
A

Nun die quantenmechanische Rechnung. Hier lautet der Hamiltonoperator
H=-—V?

Die Eigenzustdande des Hamiltonoperators sind ebene Wellen mit

1
Yn(x) = (x|n) = /\‘Zm

ikn-x

In der stationdren Schrodingergleichung ergibt sich damit

2
Hyn(x) = \%‘:aqw,\%m;s.x
= N‘NWN %mww:.k

2m- /N
E

= SC\:ARV
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| KREISPROZESS VON CARNOT

1| Qo

T 3
19505550 V0

1| Qo

| @

:tiiiibwg
1550000555555 V2

» 14 Zwei Carnot-Maschinen zwischen drei Warmereservoirs

fir die Beziehungen zwischen den aufgenommenen und abgegebenen Warmemengen

% _ £(91,9)
% = £(90,9)

Es gilt auBerdem

1

f(80,92) = 795,90

Dann

Q>

Q

Sf(81,92)

Qo Q2

Q1 Qo

f(81,90) f(80,92)
_ f(81,%0)

-~ f(92,%0)

@ (91)

N @ (92)

Damit fithren wir eine Temperaturskala ein so, dass T = @~ (). Am besten eignet sich die

18

QUANTENSTATISTIK

Falls py = 0 auBer fiir ein &, so gilt

¢ = la) (x|

Der Erwartungswert fiir gemischte Zustande ist

(A) = > pa{alAlx)

nunsei g = >, pnln) (n|
(A) = > pn (nlAln)
= > pn(nllAjn)

= > pu(nin’) (n'|AIn)

n,n’

>(n

n

> puln) (nl >_=‘v
n
=> (n'leAln’)
v
=tr(eA)
Der Erwartungswert wird zu

(A) =tr(eA) = tr(Ag)
tro=1
tre’<1

Qb der Quantenstatistik werden wir ¢ nicht soiaﬁ.ms.u

Allgemeine Bedingung an o:
» 0 € {Spurklasse}
» o selbstadjungiert, ¢ = of

» o ist positiv (Ble|B) =0

Welcher Dichteoperator beschriebt unser thermodynamisches Gleichgewicht.

Erinnerung: Spezialfall

0=>pnln)(nl, mitH|n)=E,|n)

2014-01-24
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4.3 | IRREVERSIBLE PROZESSE

4.3 Irreversible Prozesse

Betrachte zwei Carnot-Maschinen C und C’, wobei C reversibel und C’ irreversibel ist mit den
Wirkungsgrade n und n’. Auch hier fithrt n° > n auf einen Widerspruch, n’ < n ist jedoch
erlaubt. Das bedeutet
H|WHH|MHJVJ =1-
P
DN
m@

= <0

Q;
Qi

Fir einen beliebigen geschlossenen irreversiblen Prozess gilt

6Q
- <0

Fir einen irreversiblen Prozess von A nach B gilt mit Abbildung 15:
@m 6Q % 6Q ([ 6Q
T <0

o
- V%Lmﬁ&vé

= ,m‘wv.m,b;‘_, %‘AN
y T

» 15 Die Zustinde A und B lassen sich sowohl durch einen irreversiblen Prozess y, als auch einen
reversiblen Prozess y’ verbinden.

Repetition: Carnot-Maschine

reversible Prozesse Fiir eine reversible Carnot-Maschine hangt der Wirkungsgrad nur von
den Temperaturen der Warmebader ab, zwischen denen sie operiert.

QUANTENSTATISTIK

Quantenstatistik

Braket-Notation
Es gilt

nyeH
E,|n) =H|n)

lp) = > culn)

In der Ortsdartellung

Y(xy,...,xn) = (X1,..., XN )
Fir MessgrofRen (Observablen) definieren wir den Erwartungswert

— (plAlyp) = ?xwze*c:_..._lee@:..._xi

Der Erwartungswert einer Observable ist das Mittel aus vielen Experimenten.

Fluktuationen um den Erwartungswert (Varianz) ist definiert als

V(A =(A))?) = (AA)

Die Wahrscheinlichkeit Teilchen 1 am Ort x;, Teilchen 2 am Ort x», etc. zu finden ist

[W(x1,...,xn)]°

> Beispiel Wahlen wir als Observable die Energie: A = H.

lp) =D cnln)

(H) =(y|Hly)
= M chcn (M'|H|n)
= M. ChiCnEy (' IN)
= M clienEnon,n’

= M_QS_NMS

n

2014-01-22
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4.4

BEDEUTUNG DER ENTROPIE ALS THERMODYNAMISCHES POTENTIAL

4.4 Bedeutung der Entropie als thermodynamisches Potential

Die am System geleistete Arbeit wird verallgemeinert durch

oW = Mgw ﬁr?n
k

womit wir fiir dS erhalten
1 1d
ds = = dU - MMS%;

wobei a; die intensive und dA; die extensive GroRe ist.

Wir fassen nun die Entropie als Funktion der Zustandsvariablen U, A,

S(U,As,...,AN)

Bemerkung: Im Folgenden reduziert sich die Entropie auf
ds=Lav+Pav
T T

also S = S(U,V).

..., Ay auf

Wenn wir die Entropie als Funktion von den Variablen U und V kennen, kénnen wir alle
thermodynamischen Grofen herleiten; insbesondere die thermische und kalorische Zustands-

gleichung.

Zunachst finden wir einen Ausdruck fiir die Temperatur aus der Entropie

1 3S oS
T-auly sV
= T = N..Aq_a\v = mm%
%(U,V)

auflésen nach U liefert die kalorische Zustandsgleichung
= U(T,V)
»1 Beispiel Explizit durchgefiihrt fiir ein ideales Gas:

S H=ﬁ<_omﬂmo+§30m“o+wc

Aus der kalorischen Zustandsgleichung U = w:wﬂ erhdlt man

U \%
S(U,V) =nCylog ——— + nRlog — + S
( ) \%4 N‘NJCWS\NN NA\O 0

N
N

KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

U aUIT o5 1 ) )
0B T oT B B kg 0B - Iw_w\wmﬁ/\ = —kgT°Cy
((H-(H))*) = kgT*Cy
AH _(H-(H)?) _kT?C VN 1 new
Eine alternative Herleitung ist folgende Betrachtung:
Qwﬁ&u& ~ 0 )
Zv = | ShREe M = | dE w(E) e "
Erinnerung: w(E) = %
_[ &pdlq _[dpdiq
el _»tAm W3NNI h3N NI O(E-H(p,q))
OS(E) ([ d3pdiq dO(E - H)
OE ) m3N!  3E
d3pdiq
= | Ty O~ H) = w(E)
Damit:
d*pdiq _
=] T e
= dE w(E) e FF

0

0
— \ﬁ dE e BlE-kpTlogw(E)]
0

— «—3 dE e BLE-TS(E)]
0

m% dE e BF®
0

o BF ua dE e BF®
0

Entwickle:
— I 1 mm,ﬂ. o\ 2

mnﬁmv\mnﬁvawM% mAM\mv

F ist Minimum von F (E):
oF _ 0 p_ _q1_ 795 _
%Immmm TS(E)] =1 Hmmlo
PF _ L% 9 1
OE? OE? OE TCy

2014-01-17
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4.5

ZUSAMMENHANG ZWISCHEN THERMISCHER UND KALORISCHER ZUSTANDSGLEICHUNG

Betrachten wir nun

mAm\wv|H U

ovV\aT/)  TovaT
3Byl ey 1,100 dpl L
“or\ov) oT\ToVv T T2ov " Totov oTT P12

Durch Gleichsetzen erhalten wir dann

10U 1op p

T2V ~ ToT T2

9w _
oT

=T

oV

Das ist der Zusammenhang zwischen der kalorischen und der thermischen Zustandsglei-
chung.

> Beispiel Fir ein ideales Gas mit
pV =nRT

erhdlt man fir den Zusammenhang

op

Tar

-p= H‘lg 0

=0 I«

v

Materialkonstanten
» isotherme Kompressibilitat

10V
V op

Kr =

» adiabatische Kompressibilitat

o = 10V
ST Vop
» Ausdehnungskoeffizient
Ll
T VT,

Spezifische Warme

T

oT

+p ==

-06
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Damit lautet die Zustandssumme

ENpd™Na g v
Z= M N - P ". p.a)—H

und wir finden das GroRe Potential G:

—Q(T,V,u) =pV = kgTlog Z(T,V, z)

Mit
had hd ZN e~ BH(p1,41)
1= M .—QF dq: ¢(p1,41,N1) = Mo%m:: dq N‘M%
folgt
_pv
Ze kT =1 | log(-)
_pv_
log 2 kT ~ 0
pV =kgTlogZ

Mit diesem Potential konnen wir alle anderen Potentiale finden.

U= (H) = M?wu d*q H(p,q) e(p,a,N)
d3pd? N _
I MN FWZZ_QEAE‘QV e BlH(p,a)-uN]
= W MNZ AIWV %E% e BlH(p.a)-puN]
Z 5 B h3NN!
2
_ Tt
N
= -3z m _omm , kalorische Zustandsgleichung
Analog finden wir die Teilchenzahl
0
(N) =4z - m_omNCPFNV v

Weiter konnen wir F konstruieren, namlich

F=U-TS

wobei U = (H) ist und

2014-01-17
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4.6

GEHEMMTE GLEICHGEWICHTE UND STABILITAT
Also folgt
oV | «T «?VT
Cp—Cv=2r| — = >0
oT p KT KT

Es wurde also gezeigt, dass C, stets groBer ist als Cy.

Fir S(T,V) = const, bzw. dS = 0 gilt

o . _[Cv  op| oV g
aT O|T+3<3m3
__p9p| oV
Cv = oT |y 9T |s
_r9V]| or
D]ﬂmﬂmmﬂm

Bilden wir nun das Verhaltnis von C, zu Cy so ergibt sich

v
Cy oT |p
Cv a i
oT |y oT | g
_r
v |g

Es folgt also

oV
p op T Kt
ﬁ‘a\ m‘a\i Kg ’
op

Somit erhalten wir weiterhin Ausdriicke fir die spezifischen Warmen

oK
Cy=TV——-—"—
v (K1 — Ks) Kt
2
G =Tv—% .
Kt — Ks

4.6 Gehemmte Gleichgewichte und Stabilitit

Wir betrachten ein Kolbensystem mit Gesamtvolumen V und innerer Energie U. Eine Ver-
schiebung der mittleren Wand (vgl. Abb. 17) ldsst des gesamte Volumen konstant.

Vi+Vo =V
<~+%<~+<N+%<NH<
Ed %a\HH\ﬁwa\m

Ein interner zuséatzlicher Freiheitsgrad/Hemmung ist 6V;.

26
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BEWEIS DER RELATION F(V,N,T) = —kgT log Zy

1 H(p.a)

1 3N 3N
N\z? paa page

—
Il

; ; 1
_ aBF 3N 3N —BH(p,q)
-¢ T PATA e T

Ableiten dieser Identitdt nach

1 oF
_ 3N, 43N BF o—BH = _
0 %Q pd a e e T,.Tmmm Eg
1 1 oF
_ 3N, 43N & oBH = _
%Q pd QSWZZ_NZm T,.,.mmm Eg
oF 1 . ) 1
=F - = 3N 3N H -BH
£B3g - 5 | P dNa g Hp e
Q.Mvﬁmq
OF
- F Z _U-=
+f 3B U=0
oF oF
U=F+ m% =F+ Hm
Legendre-Transformation von F ergibt innere Energie. ]
oF
S
U=F+TS, kalorische Zustandsgleichung
p=- oF , thermische Zustandsgleichung
ov T,N
_ OF
H= 3N |y

Fur das ideale Gas gilt

p?
H(p,q) = o

1 r;
_ 3N, 43N -B ok
N2|? ad™p ppg [1e
—— 1
<2
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4.7 | INNERE ENERGIE U ALS THERMODYNAMISCHES POTENTIAL

Weiterhin gilt

2°s
52 <0
s 1
oU T
s 2
U
0

ou?
Uﬁ.<V

SU,V)

S,V)

U

» 18 Die Entropie als Funktion der inneren Energie

4.7 Innere Energie U als thermodynamisches Potential

Genau wie S kann nun auch U als thermodynamisches Potential aufgefasst werden. Also
U=U(S,V)

Damit ergibt sich

ou
dU = 3

&,+m‘q

1% ov av

N

Nun ist die Frage, was die einzelnen Differentiale bedeuten. Betrachte zundchst

U
as

v s ;
Als ndchstes benétigen wir zuerst

0 oS
%MAQQ\VL\V =0= 30

ov

v oU

Lo
s oV

U

KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Im letzten Schritt wurde die partielle Integration verwendet. Es zeigt sich aufRerdem, dass
das linke Integral auf der rechten Seite verschwindet, da am Rand H = E gelten soll. Damit
finden wir

0H 1 o0H
()= | B

mvnw mkﬁ
E<H<E+A
A 0 o0H
“ T % Xi 3y, dPdd
H<E
A 0
= ﬂ?m:vm‘m % (H - E)dpdq
H<E
- w?: +0dpdg
0ij
B @mMAEMa
_ %
" Orlog=(E)
B Oijks
" 0sS(E,V,N)
= %E.NAW‘NJ | |

Erinnerung: Mikrokanonisches Ensemble.

» abgeschlossenes System

1
> 07 NN
» Das Volumen im Zustandsraum lautet:
I(E) = ﬁ d*Npd*Ng e(p,q)
E<H(p,q)<E+A
» S(E=U,N,V) =kglogI'(E) -

12.2 Kanonisches Ensemble

Sei nun ein Subsystem (E;, N1, V:) in ein abgeschlossenes System (E», N2, V») eingebettet.

Zwischen den Systemen kann nun Energie ausgetauscht werden. Da das gesamte System
abgeschlossen ist gilt weiterhin

E=E +E
N = ZH + Zw
V=Vi+V,
Daher ist die Thermodynamik durch das mikrokanonische Ensemble beschrieben.

Wir verteilen die Energien

2014-01-15 85
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4.8

MEHRKOMPONENTEN- UND MEHRPHASENSYSTEME

Wenden wir dies an, so erhalten wir

du _ ot
082~ S |v
o°U op 11
WV Tl T vk 0
oo Llav
ST Vvop

4.8 Mehrkomponenten- und Mehrphasensysteme

Mehrere Komponente In einem gemischten System gilt das Extermalprinzip. Die Kompo-
nenten haben denselben Druck und dieselbe Temperatur. Die Teilchenzahl n; ist konstant.
Die Systeme haben also unterschiedliche chemische Potentiale . Es gilt also

dU=TdS—pdV + > p;dn;
i
Mehrere Phasen Auch hier gilt das Extermalprinzip. Die beiden Phasen haben dieselbe
Temperatur, denselben Druck und dasselbe chemische Potential im Gleichgewicht. Es gilt

also

dU=TdS —pdV + udn

30
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Somit erhalten wir
VN 3N /2 3N/2
2E) = pwNitaNz e GmETT
Mit der Stirlingschen Formel
I'(1+2z)=2z%*V2mz(1+...)

N!=T(1+N) =N"e Ny21rN

finden wir fiir unser Phasenraumvolumen

v A\Z.:.w:\w AN:@mva\w
2(E) = - 3N/2
W3NNNe-N.21tN A%v e-3N/2. /3TN
VN 1

_ Y = 3N/2-1,5N/2 3N/2
= JNNN Zz\wﬁ eV (2mE)

und fiir die Entropie des idealen Gases

S(E,V,N) = kglog >(E)

1% 3 dmETT 5
= gz?m@ + 5 1o8( Sy ) + &

Bemerkung: Dies scheint ein Widerspruch zum 3. HS zu sein. Erst die quantenmechani-
sche Rechnung fihrt auf das richtige Ergebnis. Der Fehler liegt also an der klassischen

Betrachtung. o

Flr die innere Energie U erhalten wir somit

N\?? mS  5)\3Nh?
U, V.N) = Aﬂv mv%A,uL/:Q B wv 4mTm’
Damit kann leicht die Temperatur und die kalorische Zustandsgleichung gefunden werden
ou
T =
oS v
22U
" 3Nkg
3
= U= MZNAw‘NJ
Mit der spezifischen Wéarme
ou 3
G =57 =Nk
erhalten wir fiir die Entropie den bekannten Ausdruck
S(T,V,N) = Nkg HOMAMV + Cylog T + const
Die thermische Zustandsgleichung folgt aus
__3U| _2U _ NkT
T oovils 3V v

Damit haben wir die Zustandsgleichung des idealen Gases mikroskopisch hergeleitet.
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5.2 | FREIE ENERGIE

T x _\uuc Y1 ¥y

» 20 Phaseniibergidnge sind durch einen Knick bestimmt.

5.2 Freie Energie

Wir starten mit der inneren Energie U(S,V,n) und fiihren eine Legendre-Transformation in
der Variable S durch.
ou

F(T,V,n) = T\l S

.L =[U-TS]
Vn

Das totale Differential von F lautet

dF = dU - d(TS) = ZdS - pdV - ZdS —SdT

—-pdV —-SdT + udn

Wir erhalten also

oF

| 2 m‘u.. vin = |,m.

|
®< Tn B %
oF|

g on TV —H

Damit folgt sofort
0 0oF 05 00F _op
oVoT oV 9ToV  oT
Dies ist ein Beispiel fiir eine Maxwell-Relation.

F ist konvex in den extensiven Variablen V und n aber konkav in der intensiven GroRe T.

dF <0, fir Hemmungen in V und n
OF =0, Gleichgewicht
6°F >0, Stabilitit
Betrachten wir nun wieder das Extermalprinzip:

TdS > dU + pdv
AU -TdS)lry <0
dF|lry =d(U-TS)=dU-TdS <0

KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Es muss gelten
E<E +E,<E+A

Als néchstes relaxieren wir die Hemmung an der Energie

E/A

T (ENT(E2) = > Ty (Ey)T(E — Eyp)

I(E)= >

E<E)+Ep<E+A

mit E1; = A - i.
[(EVT(Ey) < T(E) < m:@:@

Dabei sind E; und E- so definiert, dass I; (E;)I> (E») maximal ist.

S(E,V,N) = NAW_ONHAM.V < Ww:um WH,_AM,HVH_NAM.NV

= ww_omw + kg log I (E1) + kglogL, (E>)

H~OWZ+%H + 5o

Im thermodynamischen Limes (N — o) konnen wir den Term log N vernachldssigen. ]

Der Hauptbeitrag zur Entropie kommt von E; und E,

O[T (EV(Ex)]lg 6, =0

%—omﬁ_m_ = %mwﬂomﬂ_m
1 095 05 1
T, 0E 0E, T,
Wir definieren
1
T=%
3E |y N

S ist maximal in allen Hemmungen des Systems. Mit der Identifizierung U = E erhalten wir
die gesamte Thermodynamik.

S(U =E,V,N) = kg logT (E)
U(S,V,N) folgt aus invertieren von S

Erinnerung:
__&
P="%w
_w
~ 0N
ou
=735

SN

u

s,V

V.N
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HOMOGENITAT UND GIBBS-DUHEM-GLEICHUNG

5.5 Das grofRe Potential Q

Wir haben die Variablen V, T, u. Wir starten von der freien Energie und fithren eine Legendre-
Transformation in der Teilchenzahl durch.
QT,V,u)=F—un=U-TS —un
dQ =-SdT - pdV —ndu

Der Vollstandigkeit halber

o0Q
> % v = |.M,
o _
172 P
o0Q n
, 9 - _
ou |1y

5.6 Maxwell-Relationen

Wenn wir ein Potential X als Funktion von zwei Variablen y; und y, haben, dann gilt
0°X _ 02X
0yidyx  0Y10yi
Wir kennen bereits

’s  2%S
oUdV ~ avVoU

5.7 Homogenitat und Gibbs-Duhem-Gleichung

Eine Funktion heift homogen in der Ordnung k, falls
FAXL, ., AX) = A F(x1, . X0)

>l Beispiel Die innere Energie U ist homogen in S, V, n mit Ordnung k = 1.
U(AS,AV,An) = AU(S,V,n)

Trick: Leite nach A ab.

us,v,n)

Il
|
%)
+
.
+
i

TS —pV +un

34 2013-11-13

KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Klassische Statistische
Mechanik

Ein System von N Teilchen besitzt 6N Freiheitsgrade.

(p,a) = (P1,---, Pn-d1s-- -, AN)

Die Teilchen sind verteilt mit der Dichte p(p,q). Es handelt sich also um das Konzept
des 6N dimensionalen Phasenraumes I', dessen Punkte (p,q) den Zustand des Systems
beschreiben.

Fiir MessgroRen M(p, q) gilt der Erwartungswert

[dpdq e(p, ) M(p,q)
M) =
(M) Jdpdq e(p,a)

Ensembles
Mikrokanonisches Ensemble N,V E fixiert (abgeschlossenes System)

Kanonisches Ensemble N,V fixiert (System im Kontakt mit einem Reservoir, Energietiber-
trag moglich)

GrofRkanonische Ensemble V fixiert (System im Kontakt mit einem Reservoir, mit dem
Energie ausgetauscht werden kann und einem Reservoir mit dem Teilchen ausgetauscht
werden koénnen)

12.1 Mikrokanonisches Ensemble

Die statistische Mechanik basiert auf dem Postulat gleicher Wahrscheinlichkeit fiir jeden
Zustand im Phasenraum der mit festem E, V, N vertraglich ist.

( - 0 sonst
PN 0 ECH(pq) <E+A

h3NN!
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5.8 | EXPERIMENTELLE BESTIMMUNG DER POTENTIALE HYDRODYNAMIK | 11

Dies liefert uns eine Kontinuitatsgleichung
3+ (hu) =nv -u =0

Wegen V A u = 0 kdnnen wir ein Potential einfithren mit V¢ = —u (Potentialstromung). Es
folgt

V-u=vVgp=0

11.2.2 Schallwellen

I
=)

om + Vinu)

ou+ (u-vVu

n~ng+n
p~pot+p
u klein

Linearisieren der Gleichung

on' +ngV-u=0
N
No
,_op’ ,
Vp' = vn
p on’ s/n
1
T ngKs
op’
op +n V-u=0
tP an |sm
mnﬂn + Q‘ =0
n

Durch Fouriertransformation folgt

—iw \+\HM u=20
p h&
} . p
- +ig=— =0
iwu +iq
r’
= ‘u+qg*==0
wq a-,
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6.3 | UNERREICHBARKEIT DES ABSOLUTEN NULLPUNKTES HYDRODYNAMIK | 11

6.3 Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes dann erhalten wir

Din+nV-u=0
Beim Kiihlen kénnen wir nicht in endlich vielen Schritten den absoluten Nullpunkt errei- ' R
chen. mnDyu+Vp =nF -V -p
3

:wwﬁmbwuﬁ. Hd. L nqﬁx<j|€.4v.=

Sowohl k als auch n hingen von der Dichte und der Temperatur ab. Diese Gleichungen
beschreiben das Verhalten eines realen Fluidum. Fiir u = 0 erhalten wir die Warmeleitungs-
gleichung.

:»wwmﬁ =V . (kVT) =~ kV?T

oT = L ver
ney

Verschiedene Typen von Stromungen:

» adiabatisch
n

stationar

v

wn.:HO

» rotierend

VAau=0

» nicht-rotierend

VAau=0

» potential
u=-Vo
Folgtaus V A u = 0.
AuBerdem
» Inkompressible Fliissigkeiten: n = const
» Inkompressibel, stationdr und rotationsfrei
V-u=0

u=-Vo¢
~ Vi =0
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7

.2 | GIBBSSCHE FLACHEN

Temperatur und die chemischen Potentiale u® gleich sind. Am Phaseniibergang gilt

p' (T, p) = u'¥(T, p)
Es gibt also eine Phasenlinie pg(T).

14
kritischer Endpunkt

wu;\w ANJV

existenz von
zwei Phasen

A

Y
\ T
Tripelpunkt:

Koexistenz von
drei Phasen

» 23 Phasendiagramm mit Phasenlinie

Verallgemeinerung fiir mehrere Komponenten:

(&)
(0 _ Ny
i n(w

n i

=x  1,...,r—1und MXHSV =1
i
wobei r die Anzahl der Komponenten ist.

(B) (B) (B)
EMQVA\H.G_RMQV...._X%Q\:H H ta.m A.N.,_E..X_m .....R.ﬁmww

Die Anzahl der Gleichungen ist ¥ (v — 1). Die Anzahl der Freiheitsgrade ist

f=2+vir-1)-r(v-1)=2-v+r
Dies ist die Gibbssche Phasenregel.
7.2 Gibbssche Flachen

Das Gibbs-Potential lautet

p, T - G(T,p,n) =pun

Hier schneiden sich die Flachen pu (T, p) und g (T, p) unter einem Winkel. Die Ableitungen

besitzen also einen Sprung.

v, = OHa
o |,

_ OHq
S« = 3T |y

40

x Phasenlinie: Ko-

v

Jr = nuy

mnu?
> e= 5 —+d

v

iy = mnuug + pix

mn ,
> & = ﬁ: Ui +qu; + UgPri + Wi

v

pPik =m _‘ &p viviflu-o

> Wi = %%%E V20V fluo

In nullter Ordnung hatten wir f = fy gesetzt und so erhalten
» w; =0
» Pix = 0up = SunksT

Einsetzen der GroRen j, e, T, ITi

mwvﬁ + wma\w:__v =0
moy (nuy) + 0;(mnu;uy + dip) = mFy

m%ﬁ:w + W:wwﬂv + wﬂ.:%sw + W:wwﬂv:; = nFu;

mit dem Ableitungsoperator
D; = mw + @:m_.
D, wird auch substantielle Ableitung genannt.

on +0;(nu;) =on+uidinm+noiu; =Dim+n(V-u)=0
Din
t

MU + MNO Uy + MUSHTITU;) + MNnu;0;uy + Oxp = mFEy

ibz\:ﬂ + w»ﬁ = mFy

Wir erhalten also folgende o. Ordnung Gleichungen:

Din+n(V-u)=0
mnD,u+ Vp =nF
3

MU~H+H<.=HO

HYDRODYNAMIK
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VAN DER WAALS GAS

» 25 Form der Isothermen f(T,V).

7.2.2 Freie Energie

v —-v*
VB -y«

vh—v

FUT W) = FUT 0% o0+ fAT 0P

ST, v*) - fB(T,vh)
v —pb

—Pap =

aef G
f ot papv® = P+ popvt = = 1P

Im Ubergangsbereich haben wir Phasenkoexistenz mit

op| _
ov H|o

d. h. keine Kompressibilitat.

7.3 van der Waals Gas

Die Zustandsgleichung einer Substanz erhdlt man entweder aus dem Experiment oder durch
ein kinetisches bzw. statistisches Modell. Die Hauptsétze selbst liefern uns keine ndheren
Aussagen tiber die Zustandsgleichung.

Mikrostandpunkt vom idealen Gas: Die Molekiile iiben untereinander keine Wechselwir-
kung aus. Allerdings, zwischen Molekiilen besteht Wechselwirkung mit abstofendem und
anziehendem Anteil.

Bei hoheren Dichten muss diese Wechselwirkung berticksichtigt werden.

van der Waals idealisierte Situation:
» Der abstoRende Teil des Potentials wird durch unendlich harte Kugeln modelliert.

» Der andere Teil des Potentials ist fiir die Anziehung verantwortlich.

Hydrodynamik

Wir betrachten die lokale Maxwell-Boltzmann Verteilung

oo =nir, ) Eiiww?:_% méﬁé%%|ﬁmwg
mit
p =mv
po(r,t) = mu(r,t)
dabei ist

» n(r,t) die Teilchendichte
» u(r,t) die konvektive Stromung
» T(r,t) die lokale Temperatur

Folglich haben wir fiinf lokale ErhaltungsgroRen ¢ = 1, p, p°.

[ pmr0 = [P pouflsine = 0

HYDRODYNAMIK

=2 [ prrn v [@pus-F[dp (v,005 =0

Betrachte das Verhalten unter den ErhaltungsgrofRen.

¢ =1 Kontinuitatsgleichung

mw:é + wmk._. =0

¢ = p Impulserhaltung

§®?~.w + 9::0 = mkFy

¢ = p? Energieerhaltung

Oe + 0,5 = jiF;

wobei

» Teilchendichte n = _,%w f

» Impulsdichte j; = %%E v f

11
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VAN DER WAALS GAS

wobei a eine weitere charakteristische Konstante des Stoffes ist. Der Druck auf die dulere
Wand ist folglich

. a
EHWE|%

Damit ergibt sich die van der Waals’sche Zustandsgleichung

:TSTI%V - RT

Die stellt einen Naherungsausdruck fir ein reales Gas dar.

p

Pe

Ve v

» 28 Im p,V-Diagramm werden die Isothermen gezeigt. Bei T. verschwinden die Minima/Maxima
der Kurven.

7-3.1 Universelles Gasgesetz

Fur T > T, ist p(v) monoton. Unterhalb von T, und bei fixem Druck p < p. erhalten wir
drei Losungen fir v. Die kritischen Werte fiir T, p., v. folgen aus der Gleichung des van der
Waals’schen Gases

p=Pavv,1) = -0 - &
w_, . RT 2

ov (v-b)2 3
¥p_, . RT__3a
ov? (v->b)3 v+

nach einigen Umformungen ergibt sich

1 a 8 a
= — — T. = — ~
Pe=o7pz0 Ve=3by Te=579p
Gehen wir zu normierten Variablen tiber
p v T
m=—, v=—, =+
Pc Ve T.

44
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10.2.2 Relaxationszeitapproximation

Wir ersetzen das Spektrum von L durch einen einzelnen Zerfallsparameter 1. Wir setzen

I

fur alle Moden, die nicht erhalten sind.

Transport
Die Kraft ist jetzt klein und hat eine schwach variierende Ortsabhéngigkeit.
_ v _
Df = ~fuw_ = (frlw)

D feo + DfFec@ = \\S%

_ —TD fro
v= Seo

Die Losung der Boltzmann-Transport-Gleichung hat in erster Ordnung die Form
S =fool+y) = fro— TDfr
Die Frage ist nun, wie klein die Stérung tatsachlich ist.

» Die Frequenzen der Stérung wt < 1.

» Die Ortsabhigngikeit muss klein sein k - £ < 1 mit £ = vy T.

69
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VAN DER WAALS GAS

Wir benotigen u und s. Fiir ein reales Gas wissen wir

RT a
v—-b v?

ou

ov

op

T oT

- P, Pvw=

mit dem Ausdruck fir pyqw:

u
ov

als Folge der Attraktion der Molekiile.

_a ()

r V2

Fir ug — u, bei T, = Ty gilt

B a a a
up—us=| dv— =——+—
A v (%] Va

Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes konne wir fiir S angeben

_1 _1(ou ou 14
ds = HE:...EQS = ﬂmmﬂ caﬂ.,. 30 wacv + Hmc
1/a RT a R
|mﬂﬂ;c|w|%$%\|eé%
= mmlfnwgﬂiv
Qb\@
Alles einsetzen in (O)
a a
p(vp —v,4) = \+-EE§|S|A‘+E,_E§|Sv (k%)
Vg Va

Wird andererseits die Fliche direkt mit pyqw berechnet, finden wir

B dov Badv a|®

\ H \m\
Lv_b L vl RTIn(v S_>+c

B
b Pvawdv = RT

A

was mit der rechten Seite von (s *) tibereinstimmt, so dass

B
b pdv =p(vg —va)
Die Gleichgewichtsbedingung ps = pp reduziert sich auf die Gleichheit der Flachen in
Abbildung 29.

Die Maxwell-Konstruktion zur Korrektur der van der Waals Isothermen fiihrt zu thermodyna-
misch konsistenten (stabilen) Isothermen. Die korrigierte Isotherme beim Phaseniibergang
erster Ordnung von fliissig (A) zu gasféormig (B).

Die Punkte A’ und B’ definieren die Spinodale, Endpunkte der (meta)stabilen Phasen.
Segmente:
» «': Uberhitzte Fliissigkeit (Siedeverzug)

» pB’: Unterkiihltes Gas (Ubersittgung)

46
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10.2 Relaxation und Transport

Die Boltzmann-Transport-Gleichung

Df(p,r,t) =0:f + vV, f + FVyf = 0tf Iswre

ist im allgemeinen nicht l6sbar. Ein wichtiges Konzept ist das lokale Gleichgewicht, beschrie-
ben durch die lokale Boltzmann-Verteilung fyo.

H Q\mo?:m
) 2rmT (ka1 @eﬁ 2mky T (r) g

Sfro=n(r

n(r), T(T) und p,(r) sind Gleichgewichtsparameter. fy, ist aber keine Lésung der Boltzmann-
Transport-Gleichung, da

@,\Mc +0
Ot feolswoge = 0

Wir konzentrieren uns im wesentlichen auf 2 Losungen:
» Relaxation: Homogenes System ohne Treiber. Wie relaxiert f ins Gleichgewicht fyo?

» Stationdrer Transport: Treiber im System und das Gleichgewicht des getriebenen
Systems.

10.2.1 Linearisierung
Betrachte die Variation (im StoRterm)
S=fool+y), mity <1
d.h. ¢ ist ein kleine Stérung. Dann lautet der StoRterm

0uf Istoe = i@L%F d*py p" Wy ) pp Seo (P WD) + W (p) —w(p') —wp))]
SeoLy

wobei L ein linearer Operator ist.

Wir sind interessiert an Losungen der Boltzmann-Gleichung

2 -y
Df(r,p,t) = m~%+c<&q+~u<u\\ ot |swhe

insbesondere eine Losung nahe beim lokalen Gleichgewicht

S =foo(l+y)

_ 1 (P —py(r,1))?
Joo =n(r,t) [2rtmkgT (v, t)]3/2 @Gﬁ 2mkyT(r, 1) g
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7.4 | DAS EIS-WASSER-DAMPF SYSTEM

> 32

p-T Diagramm fiir v¢

Pec

Ve

7-4 Das Eis-Wasser-Dampf System

Die Clapeyronsche Gleichung sagt uns

fiir den Volumensprung gilt

{
Torp = 3y

RT
p

u

AV = Vgas

auBerdem gilt £ = const.

> 33

£
ESS ﬂmﬂw = %
t
RT?
14

= Oorlnp = -

Inp = ——— + const

RT
¢

p = poe KT

Plot des Druckes im Eis-Wasser-Dampf System

KINETISCHE GASTHEORIE | 10

p

[]=

q

> 41 Der Phasenraum ist aufgebaut aus K Boxen wie die in der Abbildung, in denen wir die
Teilchen platzieren.

Wir betrachten N Teilchen und verteilen diese zufillig auf dem Phasenraum. Dazu unterteilen
wir den Phasenraum in K kleine Boxen mit Volumen w = Ap3Aq?3.

N; ist die Anzahl der Teilchen in diesem Phasenraumvolumen. Damit lautet die Einteilchen-
verteilungsfunktion wie folgt

_Ni
Tw

fi

Die Verteilung muss die Teilchenzahl erhalten und die Energie

N =

VR
Zz

~
Il
—_

R
Il
M
Z
=

Il
—

Es gibt KN Moglichkeiten die Teilchen auf die Boxen zu verteilen'. Da die Teilchen nicht
unterscheidbar sind gibt es viele Moglichkeiten eine Verteilung {N;} herzustellen. Wir nennen
die Anzahl der Moglichkeiten

N!

: Ny Nk
NN N9t ek

Q({Ni}) =

Die GroRe Q wird extensiv durch logarithmieren:
K K
InQ({N;}) =InN!- > InN!+ > Ing;"
i=1 i=1

Mit der Formel von Stirling

K K
=NInN - > N;InN; + > N;Ing;

i=1 i=1

Viele verletzen jedoch die Energieerhaltung
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7.5 | NUKLEATION AN PHASENUBERGANGEN ERSTER ORDNUNG KINETISCHE GASTHEORIE | 10

p=rpra Bemerkung: Die ideale Gasgleichung lautet
Q:cc?n 1
1 Ea\H:mNN;HN/:AmNJ.

/ Insbesondere folgt hieraus, dass die variable C = 1/(kgT) sein muss. -

! Wir erhalten fiir das Gleichgewicht die Boltzmannverteilung:

’ So(p)

-3/2 _ p*
n2mmkyT) mx@A Nsiawﬂv

\\\\uw\\\‘mxwﬂl\\mm\‘v
P> pa QmmkyT)?"? 2mkgT

» 36 Gibbsenergie in Abhidngigkeit der TropfchengroRe. w3
Wobei die de Broglie Wellenldnge durch
_ 2mh?

\Q:;x >N |
I ~wpe kT mkgT

Aus der statitischen Mechanik kann man folgern

gegeben ist. f hat somit die Dimension von

1
[Lange]3[Impuls]3 "

Lf1=

Die innere Energie erhalten wir mittels (po = 0 System in Ruhe):

EN 3
v=v[fwl ap
3
= 2 NkgT
NZNQ
3
Cy = MZNAW

Der Wert von H im Gleichgewicht wird somit zu:

H = [ folog fod’p

_ nA’y - p? 3
|ﬁT£A§v Nﬁsqfasgu

w‘s_o A‘: vlms
2 %\ omrmkeT) " 2™

Multiplizieren von (—Vkg) fithrt zu

3%V
N

S = —VkgH = Nkg _omA v + const.

Verglichen mit dem fritheren Ergebnis (Gibbsche Paradoxon):

S = nkylog(T3'?V) + const.

1Oberflachenspannung durch Phasengrenze

63
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8.1

WARMELEITUNG

Dies ist eine Warmeleitungsgleichung bzw. Diffusionsgleichung.
Wir 16sen die Warmeleitungsgleichung durch Fourier-Transformation.
1 * ;
T (k,t) = ‘% T(x,t) e** dx
ot =Jgm ). T0D
Erinnerung: Fourier-Transformation von Ableitungen.

1 h iwx
g(w) = 5= rxg 0%

1 (™ dfx)
Qisvl/\m o dx

durch partielle Integration finden wir

m:cx dx

. o
m:tx

() = Tﬁx?; - Tp= | _reoerax

—00

Fiir x — +o verschwindet f(x), somit
g1 (w) = —iwg(w)
also fur die n-te Ableitung gilt dann

In(w) = (-iw)"g(w) -

Wenden wir dies an auf unsere Differentialgleichung

AT _ K (i (k,t) = — k2T (k1)
ot Co 9

Sortieren fiihrt auf
0T (k,t) Kk,
T(k,t) |§» ot

Integrieren liefert

T (k,t) = C(k) e @kt

wobei C(k) eine Integrationskonstante ist, von k abhingen kann und durch Anfangsbedin-
gung 7 (k,0) = C(k) bestimmt werden kann, mittel Fourier-Transformation von 7 (x, 0).

Der Einfachheit halber nehmen wir eine Delta-formige Anfangsbedingung der Temperatur-
verteilung an.

T (k,0) = ,\w _\\s T(x,0) e** dx

wobei T(x,0) = 6(x). Um die Losung fiir den Warmefluss zu erhalten fithren wir die
Riicktransformation durch

T(x,t) = «%% C ek e a Kt gk

KINETISCHE GASTHEORIE | 10

Im Gleichgewicht muss 0rH = 0 sein. Insbesondere bedeutet dies

log f(p) +1og f(p,) =log f(p’) +log f(p)).

Im Gleichgewicht ist somit log f'(p) eine ErhaltungsgroRe. Anderseits sind aber auch Teilchen-
, Impuls- und Energiedichte erhalten. Somit muss f(p) eine Linearkombination der erhaltenen
Grofen sein, also

logf(p)=A-1+B-p+C-p?
_ C o
=loga -5 (P —po)

wobei B = Cp,/m ist und somit

‘ HE :Tu%
37=Agv 25% (10.2)

10.1 Boltzmannsche H-Theorem

Es sei ®[p, f] gegeben, sowie

Qo = %ES@?%Q: d*p. (10.3)

Wir betrachten die zeitliche Ableitung

diee(t) = = [ Epdp & Bt Wy, [P0 B) = F P F(2)]
X w??iu: + blpi, f(p)] - $lp', f(0)] - blpl, fF(PD]]  (0.4)

wobei ¢ = & + f0,P.

Bemerkung:

®=1: 0;06 =0 Teilchenzahl %%Q: dPp=n

®=p: 0,00 =0 Impulserhaltung %%Qvu d’p=P

2
000 =0 Energieerhaltung Nu‘)i%@v &p-FE .

Fur ® = log f folgt
H(t) = 0q(t)
= %Eomx%u

= 0:0s =0
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8.1

WARMELEITUNG

%%ﬁTW::\_S +< .8_ no
0
QM:AFS +V-w=0

Linear response ,,schwache Treiber*:

» w=—-kVT
0 0
Zu=cy=-T

G TT:
0 2

» — T =DV-T
ot

» Thermoelektrische Effekte in geladenen Elektronensystemen

» Falls wir einen Warmestrom w haben, so erhalten wir automatisch auch einen Entro-
piestrom j

Js = % (8.1)
oUu 0Q
S T T
3 eoU 1 _ . (VT)?
O T T Ty WT TV st
. w 1 1y 1 1 1 K(VT)?
V.-js=V- T = H<.€+€4Aﬂv| HQ.SlﬂwszS| H<.€+‘HN
» dU =TdS
ou oS
= =T==
ot T ot
oS , (VT)?
QM.TQQMHX T?
Falls VT = 0 ist die Entropie nicht erhalten. Entropie-Quelle
(VT)?
9=k T2 <0

Entropie wird erzeugt. Die Entropie nimmt konstant zu und erreicht den maximalen
Wert im Gleichgewicht mit VT = 0.

54
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Aus der Zeitumkehr und der Paritat folgt die TP-Symmetrie:
Wy'piipp1 = Weprip'p)
Damit erhalten wir
of(p,a,t) +qV.f(p,a,t) +pV,f(p,q,t)
=~ [ Wopprni LF @) (P) — )£ (1)) dpy i p
Durch Verwendung der Homogenitét, also
» keine Krifte, d.h. p =0

» f unabhingig von ¢, d.h. f(p) und somit f(p,q) = f(p)

Wir fithren ®(p, f) ein und analysieren die Zeitentwicklung und ihre assoziierte Dichte
04 (1).

e (D) = [ f(p.O0bLp. f (2,01 &
> Beispiel Teilchendichte:

21 = o= |fmdp=n
Gesamtimpuls:

2=p = 0= [fpdp =P

Entropiedichte:
d=logf = 0o = ?:c:om\%u I«

Wir untersuchen die zeitliche Abhdngigkeit von g4 (t) (und erhalten vier dquivalente Varian-
ten):

2100 () = ie@_b\%u

B 00(p, f) | of
|:e§.b+‘m% L Py d’p

-

\g

=

= HsuﬁssEE:Q\:@QC - f(p)f(p))]dpdp’dp,dp;
= %\Euim%u_Qw:::\AN:J,\,AEJ I%Aﬂ:v.\‘:»v_ dpdp’'dp,dp;
= [ wopiaom, AP, 02 (0) ~ £ (0 (0] dpdp'dp,dp;

= [Wypin SR ILF DI (1)~ ) f ()] dplp'dpy
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STATISTISCHE BESCHREIBUNG

Die Grundidee der statistischen Mechanik ist es ¢(p, q) zu bestimmen, sodass
M = (M)

Fiir festes Volumen V, Teilchenzahl N und Energie E (einem isolierten System) reduziert sich
die Dichtefunktion zu

const E<H(p,q) <E+A
e(p,a) =
0 sonst

Ergodenhypothese Die Trajektorie (p(t),q(t)) durchlduft den gesamten Phasenraum gleich-
mdfig, d. h. jeder Punkt wird erreicht mit gleicher Wahrscheinlichkeit. X
1.) Entwickle die Thermodynamik fiir verschiedene Ensembles.
2.) Verallgemeinerung fiir die Quantenmechanik.

3.) Kinetische Gastheorie. (Vereinfachung fir o)

Liouvillsches Theorem Flir die Dichtecdinderung der Dichtefunktion o(q, p,t) in einem Volu-
men w €T gilt

de _,_de
ar ~ 0= 5 tleH]

= w\m +(p 4) AMMY x
BEWEIS
op L
b:mﬂ dw m ow do ANN Qv@
- [ aw (v va)[(p a)e]

oe ~(vp va)[(p a)e]

ot
_ Wﬁlwwﬁ.m B m&&mg
i1 opi 04q;
Aus der klassischen Mechanik ist bekannt
opi oH
opi 0 0qi pi
0qi _ oH _ .
oa; 0 op; &

damit
Je tal . 0p . 0o
at |M Piap. ~ aa,
_y[H e 2H e
0qi op;  0p; 0q;
=—{o,H} |

i=1

56

Forderung des mole-
kularen Chaos
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H Q Kinetische Gastheorie

Wir definieren uns die Einteilchen-Verteilungsfunktion

fp,a,t) uZTWE.:%uz%aN.:%az eP, P2 Pn: 4,42 - -2 AN)
f ist die Anzahl der Teilchen am Ort g mit Impuls p.

N(N-1)
f(p1,P2,41,42, 1) = — %%uw:.%uz d’q;...d°qy

QA‘H.EN.NQW_....‘Z_&T&N_&w:...QZV
>~ fpn4) (P2 4,)

Es gilt die Normierung

[dpdarwan -~

In einem homogenen System ohne StoRe zwischen den Teilchen.

N

%QERA‘.&.HV ”=A&_Hv = ﬂ

dfap.t) _of .of . of
at ot "5 tP5, 0

Es findet aber auch eine Impulsumverteilung durch St6Re statt. Wir erhalten daraus die
Boltzmann-Transportgleichung

of of _of
&g+ =

F 95
of+ P op Ot Istose

Wiederholung zur kinetischen Gastheorie: » Dichtefunktion ¢(p1,...,P3n,q1,--->q3n, 1)
» innere Energie M = H Hamiltonfunktion

v
2m;

» kinetische Energie M = >,
» Druck und Flache
> (M) = Twzu d*Ng e(p,a) M(p,a)
» Nahe am Gleichgewicht
(M) =M

Ein-Tielchen-Verteilungsfunktion:



