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EINFUHRUNG

Einflihrung

Die Thermodynamik befasst sich mit den makroskopischen Eigenschaften eines Systems im
thermodynamischen Gleichgewicht.

» 1 Abgeschlossenes System dargestellt durch eine Box mit einer grofen Anzahl Atome darin.
Die Thermodynamik ist bestimmt durch Zustandsgréfien. Die messbaren Zustandsgrofen
sich zum Beispiel:

» Der Druck p

» Die Temperatur T

» Das Volumen V

» Die Teilchenzahl N

» Das chemische Potential u

» Das Magnetfeld H

» Die Magnetisierung M
Davon konnen verschiedene GroRen abgeleitet werden:

» Die innere Energie U

» Die Entropie S

» Die freie Energie F

» Das thermodynamische Potential Q

Die meisten dieser Zustandsgrofen hingen voneinander ab. Wir konnen also nur wenige
festlegen.

> Beispiel Ein ideales Gas.

Die thermische Zustandsgleichung lautet:
f(Tr,p,vV,..)=0

Fir ein ideales Gas gilt

pV =nRT
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1 | EINFUHRUNG

V
T
p

» 2 Ein ideales Gas in einer Box mit verschiedenen Zustandsgrofen.

Ebenso kann eine kalorische Zustandsgleichung gefunden werden
u(T,v,...

Fiir ein ideales Gas erhalt man

U=£nRT, f=3 <

Die Zustandsgrofen gliedern sich in extensive und intensive. Zu den extensiven GroRen
gehoren z.B. N, V oder U. Diese skalieren mit der SystemgroRe.

Intensive GroRen sind T, p oder u. Beim Zusammenschluss von zwei Systemen S; und S, zu
S schlieRen sich auch diese GroRen zusammen. Zum Beispiel T) ® T, = T.

nGG,Warmetransport
GG

Zeit
» 3 Zusammenschluss zweier Systeme

Eine ZustandsgroRe Z besitzt die Eigenschaft, dass sie nur vom Zustand (A, B) abhéngt und
nicht von der Art und Weise, auf die der Zustand erreicht wird.

Zy=2Zs+ dz
Y1

:ZA+ dZ
Y2

J 4z - dz:§dz:o
Y1 Y

Y2

Beispiele fiir GroRen, die keine Zustandsgrofen sind:

oW = —-pdV
6Q
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p
Y2
B
A Y1
» 4 Anderung einer Zustandsgrofe.
Differentiale
Sei Z = Z(x,y), dann gilt
oz oz
dz = a de+ @ Xdy
=Xdx+Ydy

Damit folgt

X _ ¥z ¥z _s0z o

0y 0ydx 0xdy 0x0Jy 0x
Also gilt fiir jede ZustandsgroRe

ax _ay

oy  ox
Integrabilitat
Betrachten wir nun das Differential dZ = Xdx + Ydy

0X oY
%dZ—O = @_a
0X oY
L3y ok dA=0

In drei Dimensionen gilt damit

dZ =Xdx+Ydy + Wdw

dx
=Z|dy
dz
VAZ=0
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1.

REVERSIBLE UND IRREVERSIBLE PROZESSE

1.1 Reversible und irreversible Prozesse

Man kann den Kolben so langsam bewegen, dass das System zu jedem Zeitpunkt im Gleich-
gewicht bleibt. Dieser Prozess ist reversibel.

F F
Va Vs

» 5 Ein Kolben driickt ein Gas zusammen.

T

Ein Beispiel fiir einen irreversiblen Prozess ware ein Kasten, in dessen Mitte ein Schieber
eingebracht ist. Auf der einen Seite des Schiebers befindet sich Gas, auf der anderen Vakuum.
Entfernt man den Schieber, so stromt das Gas ins Vakuum. Will man nun den Schieber wieder
einbringen, so miisste das Gas wieder auf die eine Seite zuriickwandern und das Vakuum auf
der anderen Seite wiederherstellen. Dies ist nicht moglich. Der Prozess ist also irreversibel.

Lauft ein Prozess ab mit

konstanter Temperatur so heilst er isotherm.
konstantem Druck so heilt er isobar.
konstantem Volumen so heilt er isochor.

0Q = 0 so heilt er adiabatisch.

Die Thermodynamik basiert auf drei Hauptsatzen.

Erster Hauptsatz Jedes thermodynamische System besitzt die charakterisierende Zustands-
grofe U (innere Energie). Die innere Energie cindert sich durch die Arbeit, die am System
verrichtet wird und die Wdrme, die mit der Umgebung ausgetauscht werden kann.

dU = 6Q — oW X

Der erste Hauptsatz ist nichts anderes als eine Energieerhaltung.

Zweiter Hauptsatz Jedes thermodynamische System besitzt eine Zustandsgroéfse S (Entropie).
Die Anderung der Entropie ist die zugefiihrte Wiirme (in einem reversiblen Prozess) dividiert
durch eine geeignet definierte Temperatur.

In einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie immer zu. X

Dritter Hauptsatz Die Entropie fiir ein System bei T = 0 (absoluter Nullpunkt) ist eine Kon-
stante.

S=0 1
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EINFUHRUNG

» 6 Zustinde gehen mit Austauschraten t ineinander tiber.

In der Festkorperphysik spielt auch die Isotropie eine Rolle. Das bedeutet, dass die Teilchen
gleichverteilt sind und es keine Vorzugsrichtung gibt.

Damit ein Prozess isotherm oder isobar sein kann wird ein Reservoir bendtigt. Um die
Temperatur konstant zu halten wird ein Warmereservoir benotigt, welches beliebig viel
Warme zu- bzw. abfihrt.

Es gibt ebenso Teilchen- oder Druckreservoirs.

1.2 Warme und Arbeit

Der Begriff der Arbeit ist bereits aus der klassischen Mechanik bekannt und lautet

oW = Fdx

Der Druck p ist die Kraft pro Flaiche und somit

W=p-Adx=pdV
Das 6 signalisiert, dass es sich nicht um ein vollstandiges Differential handelt.
Die auf ein System iibertragene Warmemenge ist

6Q =CdT

wobei C die spezifische Warme darstellt. Wird die spezifische Warme pro Mol eines Stoffes
angegeben, so schreibt man c.

1.3 Einheiten

Temperaturen werden in K oder °C gemessen. Bei T = 0 °C gefriert Wasser, T = 0K ist der
absolute Nullpunkt.

2013-10-18 5
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1.4 | MATERIALKOEFFIZIENTEN

Der Druck p wird in torr, atm, bar oder Pa gemessen. Die Umrechnungen sind

1 atm = 760 torr
latm = 9.81 - 10*Nm™2 = 0.981 bar
lbar = 10°Nm™2 = 10° Pa

Die Warmemenge 6Q wird in cal, kcal, J, Ws oder erg gemessen. Dabei gilt

1kcal = 4187]
1J=1Ws=10"erg

Das Mab fiir die Sotffmenge N ist mol oder g. Dabei entspricht 1 mol = 6.022 - 1023 Molekiile.
Die Normierung findet iiber das Kohlenstoffatom statt mit 1 mol'>C = 12 g.

1.4 Materialkoeffizienten

Materialkoeffizienten sind oft benutzte Verkniipfungen zwischen p,V,T. Sie dienen der
Charakterisierung von Medien.

» Ausdehnungskoeffizienten

R\
T VT,
» Spannungskoeffizienten
1 op
b= p oT |y
» (isotherme) Kompressibilitat
o _lav
T ovopl,

» (adiabatische) Kompressibilitat

10V

Kgifva

N

2013-10-18



ZUM IDEALEN GAS

Zum idealen Gas

Ein reales Gas approximiert ein ideales Gas umso besser, je tiefer sein Siedepunkt ist. Bei
760 Torr findet man die in Tabelle 1 aufgetragenen Werte.

Nach Boyle-Mariotte gilt
pV|r = const

und Gay-Lussac findet
pV =constT

Damit ergibt sich fir «, B, k

1
O(—ﬁ—?
1
K= —

p

Wird die Skaleneinteilung von T an die Centigradeinteilung angepasst, so gilt
T=Ty+t
wobei t die Celsiustemperatur und T, = 273.15 °C sind.

Nach Avogadro gilt, dass alle Gase unter gleichen Bedingungen von Druck p und Temperatur
T im gleichen Volumen V die gleiche Anzahl an Molekiilen enthalten.

Das Molvolumen ist definiert als

Vinol | p=760Torrt=0°c = 22.4 - 1073 m? = 22.4 dm?
Damit ergibt sich die Gaskonstante R zu

PVimo = RT
mit R = 8.314]°C ' mol~'.

Mit n (Anzahl der Mole) erhalten wir die Zustandsgleichung des idealen Gases

Gas He H, N, 0, H.O
ts [°C] -269 —-253 —-196 -183 100

» 1 Siedetemperaturen verschiedener Gase.

2013-10-18 7
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2 | ZUM IDEALEN GAS

Ergdnzung Gaskonstante pro Teilchen

kg = % =1.381-10"%]J°C!
mit L = 6.022 - 1023 mol~!, der Lochschmidtschen Zahl. -

Die erlaubt das Einfiihren des spezifischen Volumens

Vv

v=—

n

= pv =RT

8 >013-10-18



DER ERSTE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

Der erste Hauptsatz der

Thermodynamik

Sei 6Q die dem System in einer beliebigen Zustandsidnderung zugefiihrte Warme und 6 W
die vom System geleistete Arbeit, dann dndert sich die im System enthaltene innere Energie
U um das vollstandige Differential

dU =6Q - oW
Das heillt dU ist unabhingig vom Weg der Zustandsanderung.
fde -0

fiir jeden Kreisprozess.

Der erste Hauptsatz lasst sich auf die spezifischen Grofen u, q, v iibertragen

du = 6q — pév

3.1 Versuch von Gay-Lussac

Die experimentelle Versuchsanordnung ist in Abbildung 7 zu sehen.

» 7 Versuchsaufbau von Gay-Lussac.

T ist die Anfangstemperatur des Gases in Vi, T» ist die Endtemperatur des Gases in V; + V5.

Das experimentelle Ergebnis ist, dass sich die Temperatur nicht dndert und T; = T>. Fiir ein
ideales Gas wiirde gelten T} = To.

Das Gas entzieht der Umgebung wahrend der Expansion keine Warme
6Q =0

2013-10-18 9
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3.1

VERSUCH VON GAY-LUSSAC

aulerdem wird keine Arbeit verrichtet

oW =0

Es folgt, dass U unabhéngig von V sein muss
Uideales Gas = U(T)
alej' = 0

Mit der Definition der spezifischen Warme 6Q = Cy(T) dT folgt die kalorischen Zustandsglei-
chung des idealen Gases

T
U(T) = L dT'Cy(T")

Fiir ein monoatomares Gas ist Cy eine Konstante

U(T)=CGT

Flir ein diatomiges Gas ist Cy stiickweise konstant.

Anwendung: Betrachte zwei Zustandsdnderungen bei v = const und p = const.

» v =const: du, = 8q = ¢, dT
[cv = Oruly]

» p =const: du, = dq — dw
=c,dT —pdv
[cp =0r(u+pv)l,]

Einsetzen von p dv = RdT bei p = const liefert

du, = (¢, — R)dAT = du, = ¢, dT

wobei die Temperaturanderung dT in den Prozessen gleich ist.

= |cp—Ccy=R>0

Die Relation ¢, > ¢, ist eine Konsequenz aus der Tatsache, dass bei p = const zusétzliche
Arbeit geleistet wird. -

10 2013-10-18



DER ERSTE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

Spater wird gezeigt, dass

cv=€R

wobei f die Anzahl der Freiheitsgrade ist. Fiir ein monoatomiges Gas gilt f = 3 (drei
kinetische Freiheitsgrade), fir leichte diatomige Molekiile f = 5 und fiir schwere diatomige
Molekiile f = 7.

Fir ein monoatomiges Gas gilt

3 3
u—ERT, U—EnRT

3.2 Versuch von Joule-Kelvin

Der Versuch wird adiabatisch durchgefiihrt bei 6Q = 0. Das Volumen das Gases dndert
sich dabei von V44 zu Vg, wobei eine Wattebausch ein Druckgefélle aufrecht erhalt. Der
Versuchsaufbau ist in Abbildung 8 abgebildet.

| X
» 8 Versuchsaufbau von Joule-Kelvin mit Verlauf des Drucks tiber die beiden Kammern
Der Kolben K driickt das Gas mit konstanter Kraft (p = const) durch den Wattebausch. Der
Kolben K’ weicht mit konstanter Kraft zurtick (p’ = const).

Im stationédren Prozess sind p(x) und T (x) stationdr, aber nicht-trivial. Die Energiebilanz
fiir diesen adiabatischen Prozess bei 6Q = 0 ist

U-U =-pV+p'V (*)

wobei V = Vs und V' = Ve die von den Kolben K und K’ iberstrichenen Volumina sind.

Umsortieren liefert

H=U+pV=U +p'V' =H

2013-10-23
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3.3 | ADIABATISCH-REVERSIBLE EXPANSION

H ist die Enthalpie. Diese bleibt wahrend des Prozesses erhalten. Die Enthalpie beschreibt
den durch den Zylinder stromenden Energiefluss.

Spezialfall: Ideales Gas

Wir setzen die Zustandsgleichung in (*) ein und erhalten

U-U =nR(T-T")

Im Experiment zeigt sich, dass T — T’ = 0. Fiir ein ideales Gas sollte jedoch T — T’ = 0 sein.
Es folgt, dass Uigeales Gas (T) unabhéngig von V ist.

3.3 Adiabatisch-reversible Expansion

Wir betrachten adiabatisch-reversible Prozesses der Gasexpansion als auch Gaskompression.
Hierzu wird ein thermisch isoliertes Zylinder-Kolben-System verwendet mit dem Aufbau in
Abbildung 9.

» 9 Versuchsaufbau zur adiabtisch-reversiblen Expansion
Mit 6q = 0 ergibt der erste Hauptsatz

ow =pdv

Die kalorische Gleichung fiir ein ideales Gas lautet

du =¢, dT

Wieder in den ersten Hauptsatz eingesetzt erhalt man

= ¢, dT =du =6q - o6w =pdV

Setzt man nun die Zustandsgleichung des idealen Gases ein

dT = pdV +vdp
R
= (¢, +R)pdv +c,vdp =0

12 2013-10-23



DER ERSTE HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

oder mitc, + R = ¢,

dp , ¢, dv

p v

=0
Integration liefert
logp +logver/cv = const

pver/cv = const

Es gilt

wobei fiir ein monoatomares Gas y = 5/3 gilt.
Umgeschrieben auf Variablenpaare p, T erhalten wir Adiabatengleichungen v, T

pvY = const, pv°3 =const, — p,v
1oy

p v T =const, p?3T =const, —p,T
vY-1T = const, v23T =const, —-v,T

Im Vergleich zur Isotherme pv = const fallt die Adiabate steiler ab, siehe Abbildung 10. Dies

wird beim Carnot-Prozess verwendet.

p

1
\
1
1
1

» 10 Im p,V-Diagramm féllt eine Adiabate (gestrichelt) steiler ab, als eine Isotherme (durchgezo-

gen).

Beachte: Die adiabatisch-reversible Expansion des Gases liefert Arbeit, wobei dem Gas via
Abkiihlung die innere Energie c, dT entzogen wird. Diese innere Energie wurde dem Gas

irgendwann zugefihrt.

2013-10-23
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3.4 | WARME UND ENTROPIE DES IDEALEN GASES

3.4 Warme und Entropie des idealen Gases

Betrachte die Definition
0q=du+pdv

mit du = ¢, dT und p = RT/v.

6q=cvdT+R%dv

44 ist kein vollstdndiges Differential, aber 6q/T:

oq dTr R
ds = T —CV(T)T + ;d'U

fir ¢, = const:

Tv

T v
5(T,v)=J d5=cvlogf)+Rlogv—0

To,vo

T\*"? 14
= S(T,V)=ns(T,v) = nR[log(T) +10g(7>} , fursp=0
0 0

Der Faktor 1/T ist der integrierende Faktor des Differentials 6q. Wir haben eine neue
ZustandsgroBe erhalten: Die Entropie S.

Die Warme lasst sich ausdriicken als 6q = T ds womit der Energiesatz wird zu

du=Tds-pdv

Weiter ist u = u(s,v), osul, =T, o, uls = —p und
’u  *u
ovds  0sdv

14 01310-23



ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

Zweiter Hauptsatz der

Thermodynamik

Der zweite Hauptsatz bildet den Kern der Thermodynamik. Er spezifiziert, welche (ener-
getisch erlaubten) Prozesse in der Natur vorkommen diirfen. Der zweite Hauptsatz beruht
auf Erfahrungen und wird nicht bewiesen. Er ist somit ein Axiom der Thermodynamik —
Die Zurtickfihrung auf einfache, scheinbar selbstverstiandliche Prinzipien muss geniigen.
Dies wird durch die Postulate von Clausius und Kelvin erreicht, in Kombination mit der
Carnot-Maschine.

Clausius: Warme kann nicht von selbst aus einem niederen zu einem hoheren Temperatur-
niveau tibergehen.

Kelvin: Es ist unmoglich, fortlaufend Arbeit zu erzeugen durch bloRe Abkiihlung eines
einzelnen Korpers.

Gemal Kelvin gibt es keine Warmemaschine mit nur einem Warmereservoir. Eine Warmema-
schine erzeugt immer eine Abwéarme.

4.1 Kreisprozess von Carnot

Wir untersuchen eine zyklisch arbeitende Maschine mit einem beliebigen homogenen Ar-
beitsmedium, dessen Zustand sich durch die mechanischen Variablen p und V beschreiben
lasst.

» 11 p,V-Diagramm der Carnot-Maschine.

Die thermische Variable ¢ folgt aus der Zustandsgleichung des Mediums. Der Kreisprozess
besteht aus den Isothermen I,, I3, und den Adiabaten A,; und Ay;.

2013-10-23 15
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4.1

KREISPROZESS VON CARNOT

Entlang der Isothermen I, /I3 werden dem Warmereservoir bei den Temperaturen 3,/9;
die Warmemengen Q,/Q, entzogen, woraus sich die Warmezufuhr pro Zyklus ergibt als

fsa-ai-a

Die geleistete Arbeit pro Zyklus ist
j(5W = j(dv;o =W

Gemdal dem ersten Hauptsatz gilt
W=0Qi-Q:

Nach Kelvin muss die Warmemaschine daher Abwarme erzeugen. Der thermische Wirkungs-
grad ist

W@
n_Ql ! Q:

Der Wirkungsgrad ist die Fahigkeit einer Maschine Warme in Arbeit zu verwandeln. Es gilt
stets n < 1.

Die Maschine kann auch als Kidltemaschine bzw. Warmepumpe benutzt werden. Der Wir-
kungsgrad der Warmepumpe

SO

B Q
w l—Qf

n

Eine Kraftmaschine entzieht dem Medium hoherer Temperatur die Warme Q; und verwandelt
diese in Arbeit W und Abwarme Q;, wobei Q; — Q, — W = 0. Fir eine Warmepumpe
unterscheidet sich die Bilanz dahingehend, dass Q> + W — Q; = 0 gilt. Die Warmepumpe
entzieht dem Reservoir bei tiefer Temperatur die Warme Q. und fihrt die Warme Q; dem
Reservoir hoherer Temperatur zu, wobei Arbeit zu leisten ist.

» 12 Vergleich von Kraftmaschine und Warmepumpe

Im weiteren betrachten wir reversible Carnot-Maschinen die, abgesehen von der thermodyna-
mischen Abwarme, keine inneren Verluste aufweisen.

16 2013-10-23



ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK | 4

Satz Alle zwischen 3, und %, operierenden (reversiblen) Carnot-Maschinen besitzen unab-
hdngig vom Medium denselben Wirkungsgrad.

Q@ y

=1
n Q

BEWEIS Beweis durch Widerspruch.

R 9y

» 13 Illustration zum Beweis

Zwei Carnot-Maschinen C und C’ arbeiten zwischen denselben Temperaturen ¢; und 9, wo-
bei die als Kraftmaschine eingesetzte Carnot-Mascine C die als Warmemaschine eingesetzte
C’ mit ihrer erzeugten Arbeit W antreibe.

Wir behaupten nun, dass

’

n>n

Die Arbeit W, die von C’ erzeugt wird ist gerade die von C bendotigte Arbeit, also

W=W =Q]|-Q;
=Q1-Q2

Das bedeutet fiir den Wirkungsgrad

LA LS
Q- Q
Qi <
= 0Q;-Q7;>0

Das bedeutet, dass man das Reservoir ¢; allein durch abkiihlen von ¢, aufheizen kann. Dies
ist ein Widerspruch zum zweiten Hauptsatz. |

Betrachten wir die zusammengesetzte Carnot-Maschine aus Abbildung 14. Dann erhalten wir

2013-10-25 17



4.1

KREISPROZESS VON CARNOT

1

» 14 Zwei Carnot-Maschinen zwischen drei Warmereservoirs

fiir die Beziehungen zwischen den aufgenommenen und abgegebenen Warmemengen

% =f(91,90)
% = f(30,92)

Es gilt auferdem

1

f(80,92) = F(9,.90)

Dann

&= rens
_aae
Q1 Qo
= f(91,90)f(80,92)
_ f(81,%0)
© f(92,90)
_ @)
@9

Damit fithren wir eine Temperaturskala ein so, dass T = ¢ ~'($). Am besten eignet sich die

18
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ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

absolute Temperaturskala (Kelvin-Temperaturskala), weil dann

T,
=1-=2
n T,

4.2 Entropie

Fur eine reversible Carnot-Maschine gilt

Q_ T Qa_Q

Q 2 - TZ Tl TZ

Die Reversibilitat driickt sich aus durch
6Q
§ T 0

Die GroRe dS = 6Qyey/T definiert ein vollstdndiges Differential und wir erhalten eine neue
Zustandsgrofe, die Entropie, als

6 rev
Sy =S4+ L QT

wobei y ein reversibler Pfad und A und B Zustande sind.

Dies setzt voraus, dass man einen beliebigen reversiblen Pfad durch infinitesimale Carnot-
Prozesse parametrisieren kann.

Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes folgt somit, dass

60 _duspdv _du | av
>dS—T— T _T+pT

» Flr ein ideales Gas gilt

pV = nRT < ng
dU = nc, dT
dT dv
= == R—
ds = nc, T +n v

\% T
S:anogv—OJrncvlogToJrSo

2013-10-25 19
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4.3 | IRREVERSIBLE PROZESSE

4.3 Irreversible Prozesse

Betrachte zwei Carnot-Maschinen C und C’, wobei C reversibel und C’ irreversibel ist mit den
Wirkungsgrade n und n’. Auch hier fihrt n’ > n auf einen Widerspruch, n’ < n ist jedoch
erlaubt. Das bedeutet

1 Qo , Q5
122122 sy =12

T Q: = Q;
— & _h

Q, I

oQ
:§T <0

Flr einen beliebigen geschlossenen irreversiblen Prozess gilt

Fiir einen irreversiblen Prozess von A nach B gilt mit Abbildung 15:
%Q _ J %Q _ J %Q
j{; T )T ), T <0
_[9Q
= Jy T (SB SA) <0

:>SB>SA+J 6—Q
y T

» 15 Die Zustinde A und B lassen sich sowohl durch einen irreversiblen Prozess y, als auch einen
reversiblen Prozess y’ verbinden.

Repetition: Carnot-Maschine

reversible Prozesse Fiir eine reversible Carnot-Maschine hangt der Wirkungsgrad nur von
den Temperaturen der Warmebéader ab, zwischen denen sie operiert.

=1- =2
n T,
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ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

Dies erlaubt das Einfiihren einer absoluten Temperaturskala.

Fir einen reversiblen Prozess gilt
6Q1‘CV
— =0
§o%

Wir erhalten daraus eine neue ZustandsgroRe: Die Entropie

Fiir ein System im Zustand B lasst sich die Entropie ausdriicken durch

6Q
J; T +Sa

1 p
TdU+ TdV = S(U,V)

Sz

ds

irreversible Prozesse
6Q
Sp = Sa+ J —_—
B A , T
In einem thermisch isolierten System (6Q = 0) kann die Entropie nur zunehmen
Sg =S4 -

»| Beispiel Beim Versuch von Gay-Lussac 6ffnet man die Wand zwischen zwei getrennten
Kammern und das Gas in der einen Kammer kann sich in die leere Kammer ausbreiten.

: /\
1
Vi X

» 16 Beispiel fiir einen irreversiblen Weg.

Sei V, = 2V, wir wissen zudem pV = nRT
1 14
ds = T dUu + T dv
\%]
14
AS = dv =
\%1 T
V2. mR

=| dv—
Vi \4

=anog(%)
1

=nRlog?2 <€

2013-10-30
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4.4 | BEDEUTUNG DER ENTROPIE ALS THERMODYNAMISCHES POTENTIAL

4.4 Bedeutung der Entropie als thermodynamisches Potential

Die am System geleistete Arbeit wird verallgemeinert durch

oW = Zak dAk
k

womit wir fiir dS erhalten
1 1Y
ds = = dU - ?%adek

wobei a, die intensive und dA; die extensive GrolRe ist.

Wir fassen nun die Entropie als Funktion der Zustandsvariablen U, A4, ..., Ay auf
S(U,A, ..., AN)
Bemerkung: ITm Folgenden reduziert sich die Entropie auf
ds= Ldu+Pav
T T
also S = S(U,V). -

Wenn wir die Entropie als Funktion von den Variablen U und V kennen, konnen wir alle
thermodynamischen GréRen herleiten; insbesondere die thermische und kalorische Zustands-
gleichung.

Zunichst finden wir einen Ausdruck fir die Temperatur aus der Entropie

1 0S AY
T T R AR
1
= T=TWU,V)= 5
oy Zw,v)

auflosen nach U liefert die kalorische Zustandsgleichung
= U(T,V)

»| Beispiel Explizit durchgefiihrt fir ein ideales Gas:
T \%
S = nCvlogTO +anogV—0 + So
Aus der kalorischen Zustandsgleichung U = %nRT erhdlt man

U \%
S(U,V) =nCylog ——— + nRlog — + S,
.V V8 T InR By, 70

N
N
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ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK | 4

Damit erhalten wir fir T

1_95) _ o1

T ouly VU
U

T= = U=nGT €
TLCV

Ein dhnliches Vorgehen eignet sich zur Ableitung der thermischen Zustandsgleichung

p_0S
T
3s as
p=To, UV =T (U, v),v)

Durch Umkehrung erhalten wir ein weiteres thermodynamisches Potential

uis, vy, du=TdS-pdVv

4.5 Zusammenhang zwischen thermischer und kalorischer
Zustandsgleichung

Wir starten mit der Entropie S(U, V) und der kalorischen Zustandsgleichung U(T,V) und
den Differentialen

_ 1 14
dszdUJerV
ouU oU

dU = Tl dr + v dV
Wir wollen dS ausdriicken als Funktion von dT und dV, dazu betrachten wir S(U(T, V), V)
0S| _ oSy oUul _ 10U
oT |y~ dU |y dT |y~ T aT |y
oS| _oS| oUuyp 0S| _loul _p
oU |1 oV |t S ToVir T
Damit ergibt sich
ds = o8 dT 9 dV
1
- ?(ﬁ [ v ’”]dv)
_1lau li, q
=T 3T dT+[ T dv

Es gilt ganz allgemein

s oS
oVOT = 9ToV

2013-10-30 23



45

Betrachten wir nun
2 ()1
oV \oT/ TovoT
10U

o (Esy_ e (lou ey LU, Ll ou
T oT\ov) OT\ToV T/  T20V TOoToV

Durch Gleichsetzen erhalten wir dann

10U _1dp _p
T29V ~ TOT T2
U | _pop
oV lr T aT

10U opl

dTT

P2

ZUSAMMENHANG ZWISCHEN THERMISCHER UND KALORISCHER ZUSTANDSGLEICHUNG

1

Das ist der Zusammenhang zwischen der kalorischen und der thermischen Zustandsglei-

chung.

»| Beispiel Fiir ein ideales Gas mit
pV =nRT

erhalt man fir den Zusammenhang

op nR
Tor—p=T -p=0
ou
v, =0
Materialkonstanten

» isotherme Kompressibilitat

10V
Kr=—= 2~

V op

T

» adiabatische Kompressibilitat

e _Llov
ST Vvop s
» Ausdehnungskoeffizient
_1lov
V oT |p

Spezifische Warme

LA
VT OT ly
>C787U+37V
r=orl, " Parl,
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ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK | 4

Weiterhin gilt
Tds = 22 dT+Ta” Jav
~oT
Wir kénnen das Spiel wiederholen mit S(U(T,p),V(T,p)) = S(T, p). Es gilt
ov ov
TdS = (BT +p == p)dT T — dp
Wir beginnen mit
op| _ 1
T T ar| av
oT v v ap
1 v
v o \p
T 1w
T Vop ‘ T
- &
=

dann kénnen wir schreiben
Tds = ¢y ar + XL av
KT
TdS =C,dT — «TVdp

Zur Erinnerung:

aT lv
0
Cp = ﬁ(U+pV)

1
Es folgt
«T
C\/ dT + K—dV = deT— O(TVdp
T
Wir benutzen nun
oT

dv+$

dT = or dp

%

und erhalten durch wieder einsetzen

T T
~Cav |,

=0 :'0

KT CV ov

[O‘T oT ]dv+ [aTV+CV
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4.6 | GEHEMMTE GLEICHGEWICHTE UND STABILITAT

Also folgt

«T o®VT
arl _ >
p KT KT

v
T

Cp—Cy =

Es wurde also gezeigt, dass C, stets grofer ist als Cy.

Fiur S(T,V) = const, bzw. dS = 0 gilt

o . _[Cv  op @i]
T~ 0_[T+6T v oT |s dr
__pop| oV
G=-T5r voT |s
_p9V| or
Cr = oT |, 0T |s

Bilden wir nun das Verhaltnis von C, zu Cy so ergibt sich

v Lv‘ :
oT L oT :
G o T TS
Cv ap v
oT |y oT | s
_o
vV |s
Es folgt also
v
G _ Sl .
CV Bl‘ KS'
s

Somit erhalten wir weiterhin Ausdriicke fir die spezifischen Warmen

oK
C - Tvi
v (KT — Ks)Kr
2
Cr=TV—,
KT — Ks

4.6 Gehemmte Gleichgewichte und Stabilitit

Wir betrachten ein Kolbensystem mit Gesamtvolumen V und innerer Energie U. Eine Ver-
schiebung der mittleren Wand (vgl. Abb. 17) lasst des gesamte Volumen konstant.

Vi+Vo=V
Vi+oVi+Vo+6Vo=V
Ed 6V1=—6V2

Ein interner zusatzlicher Freiheitsgrad/Hemmung ist 6V;.
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Vi,ppm <> Vo,p2

Vv, U

» 17 Zwei Subsysteme sind durch eine bewegliche Wand voneinander getrennt.

Ganz allgemein ist somit die Entropie eine Funktion von U,V,Y,...,Vy, wobei die Y; die
Hemmungen sind. Die Entropie ist also eine Funktion von § = S(U,V,Yi,...,Yy) und es
gilt

oS

TdS=dU +pdV + > ydY;, yi=T
- oY lyy

Das Prinzip der maximalen Entropie besagt, dass bei festem U und V (thermisch und
mechanisch abgeschlossen) das System genau dann im Gleichgewicht ist, wenn § maximal
ist. Fiir ein gehemmtes System gilt also

S(U,V) = S(U,V,Hemmungen)

Eine virtuelle Zustandsdanderung bewirkt

6Slyyv =0 Gleichgewicht
5%Slyy < 0 Stabilitat

Betrachten wir die Entropie mit einer Variation des Volumens 6V,

S(U,V,6V1) =81+ S8 =S(Ui, V1) + S(U, Va)

oS 9S) 95 _p1_p2 _ 1

v, " aov, taev, T T TP P

Das Prinzip der maximalen Entropie verlangt fiir das Gleichgewicht p, = p».
Wiederholen wir das Spiel nun mit der inneren Energie U als Hemmung. Dieser Fall liefert

SW,v,U0) =S, V)+SWU-U,V)

oS 1 1
87[]1—0—?1—?2—0, Tl—TZ
ﬁ,i<i,i),zii
oU}  oU\T, T,/ “oU T,

N
~
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4.7 | INNERE ENERGIE U ALS THERMODYNAMISCHES POTENTIAL

Weiterhin gilt

228

50z <0

s _ 1

oU T

s o1 _1ooT| _ 1

oU2  QUT T2oUly  T2Cy
S Cv>0

S(U,V)
U

» 18 Die Entropie als Funktion der inneren Energie

4.7 Innere Energie U als thermodynamisches Potential

Genau wie S kann nun auch U als thermodynamisches Potential aufgefasst werden. Also
U=U(,V)

Damit ergibt sich

ou
VdS+ W

ou
dU = 35 dv

N

Nun ist die Frage, was die einzelnen Differentiale bedeuten. Betrachte zundchst

U
as

i
Als nédchstes benotigen wir zuerst

) oS
WS(U(V)'V) =0= U

ov

vy oU

Lo
s oV

U

28 >013-11-08



ZWEITER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

damit
as
ou| W‘U_ £ ’
T T T
Vls W‘V T

Also ergibt sich

dU =TdS - pdV

Betrachten wir Hemmungen der Entropie und der inneren Energie:

S=S(U,A,...,Ar)
1 1<
ds = ?de?k;adek

U=U(S,A,...,Ap)

¢
dU =TdS - > ardAy

k=1

> Beispiel Beispiele fiir solche Hemmungen sind die Paare (ay, Ax).

A=V, ar=-p

Ar=n, a=u

Erinnerung zu irreversiblen Prozessen Es gilt

B
SBZSA+J dyéQ
A

T
6Q
dSZT
ds > %(dUerdV)

Fir festes S und V kann die innere Energie nur abnehmen
0=dUu

Die innere Energie erfillt ein Minimalprinzip:

dU <0, furfestesS,V
O6Ulsy =0, Gleichgewicht
5%Ulsy =0, Stabilitit

2013-11-08
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4.8 | MEHRKOMPONENTEN- UND MEHRPHASENSYSTEME

Wenden wir dies an, so erhalten wir

U _ ot
9852~ S |y
22U op 11
Wi vl Ve O
oo Llav

s = Vop

4.8 Mehrkomponenten- und Mehrphasensysteme

Mehrere Komponente In einem gemischten System gilt das Extermalprinzip. Die Kompo-
nenten haben denselben Druck und dieselbe Temperatur. Die Teilchenzahl n; ist konstant.
Die Systeme haben also unterschiedliche chemische Potentiale u. Es gilt also

dU =TdS - pdV + > p;dn;

Mehrere Phasen Auch hier gilt das Extermalprinzip. Die beiden Phasen haben dieselbe
Temperatur, denselben Druck und dasselbe chemische Potential im Gleichgewicht. Es gilt
also

dU=TdS —pdV +udn
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THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

Thermodynamische Potentiale

Die Entropie S(U, V) ist eine konkave Funktion in U und V. Die innere Energie U (S, V) ist
konvex. Vergleiche auch Abbildung 18.

Die Eigenschaft konkav/konvex erlaubt es uns aus den beiden Potentialen S und U mittels
Legendre-Transformation neue Potentiale zu definieren.

5.1 Legendre-Transformation
Fur eine konvexe Funktion f(x) ist die Legendre-Transformation definiert als
LIf(x)]=g() =suplxy - f(x)]
P

Falls f(x) differenzierbar ist gilt

d ,
a[xyff(x)]:O, y=f(x)

S(U,V)

» 19 Illustration zur Legendre-Transformation
Falls f(x) differenzierbar und streng konvex ist (f" (x) > 0) so gilt

LLf(x) = f(x)=Lh(y)
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5.2 | FREIE ENERGIE

T x %{) N y

» 20 Phaseniiberginge sind durch einen Knick bestimmt.

5.2 Freie Energie

Wir starten mit der inneren Energie U(S,V,n) und fithren eine Legendre-Transformation in
der Variable S durch.

ou

EF(T,V,n) = |:Uf a5

S] =[U-TS]
Vn

Das totale Differential von F lautet

dF = dU - d(TS) = ZdS - pdV - LdS - SdT

=—pdV -SdT + udn

Wir erhalten also
oF
oT
OF
ov
oF
on

Damit folgt sofort

Q0 0F 05 _00F op
oVoT oV  3ToV T
Dies ist ein Beispiel fiir eine Maxwell-Relation.

- -5

Von

=P
Tmn

=u

TV

F ist konvex in den extensiven Variablen V und n aber konkav in der intensiven GroRe T.

dF <0, fir Hemmungen in V und n
OF =0, Gleichgewicht
8°F >0, Stabilitat
Betrachten wir nun wieder das Extermalprinzip:
TdS =dU +pdV
(dU -TdS)|ryv <0
dF|ry =d(U-TS)=dU-TdS <0
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5.3 Enthalpie H

Die Enthalpie folgt aus U druch eine Legendre-Transformation in der Variable V.

H=U+pV
dH =TdS +Vdp +udn

Alsoist H = H(S,p,n).

Aus der Defintion erhalten wir also

o0H
g T A
> aﬂ =V
ap Sn
Com|
on S.p —H

Die Enthalpie H ist im Gleichgewichtszustand minimal.

5.4 Gibbs Potential oder freie Enthalpie G

Wir starten mit der Enthalpie und fiihren eine Legendre-Transformation in der Variable S
durch.

G(T,p,n)=U+pV-TS
dG =-SdT +Vdp + udn

Alternativ kénnen wir von der freien Energie starten und eine Legendre-Transformation in V
durchfiihren.

Aus der Defintion erhalten wir also

0G

Erl P

oG
ap Tm

G|
an T,p_u
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5.7 | HOMOGENITAT UND GIBBS-DUHEM-GLEICHUNG

5.5 Das grofRe Potential Q

Wir haben die Variablen V, T, u. Wir starten von der freien Energie und fiihren eine Legendre-
Transformation in der Teilchenzahl durch.
QT,V,u) =F—-un=U-TS —un
dQ =-5dT — pdV — ndu

Der Vollstiandigkeit halber

oQ
> ﬁ v'u—*S
o
172
> QQ =-n
OH |1y

5.6 Maxwell-Relationen

Wenn wir ein Potential X als Funktion von zwei Variablen y; und 7y haben, dann gilt
°X  °X
0yidyr  0yx0yi
Wir kennen bereits

%S 2%S
oUdV ~ avVoU

5.7 Homogenitat und Gibbs-Duhem-Gleichung

Eine Funktion heift homogen in der Ordnung k, falls
FQAxy, .0, Axn) = AR F(x, .., x0)

»| Beispiel Die innere Energie U ist homogen in S, V,n mit Ordnung k = 1.
U(AS,AV,An) = AU(S,V,n)

Trick: Leite nach A ab.

ou ou ou
U(S,V,TI,) = §S+ Wv+ %n

=TS —pV+un
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THERMODYNAMISCHE POTENTIALE

Dasselbe fir F,Q, H, G:

F(T,Vv,n)=U-TS =-pV +un
Q(T,V,u)

H=TS +un
G=un <€
Gibbs-Duhem-Gleichung

U=TS-pV+un
Wir nehmen davon das totale Differential

dU=TdS +SdT —pdV —-Vdp + udn + ndu
Es gilt aber

dU=TdS —pdV +udn

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen, so ergibt sich

0=8SdT -Vdp +ndu

Das ist gerade die Gibbs-Duhem-Gleichung.

5.8 Experimentelle Bestimmung der Potentiale

Wie finden wir die Potentiale, wenn wir die kalorische und die thermische Zustandsgleichung
gemessen haben? Wie finden wir die Entropie?

os| _1au
> T lv TaTlv

os| _ op .

AP d N Maxwell Relation

Durch Integration erhalten wir S(T,V) + So.
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5.8 | EXPERIMENTELLE BESTIMMUNG DER POTENTIALE
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DRITTER HAUPTSATZ DER THERMODYNAMIK

Dritter Hauptsatz der
Thermodynamik

Die Bestimmung der Entropie fiihrt auf eine numerisch unbestimmte Konstante. Der dritte
Hauptsatz fixiert diese Konstante mit der Aussage: Fiir T — 0 nimmt die Entropie einen fir
alle Systeme selben Wert an, der unabhédngig vom Druck, Aggregatzustand, etc. ist. Somit ist
es moglich die GroRe Sy = 0 zu setzen.

6.1 Ausdehnungs- und Spannungskoeffizient

Ausdehnungskoeffizient
x= 1OV __ 105 10,
S VoTl, Vopl,
Spannungskoeffizient
10 1 0§ T-0
=—=——| =—==| —0
B polly poVir
6.2 Spezifische Warme
Die spezifischen Warmen
0s 0s
v = ﬁ v y Cp = Tﬁ )
verschwinden fiir T — 0, denn
T ’
s(,T) = J dT’L’,T) + 5, (V)
0 T
T T/
s(p,T) = J dT’% +5,(p)
0

Um die Divergenz zu beheben muss ¢, ~ T* mit « > 0. Also
c, -0, firT-0
Fiir einen elastischen Korper ¢, ~ T3, fiir ein Fermi-Gas ¢, ~ T.
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6.3 | UNERREICHBARKEIT DES ABSOLUTEN NULLPUNKTES

6.3 Unerreichbarkeit des absoluten Nullpunktes

Beim Kiihlen kénnen wir nicht in endlich vielen Schritten den absoluten Nullpunkt errei-
chen.
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PHASENUBERGANGE UND PHASENGLEICHGEWICHTE

Phaseniibergange und

Phasengleichgewichte

Gas

Fliissigkeit

Festkorper

14

» 21 Typisches Phasendiagramm

» 22 Wechselwirkungspotential zwischen den Teilchen.

Phasen
» Superfluiditat beim He™*

» Supraleiter

7.1 Gibbssche Phasenregel und Phasendiagramme

Wir fixieren den Druck p und die Temperatur T und sind interessiert an der Koexistenz
von verschiedenen Phasen. Aus Kapitel 4 wissen wir, dass im Gleichgewicht der Druck, die

39
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7.2 | GIBBSSCHE FLACHEN

Temperatur und die chemischen Potentiale u’ gleich sind. Am Phaseniibergang gilt

p' (T, p) = u'¥(T, p)
Es gibt also eine Phasenlinie pg(T).
14
kritischer Endpunkt
W(Y/J(T)

x Phasenlinie: Ko-
existenz von
zwei Phasen

(

Y
. T
Tripelpunkt:

Koexistenz von
drei Phasen

» 23 Phasendiagramm mit Phasenlinie
Verallgemeinerung fiir mehrere Komponenten:
nle

()
n.
n® - o —x® 1.,y -1und lew =1
i

wobei ¥ die Anzahl der Komponenten ist.
w(T, p,x\¥, .., x™) = uiﬁ}(T,p,xiB),...,xﬁ)l

Die Anzahl der Gleichungen ist ¥ (v — 1). Die Anzahl der Freiheitsgrade ist
f=2+vir-1)—-r(v-1)=2-v+7r

Dies ist die Gibbssche Phasenregel.

7.2 Gibbssche Flachen

Das Gibbs-Potential lautet

p, T - G(T,p,n) =un

Hier schneiden sich die Flachen (T, p) und pg(T, p) unter einem Winkel. Die Ableitungen

besitzen also einen Sprung.

Vo = Oy
o |7

_ OHa
=BT |y

40
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PHASENUBERGANGE UND PHASENGLEICHGEWICHTE

I palﬁ(T)

» 24 Gibbssche Flichen fiir zwei Phasen « und B.

Am Phasentiibergang erhalten wir den Sprung
Av =v¥(pug(T), T) — vﬁ(pa,g(T), T) + 0, Volumensprung
As = s¥(pug(T), T) — sP(pas(T), T) =0, latente Warme TAs = £

7.2.1 Clausius-Clapeyron-Gleichung

dﬂu(P«ﬁ(T),T) duB(paB(T)y T)

dT dar
dp dpas(T)
_¢B pEPaB _  « xYPap\L )
sP+v a7 sT+v ar
dpaﬁ _ As(T)
dT — Av(T)
dpes _ £
T dT ~ Av

Phaseniibergang erster Ordnung Die erste Ableitung eines Potentials hat einen Sprung.

Phaseniibergang zweiter Ordnung Die zweite Ableitung eines Potentials hat einen Sprung.

Theoretisch kann man dies bis zur n-ten Ordnung fortsetzen, hat jedoch keine realistische

Anwendung.
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7.3 | VAN DER WAALS GAS

v(o() v (B) v

» 25 Form der Isothermen f(T,V).
7-2.2 Freie Energie

B _ _ 24
fUT,v) = f“(T,v“)H +fB(T,vﬁ)%
fUT, v = f8(T,vF)

ve — b

—Pop =

f“+szBUa=fB+szﬁde§f%=Hﬁ

Im Ubergangsbereich haben wir Phasenkoexistenz mit

op| _
ov T70

d. h. keine Kompressibilitat.

7.3 van der Waals Gas

Die Zustandsgleichung einer Substanz erhélt man entweder aus dem Experiment oder durch
ein kinetisches bzw. statistisches Modell. Die Hauptsdtze selbst liefern uns keine nédheren
Aussagen liber die Zustandsgleichung.

Mikrostandpunkt vom idealen Gas: Die Molekiile iiben untereinander keine Wechselwir-
kung aus. Allerdings, zwischen Molekiilen besteht Wechselwirkung mit abstofendem und
anziehendem Anteil.

Bei hoheren Dichten muss diese Wechselwirkung bertiicksichtigt werden.

van der Waals idealisierte Situation:
» Der abstoRende Teil des Potentials wird durch unendlich harte Kugeln modelliert.

» Der andere Teil des Potentials ist fiir die Anziehung verantwortlich.
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Epot

» 26 Typisches Wechselwirkungspotential.

Epol

2r

—

» 27 van der Waals Vorschlag fiir ein Wechselwirkungspotential.

Hypothese von van der Waals: Die modifizierten GroRen veg und pu, erfiillen wieder die
ideale Gasgleichung.

VetfPkin = RT

Modell der harten Kugeln: Die Anwesenheit eines anderen Molekiils in einem gewissen
Raumbereich um das Molekiil ist verboten.

Das zur Verfiigung stehende Volumen vt um b ist kleiner als das tatsdchliche Volumen v,
wobei b vom Molekiilradius und der Anzahl der Molekiile pro Mol abhédngt und fiir jeden
Stoff eine charakteristische Konstante ist.

Vet =V — b

Tatsache der Anziehung: Wegen der Anziehung werden die Molekiile der Oberfldache ins
Innere gezogen. Der auf die Wand wirkende Druck p ist kleiner als der durch die kinetische
Energie der Molekiile bedingte Druck py,. Die Druckverringerung ist umso grofer, je mehr
Molekiile pro cm? im Inneren sind und je mehr Molekiile sich in der Randschicht befinden.
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VAN DER WAALS GAS

wobei a eine weitere charakteristische Konstante des Stoffes ist. Der Druck auf die duRere
Wand ist folglich

) a
p=k1n—ﬁ

Damit ergibt sich die van der Waals’sche Zustandsgleichung

w-b(p+ %) =RT

Die stellt einen Naherungsausdruck fiir ein reales Gas dar.

p

Pec

» 28 Im p,V-Diagramm werden die Isothermen gezeigt. Bei T, verschwinden die Minima/Maxima
der Kurven.

7-3.1 Universelles Gasgesetz

Fir T > T, ist p(v) monoton. Unterhalb von T, und bei fixem Druck p < p. erhalten wir
drei Losungen fir v. Die kritischen Werte fir T, p., v. folgen aus der Gleichung des van der
Waals’schen Gases

p=Paw(v,T) = 0 - &
o RT  2a
w o (w-b2 3
°p RT  3a
w2~ (w-b)} vt

nach einigen Umformungen ergibt sich

1 a 8 a

Pc=§ﬁ, v, =3b, Tczﬁﬁ
Gehen wir zu normierten Variablen tiber
p v T
m=—, = —, = —
Pc Ve T:
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erhalten wir das van der Waals Gesetz der korrespondierenden Zustande (universelles
Gasgesetz).

(Tr+%>(3v—1)=8t

Die Materialeigenschaften des Gases kommen in der reduzierten Form der Zustandsgleichung
nicht mehr vor. Mit der kritischen Gréfen kénnen wir das Verhéltnis

RT, 8
PcVc 3

bilden.

7-3.2 Maxwell-Konstruktion

Fir T < T, weisen die Isothermen steigende Stiicke mit 0, p|r > 0 auf. Die Stabilitdtsbe-
dingung k7 > 0 ist somit verletzt. Die freie Energie mit d, f|7 = —p ist nicht konvex in
v.

Erwartung: Phaseniibergang im Gebiet T < T,.. Wir miissen also unsere van der Waals
Isothermen korrigieren. Wir betrachten also eine Isotherme T < T, und schneiden sie mit
einer Isobaren p < p..

(%3 Va v

» 29 Korrektur der van der Waals Isothermen.

Wir suchen p derart, dass pa(p, T) = ug(p, T) mit einem Phaseniibergang erster Ordnung
von A nach B. Mit gy = u — Ts + pv erhalten wir

Up —Ua — T(sp—54) +p(vg —v4) =0 (@)
und muss erfiillt werden.
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7.3 | VAN DER WAALS GAS

Wir benotigen u und s. Fiir ein reales Gas wissen wir

oul _pop| _ __RT _a
ov T_ oT v P, pvdw—v_h 2
mit dem Ausdruck fir pyaw:
ou a
duly =2 o)
als Folge der Attraktion der Molekiile.
Fir up — us bei T, = Tp gilt
J‘B a a a
Ugp—uUg=| dv—=-—+ —
A v Vg Va

Mit Hilfe des ersten Hauptsatzes konne wir fiir S angeben

1 1/0ou ou p
ds = T(du+pdv)— T(@T vdT+ 30 Tdv)+ Tdv
1/a RT a R
7?(W+{v—bfﬁ}>dv7v—bdv
- SB—SA=R1n(vB_h)
'UA—h
Alles einsetzen in (0O)
a a
p(vg —v4s) = — +RTIn(vg — b) — (— +RTIn(v,y — b)) (k%)
Vg Va

Wird andererseits die Flache direkt mit pyqw berechnet, finden wir

B qu Badv
AV-Db A V2

B al®
J Pvawdv = RT =RTIn(v — b)\f\ + f'
A Vla

was mit der rechten Seite von (% %) tibereinstimmt, so dass

B
L pdv = p(vg - v4)
Die Gleichgewichtsbedingung u, = pp reduziert sich auf die Gleichheit der Flachen in
Abbildung 29.

Die Maxwell-Konstruktion zur Korrektur der van der Waals Isothermen fiihrt zu thermodyna-
misch konsistenten (stabilen) Isothermen. Die korrigierte Isotherme beim Phaseniibergang
erster Ordnung von fliissig (A) zu gasformig (B).

Die Punkte A’ und B’ definieren die Spinodale, Endpunkte der (meta)stabilen Phasen.
Segmente:

» o': Uberhitzte Fliissigkeit (Siedeverzug)

» B’: Unterkiihltes Gas (Ubersittgung)
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» 30 Korrigierte van der Waals Isotherme.

Beachte: Fir T > T, ist eine Verfliissigung des Gases durch Druckerh6hung unméglich. Gas
und Flussigkeit sind oberhalb von T, ununterscheidbare Phasen. -

Erinnerung: Die Zustandsgleichung des van der Waals Gases ist

p 3v? ( v ) T
— + 3——-1) =8+
(vc v? ) Ve T. -
Die freie Energie bei konstanter Temperatur ist
oF | _
ovir

\%
F(V,T) = - L dV p + Fo(T)

» 31 Instabiler Bereich

VB
AF == [ " pav = patva-v)
VA
vg
:J pdV = p(vg —va)
v

47
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7.4 | DAS EIS-WASSER-DAMPF SYSTEM

p Ve
p(‘ P :
r. T
» 32 p-T Diagramm fiir v¢
7-4 Das Eis-Wasser-Dampf System
Die Clapeyronsche Gleichung sagt uns
£
T -
orp Av
fiir den Volumensprung gilt
AV = Vgas = E
14
aulerdem gilt £ = const.
tp
T = —=
= Torp = p7
£
= 07 lnp = —ﬁ
Inp = —i + const
P="Rr
p= Poef%
p
T

» 33 Plot des Druckes im Eis-Wasser-Dampf System
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Eis flussig

Gas

T

» 34 Phasendiagramm des Wassers. Unter adiabatischer Expansion von Wasserdampf bilden sich
Tropfchen, d.h. der fallende Druck fiihrt auf eine Temperaturerniedrigung und es miisste Warme
zugefiihrt werden um auf der Dampfkurve zu bleiben. Die fehlende Wéarme fiihrt zur Kondensation

von Nebel.

7.5 Nukleation an Phaseniibergangen erster Ordnung

Aus der freien Energie folgt die Gibbssche Energie
G=un=f+pv
Dabei sei T fest und p varibel.
p > Prg
G P = Prg

p < Ptg

Va Up T

» 35 Gibbsche Energie bei fixer Temperatur und variierendem Druck p

Fir p > pt; gewinnt das System Gibbsenergie durch die Bildung der fliissigen Phase
N(up — pa) = AG

Die Nukleation findet tiber einen Fliissigkeitstropfen in der Gasphase statt.

am

—e3 3 (g — pa) + 6 - 417772

49
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7.5 | NUKLEATION AN PHASENUBERGANGEN ERSTER ORDNUNG

G’l'ropfcn 1

p>pn
» 36 Gibbsenergie in Abhdngigkeit der Tropfchengrofe.
Aus der statitischen Mechanik kann man folgern

_ Gmax
I'~wpe &

'Oberflachenspannung durch Phasengrenze
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THERMODYNAMIK IRREVERSIBLER PROZESSE / TRANSPORT

Thermodynamik irreversibler
Prozesse / Transport

8.1 Wiarmeleitung

Wir setzen voraus, dass lokal das System im Gleichgewicht ist. Druck, Temperatur und
Teilchendichte, sowie alle daraus abgeleiteten GréRen sind nun ortsabhéngig, also

p=px), T=T(x), eo(x), u(x)

Die makroskopischen GroRen konnen durch Integration der mikroskopischen berechnet
werden

_ 3
ijvdxe(x)

U= J d*x o(x)u(x)
\%

Die Ortsabhdngigkeit induzierter Strome drickt sich wie folgt aus
w(r,t) = —kVT
Dabei ist k

K =v%c,

wl~

Dies ist giiltig fiir schwache Stérungen: ,linear response theory*

Die Energieerhaltung verlangt

Q%u(f‘,t) +V-w(r,t)=0

Wir wissen aber

edu =c, dT
_ W _eor
ot o Ot
T Ly - Ky
ot Cy Cy
=DV?T

201311-28 51
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8.1

WARMELEITUNG

Dies ist eine Warmeleitungsgleichung bzw. Diffusionsgleichung.

Wir 16sen die Warmeleitungsgleichung durch Fourier-Transformation.
T (k,t) = \/% Lw T(x,t) e** dx

Erinnerung: Fourier-Transformation von Ableitungen.

1 ~ iwx
g(w)=ﬁjmf(x)e dx

1 (™ dfix)
g (w) = Tﬁ L dx

durch partielle Integration finden wir

eiwx dx

a1(w) = [jﬁf ] ¥ 4
Fir x — +o verschwindet f(x), somit
g1(w) = —iwg(w)
also fiir die n-te Ableitung gilt dann
gn(w) = (-iw)"g(w) -

Wenden wir dies an auf unsere Differentialgleichung

aTé’; t) —(— k)T (k,t) = kZT(k,t)
Sortieren fiithrt auf

0T (k,t) K,

T(k,t) Cvk ot

Integrieren liefert

T (k,t) = C(k) e @ Kt

wobei C(k) eine Integrationskonstante ist, von k abhidngen kann und durch Anfangsbedin-
gung T (k,0) = C(k) bestimmt werden kann, mittel Fourier-Transformation von 7 (x, 0).

Der Einfachheit halber nehmen wir eine Delta-formige Anfangsbedingung der Temperatur-
verteilung an.

T (k,0) = \/% [o T(x,0) e** dx

wobei T(x,0) = 6(x). Um die Losung fiir den Warmefluss zu erhalten fiihren wir die
Riicktransformation durch

T(x,t) = J C ek e okt gk
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Quadratisches Ergidnzen des Exponenten fiithrt auf eine GauR-Funktion, deren Fourier-
Transformation bekannt ist.

C _aw. J‘” Kt( icy )2
= axEX —— |k +
&) exp{ co T 2kt ™

T(x,t) =

C Cy 2]
[2kt exp[ 4Ktx
Cy

Dies ist die Losung der Wdrmeleitungsgleichung.

Wirmeleitung
Wir haben die reine Diffusion zum Warmetransport betrachtet und die Konvektion vernach-
lassigt. Es gibt also keine Stromung. Aullerdem
» 0 = const
» du =6Q =¢, dT und 6W =pdV =0
ou oT

Bt "t

» 37 Illustration zur Warmeleitungsgleichung.

Im Zeitschitt At ist!

AQ = > Qi
(i)
o _ 0 3
ot _BtJvdTQu(r’t)
)
— 3 I
—Jvdratgu(r,t)
0
EQ——JAdnw

= —J dr divw
\%

(i, j) bedeutet: Benachbrate i und j.

53
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8.1 | WARMELEITUNG

str[g)%u(r,t) +V- w] =0

0 ulr,t)+Vv

e3; w=0

Linear response ,schwache Treiber*:

» w=—-kVT
0 0
Zu=c,—T

>t T ot
0 2

» — T =DV-T
ot

» Thermoelektrische Effekte in geladenen Elektronensystemen

» Falls wir einen Warmestrom w haben, so erhalten wir automatisch auch einen Entro-

piestrom jg

=—=V-w=-V-ji+kK

(VT)?
T2

1

T T T

Falls VT # 0 ist die Entropie nicht erhalten. Entropie-Quelle

. _w
JS_T
U 3Q
G T TR
s _eou _ 1
°t TTot T T
. w 1
V'JS—V T—?VU}"FWV
» dU=TdS
oU 0S
ot T
as . (vD)?
Qat+V'Js—K T2
2
g, VD)

T2 =

(1)=lv-w—%(VT)w=fV-

(8.1)

K(VT)?
TZ

Entropie wird erzeugt. Die Entropie nimmt konstant zu und erreicht den maximalen

Wert im Gleichgewicht mit VT = 0.

54
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Statistische Beschreibung

Ein Zustand im System ist beschrieben durch einen 2 - d - N-dimensionalen Vektor (p, q)
im 6N-dimensionalen Zustandsraum I'. Jedes Teilchen ist durch den Impuls p; und die
Ortskoordinate q; beschrieben.

(p,a) =1{p1,....,Pn:4;1,---, 4y} €T

Es gilt N ~ 10%3. Die Zeitevolution ist bestimmt durch die Hamiltonfunktion H(p, q). Die
Dynamik liefern die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen, diese lauten

. OH
piiialb
. OH
ql‘*api

> Beispiel Beispiel fiir eine Hamiltonfunktion:

H=T+V
N pg N 1
= Z 5+ ZVTrap(qi) +52.Vai-ay
i=1 i=1 i#j
Das Wechselwirkungspotential ist z.B. ein Lennard-Jones-Potential. <

Beobachtbare Grofen sind zeitliche Mittelwerte

o1 (T
At = %%?L dt M[(p(t),a(t)]

Da es unmoglich ist die Zeitevolution exakt auszurechnen benutzen wir einen statistischen
Zugang.

e(p,q) dp® dg®N

ist die Wahrscheinlichkeit das System im Phasenraumvolumen dp3N dg*N um den Punkt
(p,q) vorzufinden.

In der statistischen Beschreibung wird die Messgrofe bestimmt durch

Jdp3Ndg®N o(p,q) M(p,a)
Jdp3N dg3N e(p,q)

den Ensemble Mittelwert.

(M) =
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Die Grundidee der statistischen Mechanik ist es o(p,q) zu bestimmen, sodass
M= (M)

Fiir festes Volumen V, Teilchenzahl N und Energie E (einem isolierten System) reduziert sich
die Dichtefunktion zu

const E<H(p,q) <E+A
elp,a) =
0 sonst

Ergodenhypothese Die Trajektorie (p(t),q(t)) durchliuft den gesamten Phasenraum gleich-
mdfig, d. h. jeder Punkt wird erreicht mit gleicher Wahrscheinlichkeit. X
1.) Entwickle die Thermodynamik fiir verschiedene Ensembles.
2.) Verallgemeinerung fiir die Quantenmechanik.

3.) Kinetische Gastheorie. (Vereinfachung fiir g)

Liouvillsches Theorem Fiir die Dichtedinderung der Dichtefunktion ¢(q, p,t) in einem Volu-
men w €T gilt

de . ZLQ
qr = 0= 3 +leH]
_ % Vp
% (p q)(vq>g y
BEWEIS

S ST
| dw (vp va)[(s d)e]

%f =—(vp va)[(r d)e]

_ Sﬁ[_ai’ie B 56'11‘9}
i=1

i opi 0q;
Aus der klassischen Mechanik ist bekannt
i oH
opi 0 aq; ~ P
04i oH .
oa; " ap;
damit
Je N . 00 . 0p
ot = Zl “Piop Yag,

9q; 0p;  Op: dai
=—{o,H} ]

3N
0H 0p O0H dgp
- z|: 7:|
i=1
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KINETISCHE GASTHEORIE

1 O Kinetische Gastheorie

Wir definieren uns die Einteilchen-Verteilungsfunktion

f(p,q,t) =despz---dSPNdqu---dgqN (P, P2y, PN, D2, - -, AN)

f ist die Anzahl der Teilchen am Ort g mit Impuls p.

m depx .d’pydiq;...d°qy

Forderung des mole- Q(pl’pz’m’""’pN’ql’QZ'qsi---’qw)
kularen Chaos = f(pra1) (P2, a2)

fZ(puPquhllz, ) =

Es gilt die Normierung

Jdpdq fp,a,t) =

In einem homogenen System ohne StoRe zwischen den Teilchen.

Jdp fp,q,t) =n(q,t) =
df@a,p,t) _of _.of paf 0
dt at oq op

Es findet aber auch eine Impulsumverteilung durch StoRe statt. Wir erhalten daraus die
Boltzmann-Transportgleichung

f of _ of

onf + g +
q pap Ot |stose

Wiederholung zur kinetischen Gastheorie: » Dichtefunktion ¢(p1,...,P3n,q1,---,q3n,t)

» innere Energie M = H Hamiltonfunktion

» kinetische Energie M = 3, /&
» Druck und Fldache
> (M) = Id“n d*Ng o(p,a) M(p,a)
» Nahe am Gleichgewicht
(M) =

Ein-Tielchen-Verteilungsfunktion:

20131204 57
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10 | KINETISCHE GASTHEORIE

» f(p,q): Wahrscheinlichkeit ein Teilchen zur Zeit t am Ort g mit Impuls p zu finden.
s fpa ) =N [ Epo Epydaz.. day ep,a)

. . 0
s Dif =auf +avaf +pvf = 2| -

Streuung an Defektpotentialen:

1 p
---X ---Xx
p a " q

» 38 Der interessante Impuls ist eingefarbt.

Die Streurate ergibt sich aus Fermis Goldener Regel

21T ,
Wp'p = ?Nimpl <p |Vimp|p> |25(£p’ - Ep)
Wyp'p = Wy p'

wegen der Zeitumkehrinvarianz des Prozesses.
0 flstome = — J dp'wy »f(p) + Jdn’wp,pff(p’)

- [ar'wy L) - £

» 39 Verallgemeinerung auf Zwei-Teilchen-St6Re.

Flr Streuprozesse zwischen den Teilchen, siehe Abb. 39 gilt demnach:

atf(p)lStélSe = - I dpl dl’i dp,wp’,p;;n,nlfz(p1 171) + Jdpl dpi dp,wn,pl;p’,p%fZ(prn P’l)

Bei der 2 Teilchen Streuung ist die Energie- und der Impuls erhalten.

Wy pi;pp1 = WRp'Rp';RpRp, Rotationssymmetrie
Wy'pliopy = W-p-p1i-p'-p} Zeitumkehr T
Paritat P

Wy'prippr = W-p'—pii-p-p1
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Aus der Zeitumkehr und der Paritét folgt die TP-Symmetrie:
Wy 'piiwpr = Wppiip'p,
Damit erhalten wir
ouf(pa,t) +qVaf(p.q,t) + pV, f(p.q,t)
== jwvnl;n’ni [f@) fp) - FP)fP)]dpdpidp’

Durch Verwendung der Homogenitét, also
» keine Kréfte, d.h. p =0
» f unabhingig von g, d.h. f(p) und somit f(p,q) = f(p)

Wir fiithren ®(p, f) ein und analysieren die Zeitentwicklung und ihre assoziierte Dichte
04 ().

eo(t) = [ F(p. 00 bp. f(p, 01D
> Beispiel Teilchendichte:

@1 = o= [fp)dp-n
Gesamtimpuls:

d=p = @prjf(p)vdﬁv:P
Entropiedichte:

®=logf = Q¢=Jf(p)logfd3p <

Wir untersuchen die zeitliche Abhdngigkeit von g4 (t) (und erhalten vier dquivalente Varian-
ten):

300 (t) = atjmn,f)fcﬁp

B 00(p, f) .| of .
—J[cb(n,fwiaf f} T d’p

—~

= [ Worsnn BIPILF @ F 1) ~ £ () (p1)] dpap'dpydp;
= [ wpaiam P 01V (B) ~ F (010 ()] dpdp'dp,dp,
= Iwn’p'l;mi]@[p;][f(l’l)f(l’) - fp)f(p")]dpdp’'dp,dp;

= Jwn’ng;pm@[n’][f(p)f(vn - f(p")f(p))]dpdp’dp,dp;

2013-12-06 59



10

KINETISCHE GASTHEORIE

Wir rekonstruieren indem wir je einen Viertel der vier Varianten nehmen und addieren, d.h.

2i20(t) = [ Wy piipm, LF (21 (0) — F @ ()]
% H[$) + dip) ~ ) - )| dpdp'dp,dp; (0)

Dieses Resultat ist &uRerst zweckmiRig, denn indem wir fiir ® = 1, ® = p; und ¢ = p?
einsetzen, sehen wir, dass die Teilchendichte, die Impulsdichte und die Energiedichte unter
StoRen erhalten sind. Zudem finden wir mit der Definition ® = log f, dass

¢ =logf +1.

Der hinterste Term in Gleichung (10.1) wird somit zu:

Sfp)f(py)
f)fp)

Wir erhalten eine Funktion der Form

[...] =log

(xfy)logg >0,

wobei x = f(p)f(p,) und ¥y = f(p’) f(p,) . Es zeigt sich somit, dass
0r0s(t) < 0.

Diese Dichte kann nur abnehmen.

Ausblick zum Boltzmannschen H-Theorem
H(t) = Jf(p) log f(p) dp

So gilt

0H(t) <0

Bemerkung: Wir konnen

s(t) = —kg Jf(p)logf(p) &p

als Entropiedichte interpretieren. -
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Im Gleichgewicht muss orH = 0 sein. Insbesondere bedeutet dies

log f(p) +log f(p,) =log f(p’) +log f(p}).

Im Gleichgewicht ist somit log f (p) eine ErhaltungsgroRe. Anderseits sind aber auch Teilchen-
, Impuls- und Energiedichte erhalten. Somit muss f(p) eine Linearkombination der erhaltenen
Grofen sein, also

logf(p)=A-1+B-p+C-p>
_ €
=loga 2m(xv Po)

wobei B = Cp,/m ist und somit

3z (p - po)*
) exp(—W (10.2)

fp) = "(2nkBT

10.1 Boltzmannsche H-Theorem

Es sei ®[p, f] gegeben, sowie
e = [ FpIoLp.F@)1 . (103
Wir betrachten die zeitliche Ableitung
diee(t) = = [ Epdp &, & Bt Wy, [ (B0 (B) = F S (2)]
x i[&[nf(v)] + blpy, f(p)] - blp', f(p)] - Blpi, f(pD]]  (100)

wobei ¢ = & + f0,P.

Bemerkung:
®=1: 0,06 =0 Teilchenzahl Jf(p) dPp=n
d=p: 0,00 =0 Impulserhaltung Jf(p)p d*p=r
®=p?: 0,00 =0 Energieerhaltung J %f(p) d®p =E -

Fir ® = log f folgt
H(t) = 0o (t)

- [ rrogsap
= 006 =0

2013-12-06 61
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10.1 | BOLTZMANNSCHE H-THEOREM

H(t) kann nur unter Zeitevolution abnehmen, d.h. H ist extremal im Gleichgewicht und
erhalten. Das heil’t, dass wir log f; als eine Linearkombination der ErhaltungsgroRen 1, p,
p? schreiben kénnen.

2

p
1 =A-1+B- .
og fo + p+C >

fo= aexp(—i(n - no)2>

2m

Teilchendichte:
n= Jfo(l”) d’p

c
- aJanp<—ﬁ(p - no)z) d’p

2rm 372
_”‘< c )

C 3/2
= = n{5s)
2tm

Die konvektive Stromung ist

po = (p)

Teilchenstrom [ v, f(p)d®p (wird mittels Druck berechnet):

Jvavxf(n)d%
_a 2 _Cc 2) 3
_ZmJZPXeXp< om? d'p

(o) ool
2mTm mop P 2mp P

_

p

g

)

4m23é({exp(—ﬁn2)dn
n
C

Hier ist jedoch p der Impuls und wir haben die Relation p2 = 1/2 (p§, +p2+ pg) verwendet.
Fiir den Druck gilt weiter:

_n_N

- C Ccv
N
rV==-

Hieraus erkennen wir, dass
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KINETISCHE GASTHEORIE

Bemerkung: Die ideale Gasgleichung lautet

pV = nRT = NkgT.

Insbesondere folgt hieraus, dass die variable C = 1/(kyT) sein muss.

Wir erhalten fur das Gleichgewicht die Boltzmannverteilung:

_ -3/2 _ p*
So(p) =n(2rtmksT) exp( kaBT)

_ n exp(_ P )
2mmksT)3"? 2mky T
—_—

naA3
h3

Wobei die de Broglie Wellenlange durch

21Th?
2 _
A kaT

gegeben ist. f hat somit die Dimension von

1
[Lange]3[Impuls]3”

[f1=
Die innere Energie erhalten wir mittels (po = 0 System in Ruhe):

VZ 3
v=v[fwl ap
3
= ENkBT

3
Cy = EN kB.
Der Wert von H im Gleichgewicht wird somit zu:

H = [ folog fod’p

- na’ p 3
= J[log( B ) - kaBT}fo(p)d p

i n )3,
=2 % ommkeT) 2™

Multiplizieren von (—Vkg) fiihrt zu

3/2

S = —VkgH = Nkg log(T ) + const.

Verglichen mit dem fritheren Ergebnis (Gibbsche Paradoxon):

S = nkglog(T?2V) + const.

2013-12-06
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10.1 | BOLTZMANNSCHE H-THEOREM

Urspriinglich sind wir von ¢(p, q) gestartet und haben die Einteilchenfunktion definiert als

f(p,q) = NJe(p,q,pz,qz,...,vN,gN)dpz---dqz---dequ

Setzen wir ¢ = const fiir alle Zustdnde im Phasenraum mit E = const, N = const, so erhalten
wir die Boltzmannverteilung fiir f im Limes N — co.

p

¥

» 40 Teilung des Ein Teilchen Phasenraumes in kleine Elemente

Wie in Abbildung 40 teilen wir den Raum in kleine Elemente ApAg = w mit dem Volumen
und erhalten die diskrete Einteilchenfunktion f;

_Ni
- 2L

fi

Was ist nun (f;) (Mittel iber das mikrokanonische Ensemble)? Hier bei sollen die Nebenbe-

dingungen
> Ni=N
i
pi_
> N; o~ E

i

erfullt sein.

Boltzmann-Verteilung

AN° - po)?
s () o] -0

aus der Bedingung, dass H(t) maximal ist.

» pV = NkgT
3
» U= ENkBT
Der Wert von H im Equilibrium entspricht der Entropie
312V
S = Nkglog +const, ~-H
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KINETISCHE GASTHEORIE

L]

a

> 41 Der Phasenraum ist aufgebaut aus K Boxen wie die in der Abbildung, in denen wir die
Teilchen platzieren.

Wir betrachten N Teilchen und verteilen diese zuféllig auf dem Phasenraum. Dazu unterteilen
wir den Phasenraum in K Kkleine Boxen mit Volumen w = Ap3Ag3.

N, ist die Anzahl der Teilchen in diesem Phasenraumvolumen. Damit lautet die Einteilchen-
verteilungsfunktion wie folgt

Die Verteilung muss die Teilchenzahl erhalten und die Energie

N

I
VN
Z

I
—
N

m
1

M=
z
=

"om

-
Il

Es gibt KN Moglichkeiten die Teilchen auf die Boxen zu verteilen'. Da die Teilchen nicht
unterscheidbar sind gibt es viele Moglichkeiten eine Verteilung {N;} herzustellen. Wir nennen
die Anzahl der Moglichkeiten

N!
QUNi}) = N9 ot

NiINo!. ..
Die GroRe Q wird extensiv durch logarithmieren:

K K
InQ({N;}) =InN! - > InN! + > Ing;"
i=1 i=1
Mit der Formel von Stirling

K K
=NInN - ZNilnN,- + ZNilngi

i=1 i=1

Viele verletzen jedoch die Energieerhaltung

65

2013-12-11

10



10.1 | BOLTZMANNSCHE H-THEOREM

Alternative Herleitung

Wir extremieren In Q unter den Nebenbedinungen, dass > ; N; = N (Teilchenzahlerhaltung)

2
und >; Niz’g—”i1 = E (Energieerhaltung) durch Variation nach N;, wobei «, 8 die zu den Neben-
bedingungen gehorenden Lagrange Parameter sind:

|0

2
L =0, VN

pi
5{1n9—a§Ni—3§N,.2m

14
2m

)

—(InN;+1)+Ing; —x-B

p?
N} = gi exp(—fx -By

2
_ _p Pi
—Cexp( BZ )

Die Boltzmannverteilung ist gerade die wahrscheinlichste Verteilung unter den Nebenbedin-
gungen.

p(N;)

» 42 Maxwell-Boltzmann-Verteilung
Die interessante Grofe ist die Breite der Verteilungsfunktion, bzw. die Varianz:
2 2 0 0
(N7) —(Ni)* =gi5— (Ni) = N;
0gi
weil

vy QUNHPUNHN;

N = s QNP (N

Die Breite der Verteilungsfunktion:

NEY (e’ RN AR
N2 N ~JN\N
Fir viele Teilchen N — oo erhalten wir immer die Maxwell-Boltzmann-Verteilung.
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KINETISCHE GASTHEORIE | 10

10.2 Relaxation und Transport

Die Boltzmann-Transport-Gleichung

Df(p,r,t) =0:f +vV,.f +Fvl7f = Ot.f Istore

ist im allgemeinen nicht losbar. Ein wichtiges Konzept ist das lokale Gleichgewicht, beschrie-
ben durch die lokale Boltzmann-Verteilung fy,.

L [ @ =per)?
oo =n(r) [2rtmT (r)kg]3/2 exp[ 2mkyT (r) }

n(r), T(T) und p,(r) sind Gleichgewichtsparameter. fy, ist aber keine Losung der Boltzmann-
Transport-Gleichung, da

Dfr # 0
Ocfeolswge = 0
Wir konzentrieren uns im wesentlichen auf 2 Lésungen:
» Relaxation: Homogenes System ohne Treiber. Wie relaxiert f ins Gleichgewicht fyy?

» Stationdrer Transport: Treiber im System und das Gleichgewicht des getriebenen
Systems.

10.2.1 Linearisierung

Betrachte die Variation (im StoRterm)

f=fol+y), mity <1
d.h.  ist ein kleine Stdrung. Dann lautet der Stofterm

0 f Istoe = —feojd% A*py p" Wyt pp Sro (P W P) + W (p) — @) —(p))]
= fooly
wobei L ein linearer Operator ist.

Wir sind interessiert an Losungen der Boltzmann-Gleichung

of

0
Df(r,p,t) = af UV f + FV,f = ot |swhe

insbesondere eine Losung nahe beim lokalen Gleichgewicht

f=fool+y)

mit

) 1 (P —po(r,0))*
Jro =n(r,1) [2remkpT (v, t)13/2 exp[ 2mkyT(r,t) ]
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10.2 | RELAXATION UND TRANSPORT

A

ot StoRe
> ng() +0

Einsetzen von f = fyo(1 + @) in den StoRterm liefert:

of

at = feoly

Stoke

mit
L(,U = stpl dspi djp’ wl"vl’i?l’ﬁl [(l}(p + w(pl) _ w(p/) _ ll/(pll)]
Wir konnen uns ein Skalarprodukt definieren

(91,92) = Jdﬁ? fo(p)g1(p)g:(p)
(91,Lg2) = (Lg1,92)
(g,Lg) =0, Alle Eigenwerte A <0
1
g ~ 1P hat den Eigenwert 0
p°

Relaxation

Sei F = 0, homogen (keine Ortsabhédngigkeit)

Df = fm%lll = % g JoLW
= %W =Ly
Losungsansatz:
Y =at)g(p)

Einsetzen zeigt uns
&(t) = —1Alo(t)

wobei A Eigenwert von g(p) zum Operator L ist. Also
Y(p,t) =eMg(p)

Die allgemeine Losung ist

wip,t) = > e Magr(p)
A

68
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KINETISCHE GASTHEORIE

10.2.2 Relaxationszeitapproximation

Wir ersetzen das Spektrum von L durch einen einzelnen Zerfallsparameter T. Wir setzen

[

fur alle Moden, die nicht erhalten sind.

Transport
Die Kraft ist jetzt klein und hat eine schwach variierende Ortsabhangigkeit.
_ v o_
Df = —ffo? = (feoLy)

Dfio + D = ~fro ™

_ -TDfn
v feo

Die Losung der Boltzmann-Transport-Gleichung hat in erster Ordnung die Form

S =Sfoo1+y) = foo — 7D fro

Die Frage ist nun, wie klein die Storung tatsachlich ist.
» Die Frequenzen der Stérung wt < 1.

» Die Ortsabhigngikeit muss klein sein k - £ < 1 mit £ = v7T.

2013-12-13
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Hydrodynamik

Wir betrachten die lokale Maxwell-Boltzmann Verteilung

fro=n(r.b 1 exp - m —ug(r,t))?
‘o " 2mmksT (r, ) 1312 2k T (1, 1)
mit
p = mv
po(r,t) = mu(r,t)
dabei ist

» n(r,t) die Teilchendichte
» u(r,t) die konvektive Stromung
» T(r,t) die lokale Temperatur

Folglich haben wir fiinf lokale Erhaltungsgrofen ¢ = 1, p, p°.

[@p oDrr0) = [@p ¢aflsase = 0

HYDRODYNAMIK

=2 [@paren « v, [@puse-F[ap @08 =0

Betrachte das Verhalten unter den Erhaltungsgrofen.

¢ =1 Kontinuitatsgleichung

8tn + 6iji =0

¢ = p Impulserhaltung

matjk + aiHik = mFy

¢ = p? Energieerhaltung

ore + 0;&; = jiF;

wobei

» Teilchendichte n = Jd3 pf
» Impulsdichte ji; = stp uf

2013-12-13
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11.1 | NULLTE ORDNUNG, EULER GLEICHUNGEN

2
» Energiedichte e = Jd3p o —f

» Impulsstromdichte IT;; = m J dp vivf

2
» Energiestromdichte &; = Jd3p p—vi f
2m
Wir konnen jetzt unsere Losung der Boltzmann-Transport-Gleichung
S = feo—TDfuw
in unsere Erhaltungssétze einsetzen.
Nullte Ordnung Euler Gleichungen

Erste Ordnung mit Korrektur — 7D fy,. Navier-Stokes-Gleichungen.

11.1 Nullte Ordnung, Euler Gleichungen

Wir separieren die Ausdriicke in der Energiestromdichte und erhalten somit:

n ox _m(ﬂufu)Z
mksT)32 &P 2ksT

mnw=J¥nmanﬁ

Ji(r,t) =n(r,t) - u(r,t)

f=

nmu?
2

=p-mu mu?

dev 7fm’7 ="n den V2 fluso =
—(—J

3
e(r,t) + EnkBT(r,t)
thkBT(r,t)

Iy = mjd3p vivrf = mnuug + Sp, p =nkgT

Tnuzui + ui%nkBT +Uu;p + % J d3p Uzviflu:()

o
Il

_

s
Wérmestrom, hier = 0

on+0;(nu;) =0
mo; (nuy) + oi[mnu;uy + SunkzgT] = nFy

at(%u + 3nkE ) + 8{(%112 + gnkBT>u,'] =nF; - u;

Die GroRen j;, Ty, e und T; sind durch die Verteilungsfunktion f(p,,t) bestimmt. Die
Losung der Boltzmann-Gleichung lautet

Jeo — TDfro

In fpo sind die lokalen GroRen n(r,t), T(r,t) und u(r,t) vertreten. Wir separieren die
konvektive Stromung u(r,t) aus des GroRen:

2013-12-18
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> Jk = nug
2
mnu
> e = > +4q

» [l = mnuug + pik

mn
> & = Tuzui +qu; + UgPki + Wi

v

Pik = deE'P ViVkf lu=o0

W= %Jdﬁa V20 fluso

In nullter Ordnung hatten wir f = fy, gesetzt und so erhalten
» w; =0
» Pik = Oikp = SunkpT

Einsetzen der GroRen j, e, T;, ITjx

on + 0;(nu;) =0
mo;(nuy) + o;(mnu;uy + dip) = mFy

at<%u2 + %nkBT) + ai[(%uz + %nkBT)ui] = nFu;

mit dem Ableitungsoperator
D; = 8t + uiai
D, wird auch substantielle Ableitung genannt.

on + 0;(nu;) =on+u;om+noiu; =Dim+n(vV-u)=0
—_—

Din

MU + MNO Uy + MUDITU;) + MNU;0; Uy + Orp = MFy

mnDyuy + oxp = mFy
Wir erhalten also folgende o. Ordnung Gleichungen:

Din+n(V-u)=0
mnDiu+ Vp =nF

%DtT-kTV-u:O

2013-12-18
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11.2 | ERSTE ORDNUNG, NAVIER-STOKES-GLEICHUNG

Sie beschreiben ein ideales Fluidum. Die geleistete Arbeit geht in kinetische Energie tiber.
Der Transport ist adiabatisch.

nv-u=-Din

§DtTJrTV-u:O

2
§DtT _ Dtn -0
2 T n
L) 312 s
D;InT?? —D;Inn = D;|In :Dt(—) =0

n n

Die Entropie pro Teilchen ist

32V
N

T3/2

=Nth’l
S
= T kelnTm

s
S
N

11.2 Erste Ordnung, Navier-Stokes-Gleichung
Um Dissipation der konvektiven Stromung und Umwandlung von konvektiver Strémung in
Warme zu erhalten miissen wir zur ersten Ordnung iibergehen.

f = fuwo—TDFy

Der Term —T1D fyo hat keinen Einfluss auf », j und g, da StoRe diese Grofen nicht relaxie-
ren.

Nach langer Rechnung folgt
2
Pik = [P + g"l(v . u)]5ik - n(0iuy + oxu;)
mit n = nkgTT = pT1, dem Viskositatskoeffizienten.
w; =—-koxT, w=-kVT
mit

T 5
K = nkBTac,, , Cp= EkB'

Es gilt die Beziehung

K_©S

n o m
Wir fithren die Matrix ein
. 2
(Pl = *n[(aiuk + 0xU;) — §(V . u5ik]
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HYDRODYNAMIK 11

dann erhalten wir

Din+nVvV-u=0

mnDiu+Vp=nF-V-p

nkg[%DtT +TV - u] =Vk«VT)-(p-V)-u

Sowohl k als auch n hidngen von der Dichte und der Temperatur ab. Diese Gleichungen
beschreiben das Verhalten eines realen Fluidum. Fir u = 0 erhalten wir die Warmeleitungs-
gleichung.

nkggatT =V - (kVT) = kV?T

oT = X ver
ney

Verschiedene Typen von Stromungen:

» adiabatisch
s
Dt (7> = 0
n
» stationar
8tu =0
» rotierend
VAau=0
» nicht-rotierend
VAau=0
» potential

u=-Vo
Folgtaus V Au = 0.
Aulerdem
» Inkompressible Fliissigkeiten: n = const

» Inkompressibel, stationdr und rotationsfrei

V-u=0
u=-vVo
~ V2 =0
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11.2 | ERSTE ORDNUNG, NAVIER-STOKES-GLEICHUNG

11.2.1 Bernoullis Gesetz

Fiir eine ideale Fliissigkeit gelten die Euler Gleichungen im stationdren Fall, also o,u = 0.

thu=F—@
n

Bemerkung: Via-b)=(@-V)b+(b-Va+an(VAb)+bA(VAa)
mita=b=u
1

EVu2=(u-V)u+u/\(V/\u) -

mu-Viu= [%Vuz —un (VA u)]m

—mu/\(V/\u)=—%Vu2—V¢>—%

» Wirbelfreie Stromungen (keine Turbulenzen)
0--v(Futee) -
» Annahme von inkompressibler Fliissigkeit: n = const

__y(m,e P
0= V(Zu +¢+n>

_Mm,p p
const = 2u +¢>+n

Bernoullis Gesetz sagt, dass je schneller die Fliissigkeit flieRt, desto tiefer ist der Druck.

Fur kompressible Fliissigkeiten

o) ra(3) -4
n n n

dp _ V(h)ZVp
n n

n
=0

_ m._ . h) _3 _>
O—V(zu +¢+n , h—znkBT—Zp
_m 5 Sp

:>C0nst—2u +<;b+—2n

Flr eine ideale Fliissigkeit
» keine Wirbel VAu =0
» inkompressibel n = const

» stationar o;,u =0
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HYDRODYNAMIK 11

Dies liefert uns eine Kontinuitéatsgleichung
9+ () =nV -u=0

Wegen V A u = 0 kénnen wir ein Potential einfiihren mit V¢ = —u (Potentialstromung). Es
folgt

V-u=V¢p=0
11.2.2 Schallwellen

on+Vnu) =0

ou+ (u-Viu= _Vr
n

n~mny+n
p~po+p
u klein

Linearisieren der Gleichung

on' +ngV-u=0

atu = *vi
Mo
op’
Vp' = vn'
P on’ s/n
1
=Ry
op’
op’ + V-u=0
tP ”an' o u
Vp

atu +—=0
n
Durch Fouriertransformation folgt

A
—iwp’ + —ig-u=0
Ks

’

—iwu + iq% =0

’

= —wq-u+q2%:0

2013-12-20
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11.2 | ERSTE ORDNUNG, NAVIER-STOKES-GLEICHUNG

— 1
)=
w - q-u

det(:) = 0 = w? — 1 q°
NoKs

Lineare Schallgeschwindigkeit

1
NoKs

Cs =

Viskoser Fluss zwischen zwei Platten

Betrachte das eindimensionale Problem im stationdren Zustand, also #, = u, = 0 und
n = const. Einsetzen

Ox(nuy) =0

= OxUy =0

Mit Navier-Stokes

Diu=0
Vp = 0xp
nF = F,
’ 0z Ux
[Pl = *n[aiuk + OkUi — 5%51'1(] =-n
0z Ux
02Uy
Vp=-n
O0x05
no2uy =Fx+g—z =a

Uy (z)=b+zc+ a
2n

= U (z) = %(z2 —d?)
Randbedingungen u, (d) = u,(-d) = 0.
Falls keine Kraft wirkt: F = 0 so muss

op _
x4

Druckunterschied an den beiden Enden:

Ap =1Lq
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KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Klassische Statistische
Mechanik

Ein System von N Teilchen besitzt 6N Freiheitsgrade.

(p:Q) = (plv--'!pN!qli"'!QN)

Die Teilchen sind verteilt mit der Dichte ¢(p, q). Es handelt sich also um das Konzept
des 6N dimensionalen Phasenraumes I', dessen Punkte (p,q) den Zustand des Systems
beschreiben.

Fir MessgroBen M (p, g) gilt der Erwartungswert

Jdpdq e(p,a) M(p,q)

M) =
M) [dpdq e(p,q)

Ensembles
Mikrokanonisches Ensemble N,V E fixiert (abgeschlossenes System)

Kanonisches Ensemble N,V fixiert (System im Kontakt mit einem Reservoir, Energietiber-
trag moglich)

GroRkanonische Ensemble V fixiert (System im Kontakt mit einem Reservoir, mit dem
Energie ausgetauscht werden kann und einem Reservoir mit dem Teilchen ausgetauscht
werden konnen)

12.1 Mikrokanonisches Ensemble

Die statistische Mechanik basiert auf dem Postulat gleicher Wahrscheinlichkeit fir jeden
Zustand im Phasenraum der mit festem E,V, N vertraglich ist.

0 sonst

o(p,q) =
p.a {WLN! E<H(p,q) <E+A

2014-01-08 79
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12.1 | MIKROKANONISCHES ENSEMBLE

Der Faktor N! beruht auf einem Ansatz von Gibbs und 16st das Gibbsche Paradoxon. Wir
definieren das durch das mikrokanonische Ensemble besetzte Volumen im Zustandsraum.

T(E) = dSN d’SN , :J- dSN dSN
(E) J pd™q e(p,q) e <Een PadTa e

1
S(E =J dNp @y
&) H(p,a)<E PEA v

_ dS(E)
~ dE

I['(E) =3(E+A) -3(E) =w(E) - A
w(E)

w(E) ist hierbei die Zustandsdichte. Es zeigt sich, dass die Entropie bestimmt ist durch

S(E,V,N) = kglogT'(E)
» Sistextensivin E,V,N
» S ist maximal im abgeschlossenen System

Aufgrund dieser Eigenschaften interpretieren wir die Grofe kg logI'(E) als Entropie. Damit
erkennen wir die Bedeutung der Entropie. Sie zdhlt die zur Verfiigung stehenden Zustdnde
im I'-Raum und steuert das System in Richtung maximaler Unordnung.

BEWEIS dass S extensiv ist.

Wir teilen das System in zwei Teile mit E;, V;, N; und Es, V,, N,. Dann haben die isolierten
Systeme die Entropie

S1(E1,V1,Ny) = kglogTi (Ey)
S2(E2, Vo, Nz) = kglogTh (E2)

E,+A

0

0
E, + A

aq1 az

» 43 Verteilung des Volumens I' im Phasenraum.
Das gesamte System mit Hemmungen besitzt das Phasenraumvolumen
I (E)TL (E)
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KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Es muss gelten
E<E +E,<E+A

Als néchstes relaxieren wir die Hemmung an der Energie

E/A

[(E)= > NLEILE) =D LEDLE - Ey)

E<Ej+Ep<E+A

mit E;; = A - i.
T(EDT(E,) < T(E) < %r@l)r(b‘z)

Dabei sind E; und E; so definiert, dass I (E;)I»> (F») maximal ist.

S(E,V,N) = kglogI'(E) < kglog %rl (EN(E)

= kg logi + kglogTy (Ey) + kglog I (F>)
=logN + 81 + 5>

Im thermodynamischen Limes (N — o) kénnen wir den Term log N vernachlassigen. |

Der Hauptbeitrag zur Entropie kommt von E; und E,

O[T (ENT2(E2) 1166, =0
0 0
aT:—llOngl = Elogrzlﬁz
105 _0s 1
T, 0E, 0E, Tp
Wir definieren
1

T =

I
[

oE VN
S ist maximal in allen Hemmungen des Systems. Mit der Identifizierung U = E erhalten wir
die gesamte Thermodynamik.
S(U=E,V,N) = kglogI'(E)

U(S,V,N) folgt aus invertieren von S

Erinnerung:
_
p= oV IsN
_w
H= 3N sy
ou
T= 35w -

2014-10-01 81
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12.1 | MIKROKANONISCHES ENSEMBLE

12.1.1 Ideales Gas im mikrokanonischen Ensemble

Wir betrachten ein freies Teilchen mit dem Hamiltonoperator
1 N
H=-— 2-F N,V =const. 12.1
S gvl (12.1)

Das Phasenraumvolumen 3 (FE) ist dementsprechend:

1
“————~———H<E
=yN

Die Integration tiber die 3N-dimesionalen Kugel mit Radius [ p? = +/2mE = R ergibt das
i

Volumen:

.n-n/Z
)™

n=3N

Bemerkung: Fir die Gamma-Funktion gilt
r(/2)=+m
I'(x+1)=xI(x)
r/2)=r(1/2+1)

1
= ET(I/Z)
NG

= — —o

2

> Beispiel Eigenschaften von hoch-dimensionalen Kugeln: Mit Abbildung 44 veranschauli-

7

» 44 Querschnitt einer Hohlkugel mit Innenradius R — ¢ und Auenradius R

chen wir uns das Verhalten im N-dimensionalen Fall:

N2

SN(R)-SN(R-¢) _ 1 vz (R-e)N

N N72
S (R) 1"([7\1/-/2+1)RN

N-oc

0

Bei hochdimensionalen Kugeln ist das gesamte Volumen auf der Oberflache der Kugel ! 1«
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KLASSISCHE STATISTISCHE MECHANIK

Somit erhalten wir
VN -n-3N/2
" WNNIT(3N/2 +1)
Mit der Stirlingschen Formel
T(1+2)=2z%e?2mz(1 +...)
N!=T(1 +N) = NVe N\2nN

S(E) (2mE)3N"2,

finden wir fiir unser Phasenraumvolumen

VN7T3n/2 (2mE)3N/2
*E) = PNNNe N V2N () V2 o,
¢ (7) e 3NI2/31TN
VN 1

- 3N/2-1,5N/2 3N/2
T WNNN NV eT(2mE)

und fiir die Entropie des idealen Gases

S(E,V,N) = kglog3(E)

Vv 3 AmETT 5
= "BN[I‘)g(ﬁ) * §1°g( SN ) * 5]

Bemerkung: Dies scheint ein Widerspruch zum 3. HS zu sein. Erst die quantenmechani-
sche Rechnung fiithrt auf das richtige Ergebnis. Der Fehler liegt also an der klassischen
Betrachtung. -

Fiir die innere Energie U erhalten wir somit

2/3 2
U(S,V,N)=(N> eXp( s 5)3N”L

\% 3Nk 3/4mm’
Damit kann leicht die Temperatur und die kalorische Zustandsgleichung gefunden werden
oU
T=—-—-
oS |y
22U
" 3Nkg

= U= %NkBT.

Mit der spezifischen Warme

ou 3
& =57 = Nk
erhalten wir fir die Entropie den bekannten Ausdruck
S(T,V,N) = Nkﬂog(%) + Cylog T + const
Die thermische Zustandsgleichung folgt aus
__U| _2U _ Nk
T oovils 3V v o

Damit haben wir die Zustandsgleichung des idealen Gases mikroskopisch hergeleitet.
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12.

MIKROKANONISCHES ENSEMBLE

12.1.2 Aquipartitionsgesetz

Im folgenden leiteten wir mittels der statistischen Mechanik das Aquipartitionsgesetz im
mikrokanonischen Ensemble her. Dieses besagt, dass der Erwartungswert der Produkte
x;0H /dx; wobei x;, x; € {pi,q:} gegeben ist durch

<xiaﬂ> = 6;ikpT. (12.2)
bx‘,f X

Fiir das ideale Gas mit H = Y p?/2m ergibt sich

pi \ _ kT
2m/ 2

d.h., im Gleichgewicht tragt jeder Freiheitsgrad der Bewegung die Energie kyT /2. Fiir die
Gesamtenergie bedeutet das

U= (H)

-(S2)

_ i Z <Iﬂ§i>
i=1 =X,z 2m
3N, .
= %Wfq)
= (P?ﬂ) =mTky

» Beispiel » Flr ein freies Gas mit x; = p, folgt

OH _ px1 <2i>_
ox; m = \Pixiy = keT

» Flr einen harmonischen Oszillator gilt:
P\ _ <ﬂw2 2> ~ L I«
om /) "\ 2@ )T

BEWEIS Wir betrachten folgende Umformung

J x'a—Hdpdq= J xyia(H_E) dpdg
i

T oxi ox
H<E H<E
d
= J a[x‘,-(H - E)]dgqdp -6 J (H — E)dgdp
H<E ! H<E
0
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Im letzten Schritt wurde die partielle Integration verwendet. Es zeigt sich aullerdem, dass
das linke Integral auf der rechten Seite verschwindet, da am Rand H = E gelten soll. Damit
finden wir

OH\ 1 oH
(o) =1 | g avas

5Xl'
E<H<E+A
A 0 o0H
- I"BE{ J xjaxidpdq}
H<E
A 0
= f(—5ij)afE J (H - E)dpdq

H<E
- %Jéﬁ +0dpdg

SR
oplog =(E)
6ijk|3
" %:S(E,V,N)
= 0ijksT ]

Erinnerung: Mikrokanonisches Ensemble.

» abgeschlossenes System
1
Nh3N
» Das Volumen im Zustandsraum lautet:

> 0=

I(E) = J d*Npd*Ng e(p,a)
E<H(p,q)<E+A

» S(E=U,N,V) = kglogI'(E) -

12.2 Kanonisches Ensemble

Sei nun ein Subsystem (E;, N1, V;) in ein abgeschlossenes System (E,, N», V>) eingebettet.

Zwischen den Systemen kann nun Energie ausgetauscht werden. Da das gesamte System
abgeschlossen ist gilt weiterhin

E=FE +E
N=N;+N»
V=Vi+V,

Daher ist die Thermodynamik durch das mikrokanonische Ensemble beschrieben.

Wir verteilen die Energien
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12.2 | KANONISCHES ENSEMBLE

» E,=E-E
» E;
Damit kénnen wir die Verteilungsfunktion aufschreiben
o(p1, a1, E1) ~T2(E - E1)

1 1
Jdpl dp2da: dgz 5 55 = LI dp: da: (L{l dp: dqzm)

)

I (E-Ey)

Da E > E; ist entwickeln wir I, (E — E;) in E;:
L (E — E1) = exp{loglL(E — E1)}
= exp{S2(E — E1) /kg}

ool (o022
- exp{szk‘f) } exp{_%}

Ey
= const - exp{—ﬁ}
B

H(Pl,ﬂh)}
kg T

= const - exp{f

Wir definieren die Wahrscheinlichkeitsverteilung (die Dichtefunktion) fiir ein System ange-
koppelt an ein groRes Reservoir als

_Hpa
kT

1
elp.a) = 15u5®

Wir definieren die Zustandssumme als

ZN(V,T) = jd“v dVg o(p,a)

1 _Hp.a)

Die Zustandssume ergibt uns die freie Energie mittels

F(V,N,T) = —ksTlog Zy

Dies liefert uns ein thermodynamisches Potential.

Vergleich mit dem mikrokanonischen Ensemble: Statt Zustandssumme wurde hier das Pha-
senraumvolumen definiert

[(E) = J d*Npd*Ng e(p,q)

E<H(p,q)<E+A

Die Entropie im mikrokanonischen Ensemble ist gegeben durch

S(U,V,N) = kglogI'(E) -

86
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BEWEIS DER RELATION F(V,N,T) = —kgT log Zy

_ 1 3N, 3N 1 - g
_ZJd pava page

_ aBF 3N 3N —-BH(p,q)
=e Jd pd qh3NN'e P

Ableiten dieser Identitdt nach
1
0= '[d3Np da gapree ™ [F " B B }

1 1
_ 3N 3N e BH
Jd pd qh3NN'Z [F+B B }

=F Baﬁ Z dpdTa h3'£N!H(’”’Q)67BH
(H;EU
=F+ Bﬁ -U=0
U=F+ Bﬁ =F+ Tg—l;
Legendre-Transformation von F ergibt innere Energie. [ ]

G _OF

U=F+TS, kalorische Zustandsgleichung

oF

p=- , thermische Zustandsgleichung

oF

IJ:

Fir das ideale Gas gilt

H(P:(/Z) =

, 1 _gr
N = Idqu d3Np NN He Bz
) 1
vN
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12.3 | GROSSKANONISCHES ENSEMBLE

12.3 GrofRkanonisches Ensemble

Ein System (1) sei gekoppelt an ein Teilchenreservoir (2), mit dem Teilchen ausgetauscht
werden konnen. Reservoir und System seien eingebettet in ein Warmebad der Temperatur
T.

Wir suchen eine Dichtefunktion (Wahrscheinlichkeitsverteilung) fiir das System (1) mit
Teilchen-Austausch. Dabei ist System (1) < (2).

dpdgqg 4
2= L e

Summiere Uber alle Aufteilungen mit N; Teilchen in (1) und N — N; Teilchen in (2)

S N! 1 (d3Nip,d3Nig, [ d3Nep,dNg,

— Z — e BH1(p1.a1) @=BH2(p2,42)
N,:ONl!(N_N1>!N! h3M h3M

Bemerkung: Vorraussetzung von schwacher Wechselwikrung zwischen den Systemen H =~
H; + H» -

N
> Jd3N1pl d*™q0(q1,p1,N1)Zy
N1=0

1 e BHilan.ry) ( dp,d. 1 e BHianp1)
o(q1,p1,N1) = 7N WNIN | J hfi[z]\?;!eim‘lz(qz'm) = ZWZNZ(T'VZ)
Zn, e~ BH1
" Zy BN
Zn, e~ BF(T,V2,N2)
Zn e-BF(T,V,N)

— e—B[P(T,V—Vl,N—Nl)—F(t,V,N)]
— e Blpvi-uNi]
=e BrVizNt - 7 — ePH Fugazitat
Wir fithren die Zustandssumme ein
Z(T,V,z) = > zZNZy(T,V)
N=0
-3 L Sl
3N
foart h3NN!
Erinnerung: Zustandssumme des GroRkanonischen Ensembles
Z2=> ZNZ\(T,V)
N=0

mit der Fugazitit z = e #*. Wobei u das chemische Potential des Reservoirs ist.

Zn, — @ BIF(TV-V1),N-N1)-F(T\V,N)]
ZN
~ e BlpVi-uN1]
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Damit lautet die Zustandssumme

d*Npd*Ng e—BLH(p.@)—pN]
Z= ZJ VN H(p,q)-uN

und wir finden das GroRe Potential G:

—Q(T,V,u) =pV = kgTlog Z(T,V, z)

Mit
3 Zy, e~ BH(p1.41)
1= Z Jdlﬂl dq: o(p1,41,N1) = Z Jdpl dq, e
folgt
_pv
Ze Wl =1 | log(+)

pV
logZ—K 0

pV =kgTlogZ

Mit diesem Potential konnen wir alle anderen Potentiale finden.

U

H) = Zfdgpdgq H(p,q) ¢(p,q,N)

d’pdiq —~BLH (p,a)-uN]
J pavy H(p,q) e

gZ
= ézzN(,i) d*pd’q e~ BlH(p.a)-uN]
N

op h3NN!

log 2z , kalorische Zustandsgleichung

V,z

B

Analog finden wir die Teilchenzahl

0
(N) = 4z — a—zlogZ(p,V,z)
Weiter konnen wir F konstruieren, namlich

F=U-TS

wobei U = (H) ist und

T
- &
S—!dTT

2014-01-17
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12.4 | FLUKTUATIONEN

mit ¢y = g#

Vergleich
» Mikrokanonisches Ensemble (N,V,E)

re - | dENpdNg —
(E) E<H(p,q)<E+A p 1 h3NN!

S(U,V,N) = kglogI'(E)

» Kanonisches Ensemble (N,V,T)
e BH(p.@)

v, 1) = [ @pda

F(T,V,N) = ks Tlog Z
» GroRkanonisches Ensemble (u,V,T)

Z(V,T,Z) = > zNZy(V,T)

N=0

—Q(T,V,u) = kgTlog Z = pV

12.4 Fluktuationen

Im folgenden befassen wir uns mit Fluktuationen in der Energie im kanonischen Ensemble
und werden feststellen, dass diese klein in extensiven Grofen sind.

12.4.1 Energiefluktuationen im kanonischen Ensemble

U=(H)= ZLN d;ff};f e Py
= %e—ﬁm—ﬂ (U - H)
Ableiten nach
0= %{—(U—H)[H—F—Bg—;] +g—lﬁj}e*3<ﬂ*>
_g% = %(U — H)2e BUWH-P)
= d;i’Nil\j? ((H) — H)2e BH-P

= ((H - (H))?) = (H?) — (H)*
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1
U _oUdT _Cv% _ 1 . oo
9B~ T 0B kg 0B kBBZCV =~k T°Cy
((H - (H))?) = kgT*Cy

AH ((H-(H))?) _VksT?°Cy VN 1 nNow

—— = ~ —_—— ——— 0
(H) (H) (H) N VN
Eine alternative Herleitung ist folgende Betrachtung:
ddpd3q _ ® _
Iy = ol BH _ L dE w(E) e #E
. 0X(E)
Ei : E)=——1~ S
rinnerung: w/(E) 3F
d3’p diq d3p diq
se) - | ST = | GRaeE - Hip.a)
03(E) (d3pd3q 0O(E - H)
0E ) h3NN! OF
d}p d3q
= | JavN 6(E—-H) = w(E)
Damit:
dpdiq 4y
=) v @

= J dE w(E) e #*
0
— Jw dE e BlE-keTlogw(E)]
0
_ Iw dE e BLE-TS(B)]
0
= Jw dE e BF®
0

o BF :J dE e BF®
0

Entwickle:
oy, LT £2
f(E)—jL"(E)Jr2 32 (E-E)
E ist Minimum von F (E):
OF _ 0 1p_ 179 _
afEfaE[E TS(E)] =1 TaEfo
*F s 0 1

0E2 ~  "9F2 " 3E TGy
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12.4 | FLUKTUATIONEN

Nach dieser Entwicklung:

o (E-U)2
In = e BF ~ o=BWU-TS)) J dE e 2ksT2Cv
0

— e BF ~ o~ BWU-TSU) 2k T2Cy

Der Unterschied zwischen der freien Energie in kanonischen und mikrokanonischen Ensemble

ist:
Fianon. = Fikro. + kzT 10g+/2kgTCy
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Quantenstatistik

Braket-Notation
Es gilt

nyeH
E,|n) =H|n)

lw) = > culn)
In der Ortsdartellung
WYX, XN) = (X1,..., Xn|P)
Fur MessgroRen (Observablen) definieren wir den Erwartungswert

(A) = (WlAlp) = de3Nw*(x1,...,xN)AuJ(xl,...,xN)

QUANTENSTATISTIK

Der Erwartungswert einer Observable ist das Mittel aus vielen Experimenten.

Fluktuationen um den Erwartungswert (Varianz) ist definiert als

V(A =(A))?) = (AA)

Die Wahrscheinlichkeit Teilchen 1 am Ort x;, Teilchen 2 am Ort x>, etc. zu finden ist

[@(x1,...,xn)1?

»1 Beispiel Wahlen wir als Observable die Energie: A = H.
lw) =D cnln)
n

(H) = (Y|H|yp)
= > ¢hen (n'|HIn)

n,n’

= Z ChiCnEn (' In)

nn’

= > chenEndn,n’

n,n’

= Z Icn|2En
n

2014-01-22
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13 | QUANTENSTATISTIK

Klassisch < Quantenmechanisch
w e H = L(R)

Y(xX1,...,XN) JdX3N|W|2 =1

(p,q) € RSN -

Hamiltonoperator H. Die Quantiesierung verlangt,
dass die kanonischen Variablen die kanonischen
Vertauschungsrelationen erfiillen: [x;, p;] = 6”?.
In derh Ortsdarstellung erfiillt der Impulsoperator
pi= Taqr

2
H=Z%+ZV(xi—xj)
1

i+j

!

Hamiltonfunktion H(p, q)

2
= Z—%V? + zV(Xi —Xj)
i

i+j

p?
H=Z 0 +ZV(X1—X‘,‘) -
: —

—2m . . R . .
i Es existiert eine vollstandige orthonormierte Basis
in H {y,} mit E,p, = Hy,. Jeder beliebige
Zustand kann ausgedriickt werden durch das
Superpositionsprinzip ¢ = >, ¢y Y.
» 2 Vergleich zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik.

Wir sehen, dass |c, |? die Wahrscheinlichkeit ist, den Eigenwert E,, zu messen.

¢y ist die Amplitude und im Allgemeinen komplex und erlaubt Intereferenzen. 1<
Bei einer Messung kollabiert die Wellenfunktion, d.h. wenn wir den Energieeigenwert E,
messen, ist das System danach im Zustand |n).

Als Messwerte bekommen wir Eigenzustiande der Observablen A und die Wellenfunktion
kollabiert auf den Eigenzustand.

Wenn wir den Messwert nicht ablesen bekommen wir den Dichteoperator

0=> lenl® In) (n]

Jeder Zustand |x) ist eine Superposition der Basis |n).

lo) = > X n)

In Analogie zur Dichtefunktion ¢(p, q) in der klassischen statistischen Mechanik miissen
wir das Konzept des Dichteoperators einfithren.

0=> pala)(a

= > palcf)*cXn) (n']

nn',x
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Falls p, = 0 auer fir ein «, so gilt

o= la) (x|

Der Erwartungswert fiir gemischte Zustande ist

(A) = > pulalAlx)

nun sei @ = 3, pu In) (n|
(A) = > pu (nlAln)
= 2. pn (nllA|n)

= > pa(nln’) (n'|Aln)

nn’

- Z<n’ > puln) (nlA‘n’>

= > (n'|eAln’)

= tr(eA)
Der Erwartungswert wird zu

(A) =t (pA) = tr(Ap)
tro=1
tre®<1

QUANTENSTATISTIK

(In der Quantenstatistik werden wir ¢ nicht normieren.]

Allgemeine Bedingung an g:
» ¢ € {Spurklasse}
» o selbstadjungiert, ¢ = ot

» o ist positiv (BlelB) = 0

Welcher Dichteoperator beschriebt unser thermodynamisches Gleichgewicht.

Erinnerung: Spezialfall

0=>puln)(nl, mitH|n)=E,[n)

2014-01-24
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13.1 ENSEMBLES IN DER QUANTENSTATISTIK

13.1 Ensembles in der Quantenstatistik

Mikrokanonisches Ensemble

» klassisch

1
v G E<H(p,q) <E+A
_ h3NN!
e(p,q) {0 sonst
dpdq
h3NN!

E<H(p,q)<E+A

[(E) = Idvdq op,a) =
S(U=E,V,N) = kglogI'(E)

» quantenmechanisch

1 ,E<E,<E+A
e=>puln)ynl, pn= 0

I'(E) =tro=w(E)-A, w(E): Spektrale Dichte
S(U=E,V,N) = kglogI'(E)

, sonst

Kanonisches Ensemble

» quantenmechanisch

En_

0= paln)(nl=eP, p, =ePin = ekl
n
Zy =tro =tre
F(T,V,N) = —kyTlog[tre ¥ | = —kyTlog Zy
Bemerkung: U(t) = e wHt
Setze die Zeit analytisch fort T = —it

Ht
U(T)=e 1
U(Bh) =p=ePH

GrofRkanonisches Ensemble
» quantenmechanisch

v
e KT @=BH-pN)

e
Z =tre PN = X ZN tr[e’BH]N
N=0

Q=-pV =—kgTlogZ

96
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Anwendungen

A.1 Freies Teilchen im kanonischen Ensemble

Wir betrachten ein einzelnes freies Teilchen im kanonischen Ensemble.

Der Hamiltonoperator hat also die Form

pZ

H=-—
2m

Zuerst rechnen wir klassich. Die Zustandssumme lautet
3,43 2
7, - [ L2 -y
h31!

2

2rtmkgT 32
:V( h? )

2mh?
mkgT

mit der de-Broglie-Wellenldnge Ags =

-V
A

Nun die quantenmechanische Rechnung. Hier lautet der Hamiltonoperator

h? o2

H=-—
2m

Die Eigenzustdande des Hamiltonoperators sind ebene Wellen mit
Wn(x) = (x[n) = ——elbrs
n \/N

In der stationdren Schrodingergleichung ergibt sich damit

Hp () = — 122 Lok
UnlX) ==V UN
szzi

2m- /N
E,

= EnPn(x)

eiky, X

2014-01-24
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A.1 | FREIES TEILCHEN IM KANONISCHEN ENSEMBLE

Es bleibt noch die Normierungskonstante N zu berechnen. Dazu verwenden wir die Normie-
rungsbedingung

12 (@nlwn)
= Idx Yh(x)Pn(x)

:jdxw/;:(xn2
1 1%
= fd" NN
wN=V

Damit lauten die Eigenzustidnde in Ortsdarstellung endgiltig

Y (x) = ——elr>

Ni%

Es stellt sich noch die Frage, welche Werte fir k,, erlaubt sind.

Das Quantisierungsvolumen V verlangt Randbedingungen. Die Wahl der Randbedingungen
spielt keine Rolle, wenn wir unser Quantisierungsvolumen nach o schicken. Daher wahlen
wir die einfachsten, namlich periodische Randbedingungen. In funktionaler Form lauten
diese

Y(x+esl)=y(x), ax=x,y7,z

mit e, dem Einheitsvektor in «-Richtung. Wir setzen dies nun explizit fur die x-Richtung
ein.

Ylx+1L) = elkxn(x+L)
- eizTnnx(X+L)
— eizT"nXx + eiZTrnX
_ eiZTnnxX<eiZ7T)nX
— eikx_nxlnx

= e = y(x)

Wir erhalten damit

Ny
k,=|n,|2nL, nyeZz
n;
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ANWENDUNGEN

Damit ergibt sich die Zustandssumme zu
Z = tr[e’ﬁH ]

= Z e*ﬁEn
n

2 -
- 3 o B Ik

Nx,Ny NzEL

2
= Sebmk
k

_ (Lf 5 (21)3645;;,:;
2m Nx,Ny NzE€Z L
Diese Summe entspricht einer riemannschen Summe, welche gegen das Integral konvergiert
fir L — o
d3k _ph2i2
= e P zm
(21m)3
v ( mkgT ) 312
21Th?

Die Ergebnisse der klassischen statistischen Mechanik und der Quantenstatistik stimmen
also tiberein.

Die de-Broglie-Wellenldnge entspricht gerade der Wellenldnge eines Teilchens bei der Energie
E = kg T. Die de-Broglie-Wellenldnge beschreibt gerade die Distanz auf der quantenmecha-
nische Korrelationen noch messen konnen. Auf groeren Distanzen verhalt sich das Teilchen
klassisch. Um die Langenskala dieser Korrelationen zu ermitteln muss die folgende GroRe
bestimmt werden.

G(x,y) = (Ix) (¥]) = w[lx) (y|]eFH

Fiir eine ebene Wellen kann man dies leicht ausrechnen

t[lx) (vlw) (wl] = (wlx) (vly)
=YY ()
— eik(x—y)

(x-3)?
) n2i2 -
Ze‘k("’y)e”gﬁ ~e M

k

A.2 Ideale Quantengase

A.2.1 Relevante Begriffe der Quantenstatistik

Der Hamiltonoperator fiir ein einzelnes Teilchen lautet

pZ
H = ——
V7 ome
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A.2

IDEALE QUANTENGASE

dessen Eigenenergien gegeben sind durch

h2k?
2m’

Ep =

mit den Eigenzustdanden |k).

Wir sind interessiert am groRkanonischen Ensemble. Dabei haben wir eine feste Temperatur
T durch ein Warmebad, sowie ein chemisches Potential u, das den Teilchenaustausch regelt.
Der Teilchenaustausch wird tiber die Zweitquantisierung des Hamiltonoperators ausgedriickt.
Dabei werden die Zustdnde geschrieben als Besetzungszahl einer Mode. Der Hilbertraum
setzt sich zusammen als direkte Summe der Ein-Teilchen-Hilbertraume H;

mit der Basis

Hrmed) = 1o, g, Mg, -0

dabei ist ny die Anzahl der Teilchen in der Mode k. Die gesamte Teilchenzahl ist die Summe
uber die Besetzungen aller Moden

N = an.
k

Der Zustand ohne Teilchen wird auch Vakuum genannt und ist funktional charakterisiert
durch den Zustand |0). Der Hilbertraum zum Vakuum

(H)° =1,

Betrachten wir die Systematik der Besetzungszahldarstellung
» Kein Teilchen: |0)
» Ein Teilchen in der Mode k: |1;) = |k)
» Zwei Teilchen, eins in der Mode k eins in der Mode g: |14, 1,) = |k) |q)
» Drei Teilchen, zwei in der Mode k eins in der Mode q: |2, 14) = k) |k) |q)

Wir miissen unterscheiden zwischen Fermionen und Bosonen, denn fiir Fermionen gilt das
Pauli-Ausschlussprinzip. Es diirfen sich keine zwei Fermionen im selben Zustand befinden.
Daher gilt

» Fermionen: n, = 0,1
» Bosonen: ny =0,1,...,0

Fir die Energie eines solchen Vielteilchensystems gilt

h2k?
E = Z Nk.
o 2m
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A.2.2 GroRkanonisches Ensemble
Fir die Zustandssumme gilt

Z(V,T,z) = > zNZy(V,T)

N=0
= > ZNwe
N=0
0
= ZZN Z e BIkamk
N=0 {ng}

2k ng=N

wobei & = % Die Berechnung der groRkanonischen Zustandssumme verlangt, dass
zundchst fiir eine feste Teilchenzahl tiber alle damit vertraglichen Zustande summiert wird
und dann tiber alle Teilchenzahlen n = 0,1, 2,.... Deshalb die Einschrankung > ; 1y = N.
Darum folgt

Il
Me

Z e Bk &nk z Xk nk

0 {ny}
Sk nk=N

— n(e*ﬁfk"kznk)

{ngd k

- B )"k
}g(e *z)

{ng

N

=

nun vertauschen wir Summe und Produkt

I I e R R

n1=0n=0n3=0

gl

ng=0

Bemerkung: Je nachdem ob Bosonen oder Fermionen vorliegen erhalten wir fiir die Zustands-
summe folgendes Ergebnis (genauere Herleitung spater):

Z(V,T,2) = H[ s (zeﬁfk)""] (A1)

k [ ng=0

_ [Tk Mﬁ Bosonen A2)
[Tx(1 + eP&#)  Fermionen’ :

101
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IDEALE QUANTENGASE

Fir Fermionen gilt explizit

> (ze’Bfk)nk i (ze"“k)nk

ng=0 ng=0

1+ ze Fe

~ Z(V,T,2) = [][1+ze P5].
k

Das grofle Potential ist proportional zum Druck und es folgt
pV =kgTlogZ(V,T,z)
= kg T log H[l + ze”’fk]
k

= kgT Zlog[l + ze”s‘k]
k

d3k
— -8
—kBTVJ ) log[1+ze fk].

Aus den grolen Potential lassen sich nun alle interessierenden thermodynamischen GréRen
ableiten. Der Mittelwert der Teilchenzahl kann ebenfalls aus der Zustandssumme berechnet
werden

(N) = z0,l0g Z(V, T, z)
d3k
_ -B
= zazvj 2n) log[l + ze fk]
A’k ze Pu
(211)3 1 + ze Bex

mit z = ePH
d3k e Bla—w
(21)3 1 + e Bla—w
d3k 1

(2mr)3 eflec—w + 17

Als Verteilungsfunktion ergibt sich also die Fermi-Dirac-Statistik

1

(nk) = eBlek—) + 17

Sie entspricht der mittleren Besetzungszahl des Zustands |k). Der Druck ergibt sich mittels

©

Z (—I)EHZ#

kg T _ 4 (> . e
= ?fwz(z) , mit fi(z) = T L dx x? log[l + ze ] = e

=1
Beweis:
d3k
= —-Be
J 2m)3 log[l + ze k]

[ do
~ )@y

232

J dk k? log[l + ze”thn]
0
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. . _ th
Substituiere x = /5, -k

= # : <B§23x2 log[l + ze”‘z]. ]
2m

©

=n-= %fs/z(z) . mit fi2 =20, f52(2) = >
=1

(_1)£+12{1

N
v IEE

Nun betrachten wir zwei interessante Grenzfalle:
» A3 < 1 (Hohe Temperatur)
» nA3 > 1 (Tiefe Temperatur)

Hochtemperatur-Limes:
1> nA’ = f30(2)
Folglich ist z klein
zx1
Weil z = et folgt
U — —oo.
Fir kleine Werte von z gilt
I 5 3
fspp(z) =z - ﬁz +0(2%)

2
fip(z) =z - % +0(23) ~ nA3

~z =nA + L(n)\'s)z,

22
damit

kg T
pV = %VfS/z(Z)

kyT 1,
vl g

LT T L
_ABVnA + (nA°) NAREE

1
= kBTN[l + (")\3)ﬁ +:|

Dies sind also die quantenmechanischen Korrekturen zum klassischen idealen Gasgesetz
pV = kyTN.
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A.2.3 Ideales Fermi-Gas im Tieftemperatur-Limes

Tieftemperatur-Limes bedeutet natiirlich T — 0. Bereits hergeleitet wurden

- N_ 4k 1
TV ) w3 eBlanw + 17

d3k
— —Bleg—w)
p—kBTIZ log[1+e k ”].

f(e)

| N

{i 0

» 45 Ausschmierung der Fermi-Kante fiir T + 0.

Bei T = 0 erhalten wir fiir die Teilchendichte:

(n) _J‘ d3k
RRE IR

B J &k
ki<kp (277)3

A 1
3 (277)3kF
_ ki
62

21,2
Fir die Dispersionsrelation &x = X sind somit alle Impulse innerhalb einer Kugel mit

21,2
Radius kr besetzt. Unter Benutzung der Fermi-Energie e = % und des Fermi-Impulses
Kr.

» 46 Jedem k < kr kann ein Elektron zugeordnet werden.
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d*k
- ~Bler—m)
14 kBTLkKkF 2n)? log[e ]

3
_ kBle K e - )]

k<kp (277)3

_j d3k (i —&)
© Jiki<kp (277)3 lfa k

€F

B J d3k a &k o,
F Ikl<kg (27T)3 ; (211)3 2m
s;.-Y-n %;:n
gs n
5

Eine vollstindige Rechnung mit der Sommerfeld-Expansion liefert fiir die innere Energie

d*k 1 3 5% (kyT)*
U—(H)—V Wmfk—gfpnv[l"r?(?) + ...
Auferdem
2
Co = Nks 5T g pei 7~ 0.
2 &r

Damit folgt, dass S = 0 bei T = 0.

A.2.4 Ideales Bose-Gas

Fiir Bosonen gilt

> (zefﬂfk)"" = i (ze”sgk)nk
ng=0 ng=0
1
= m , z<1

~ Z(V,T,2) = ]:[[1_21%]

,l_[ 1 _
B L1 —eflacw )
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Fur €y = 0 muss u < 0 sein, damit keine Divergenz auftritt. Druck und Teilchenzahl ergeben

sich zu
p= kBTTlogZ
kyT Bler—
= _37 Zlog[l _ e Bl u)],
k
1 1
(n) = V % eBlex—1) — 1
2 0
=——1
V oz g2,
in einer einzelnen Mode
1
(ng) = 7&(&7“) 1

Betrachte nun die k = 0 Mode fiir den Fall y < 0

1 1 1

V eBle-m — 1 - v’

Dies verschwindet im thermodynamischen Limes, eine einzelne Mode spielt also keine
Rolle.

(ne) =

Fallsu—»Ornitu~$

gy~ L1

Mo? = 3 aBw — 1
11
T Vebu—1
R
V —Bu
1t
B-Vu

1
— const falls y ~ v
In diesem Fall ist die Mode k = 0 makroskopisch besetzt:
Ny = <1’l0) V~V.

Somit schreiben wir die Teilchendichte und den Druck:
d3k 1

(n) = 2m)? ehem —1 T (o)
1
= (no) + F%/Z(z)’
3
p=—kgT (grrk)3 log[l - e’B“k’“)]
kg T
= %95/2(2),

2014-01-31
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mit
4 (® x? S X
gsnt) = | ax Tolew 27
Damit

A ((n) = (o)) = g2 (2).

g32(2) :
$ 2.612...

» 47 Graph der Funktion g3,2(2).
Bei hohen Temperaturen ist u < 0, also (1ny) = 0, daher

(n)A® = gs)2(2).

ANWENDUNGEN

Bei T, mit (n) A3 = 2.612 wird das chemische Potential null und (n,) wird makroskopisch

besetzt. Fir T < T, gilt

Ne = (Ng) # 0

2,612
nr = 3
mit
n=nr+n.

wobei n. die Kondensatdichte und n; die thermische Dichte ist. Bei T = 0 sind alle Teilchen

im Kondensat.

nr

| T(

» 48 Kondensationprozess als Funktion der beiden Teilchedichten.

2014-01-31
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Druck

» Hochtemperatur-Limes T > T,:

na3
=kgTn|l—-——=+...
p =kp n[ 4ﬂ+ }

Es zeigt sich, dass die erste Quantenkorrektur einen attraktiven Effekt hat.

» Tieftemperatur-Limes:

p—-0

Phaseniibergange

Im folgenden wollen wir am Beispiel der magnetischen Ordnung im transversalen Ising
Modell Phaseniibergdnge untersuchen. Dazu gehen wir von Abbildung 49 aus. Es gilt

GX
Si = gczg G”
GZ

Hierbei gehen wir von folgenden Hamiltonopertor aus:

» 49 Gitter mit Spins nach dem Ising Modell

H=-] ofoj +Q) o} (A3)
) i

Fur Q > J handelt es sich hierbei um einen Paramagnet und fiir Q < J und J > T um einen
Ferromagnet. Der Hamiltonoperator (A.3) besitzt hierbei folgende Symmetrie:

of - —of Vi.

Man spricht auch von einer Z, Symmetrie. Ein Ferromagnet bricht diese Symmetrie, d.h. sein
Grundzustand ist 2 fach entartet. Er stellt deshalb ein Beispiel fiir die Symmetriebrechung
dar.

» Mathematische rigorose Definition iiber die Korrelationsfunktionen, d.h.

lim <o-fcrf> — m? = const # 0.

li=jl-c

Damit erhalten wir einen Ordnungsparameter m.

108 2014-02-05



ANWENDUNGEN

» 50 Gitter mit Spins nach dem Ising Modell und der mean-field Naherung

» Mean-field Ndherung mit folgendem Ansatz:
(07)=m

Vergleiche dazu Abbildung 50, den es zeigt sich, dass bei vielen Nachbarn sich die
Fluktuationen herausmitteln.

07> 07— 07 > (0F) =0fzm
= =
Damit reduziert sich der Hamiltonoperator zu
H=)>H;
i
H; = —-Jmzo? + Qo

E* = +/]?2m?z% + Q2 |+)

» Der kanonische Dichteoperator ist

g=¢

-BXH;
—e i

:l_[e*ﬁHf
—ﬂ( FE ) (=] + e PB4 ()

» Die freie Energie ist

F[m] = kT log(tr[e])
=kgTlogZ

» Die Magnetisierung ist eine Hemmung, d.h. der optimale Wert folgt durch Minimierung:

_ trlofoel

OmFlm] = o]

Wir entwickeln F[m] um kleine m und erhalten

r(T)

Flm] =~ Fo+—m +um* +.
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T> Te T < Tc¢

m

» 51 Standartbild eines Phaseniibergangs 2. Ordnung

F muss invariant sein unter Symmetrietransformationen, d.h. keine linearen Terme
in der Entwicklung, da m nicht entartet. Abbildung 51 zeigt ein typisches Bild eines
Phasentiberganges. Die Korrelationsfunktion hat dann die Form

1 ,i=J
<Uiz a7 > = { 2 J
‘ m?2 i+ j
Vergleiche hierzu auch Abbildung 52.

T ungeordnete Phase

Te A Ve konventioneller therm. Ubergang

Ferromagnet / Quantenphasetibergang

Qc %

» 52 Mean-field Phaseniibergang

A.3 Landau Theorie von zweite Ordnung Phaseniibergingen

Wir haben einen Phaseniibergang mit einem Ordnungsparameter O; (bestimmt durch die
Symmetrie die gebrochen wird).

1.) In der Ndhe des Phaseniibergangs ist der Ordnungsparameter klein und wir entwickeln
die freie Energie in Ordnungsparameter

F =Fy+ F(0y)
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2.) Es kommen nur Terme vor, die durch die Symmetrie erlaubt sind. Aber alle die erlaubt
sind, miissen vorkommen.

3.) Wir erlauben einen ortsunabhédngigen Parameter O;(A) und nehmen die tiefsten Gradi-
ententerme mit.

Die freie Energie ist somit

Flp(x)] = ”g(vw + @qbz Fudt+ hd)]

Der Parameter + weist folgende Abhangigkeit auf
v(T) = (T — T¢)ro-

Stellt sich noch die Frage nach dem Aussehen von m(T) fir T < T¢?
Yo(T = Te)p +4ud® =0

Ed (l)OCch—T

Vergleiche hierzu Abbildung 53. D.h. insbesondere

T
¢@ VIe =T

T
Tc

» 53 Veranschaulichung zu ¢ o« /T¢ — T, wobei T¢ die kritische Temperatur ist, m. a. W. ein
Phasensprung

¢ oc const(Te — T)P

Innerhalb der »mean field« Ndherung ist der Exponent

1
B=
Bemerkung: Fur 3 Dimensionen ist § = 1/3, d.h. B ist abhédngig von der Dimension. -

Bemerkung: Die Landau-Theorie beschreibt die Theorie thermischer Phaseniibergdnge. Diese
wurde entwickelt anhand des Ising-Modells mit dem Ordnungsparameter ¢. Nun kann die
freie Energie entwickelt werden in ¢

Fl[p]=Fy+ gsz +ug?
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d=2 d=3 d=4
o 0 011 0
B 1/8 033  1/2
y 7/4 1.4 1
5 15 4.79 3
v 1 063 1/2

» 3 Ubersicht iiber kritische Exponenten.

In der klassischen Statistik gilt
Z=eFF

= Z e BH

{Zustande}

-3 3 e

¢ Pp=(Sz)

=2 Z[]
¢

- Z o BFId]
¢
Damit gilt flir das Ising-Modell

Fl$pl=Fy + gdf +ug?

w~ 7 = Jd¢> e B(Fori ¢ rud?) _ o~ BFldmin]

A.3.1 Kritische Exponenten

» b~ (T.-T)F =1
» Suszeptibilitat
Flp) = D¢* +ud’ + hop
oF 3
a¢7r¢+4u¢ +h
h=-r¢—4ud3
ap [on]' 1 [ TS
oh | 8¢ T v+ 12u¢p? ﬁ T<T.
_9¢ 1 _
CX= o Tir=Tpy YL
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Relation zwischen ¢ und h bei T = T,

¢~hi, 5=3
» Der ndchste Exponent beschreibt das Verhalten der spezifischen Warme.
0°F
v =Tor
; {0 T>T,
Tl a-1? 2
Tou 10
c 0 T>T,
= 2
Tl rer
1
Cy ~ ———, =0
MRT R AT
» Kohidrenzlange &
1
T ~
&(m) T_T.

lijl—oo

(Sis) —= ¢?
7 = JD[d)(x)] e BFlo(x)]
FIp00] = [ax (x(V)? + 2 + ug?)

~ [ s (xatig + T1o1)

iar 1 c 1
(¢(x)¢(y))~quW=que“ CPE L1’ §=\/;NW
1 r
Nrd*ZY<§)

wobei Y (x) eine komplizierte Funktion ist mit Y (x) ~ e™*.

05
I T

» 54 Es existieren auch ungeordnete Bereiche.

7 = JD[¢] e BEl(x)]
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A.3.2 XY-Modell / Superfluiditit

Fly] §|w|2+u|w|4

=iy + (pry)®

A.3.3 Mermin-Wagner-Theorem

Es gibt keine langreichweitige Ordnung fiir eine kontinuierliche Symmetrie fiir T > 0 und
D <2 sowie fir T =0und d = 1.
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