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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1.) Lose zunachst das homogene System. Der Ansatz y = x“ liefert ein Losung

1

%_AXVHM

fir x € I. Der Ansatz von d’Alembert:

1
y(x) nixvm

fihrt zu

N\Nx

y2(x) = x

auf I. Es ergibt sich

1 wawk
Wix)=det| * & o=~ o 0 (aufrn)
X7 x2
—B
und
1 X
X+ 5 X
B! = A meN xmwwxv
T2 2
Variation der Konstanten:
Y L, 0\ 1 l-e?
Anmv =B Aawmwmxv - 2 Hlmmx
X
berechne cy, c»:
1 _ox 1 2x
DHMC«+QNV @HMAX\Nﬂ
fir ypart (x) muss gelten
_ 1 e2x 1 1 02X N\NX
u\EimeAxLﬁ 5 vx+mcm >) ”
1 &\Nx mwmx 1
=4+ —+— - —
2 X 2 4x
Wahle Yo = 3 + @\N? und damit
1 &\Nk 1 N\Nx
u\wgaaum+q+nﬁw+@ﬂ ¢, €R

w

w
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1.1 GRUNDLAGEN

Der Realteil einer komplexen Zahl ist definiert als
Re(x,y) = Re(x +iy) = x,
der Imaginarteil ist definiert als

Im(x,y) = Im(x +iy) = y. -

GauRsche Zahlenebene
Im

Y= Im(2) z=x+1iy

1.3 Definition 1) z =x +iy = Z = x —1iy heifit konjugiert komplexe Zahl zu z.
2) |z| = +/x2 + y?2 = /z - Z heifit Betrag von z.

3.) Polardarstellung: Seiz = x+iy = |z|(cos @ +isin @), wobei p = arg(z) (Argument
von z) eindeutig gegeben ist durch
x ) y
———, Sinp = ——.
\XN + ‘\V\N Cﬂm + U\N

~-M<@P<T, COSQ =

Rechnen mit Polardarstellung:

z1 - z2 = |z1] - |z2|(cos(@1 + @2) +isin(@; + @2))

|z|"(cosnp +isinng)

NS‘

Die Losung von z" = v (cos @ + isin @) ist gegeben durch

1/n

lz| =7r™",
Qnﬁ+ﬁ_ k=0,1,...,n—1. X
n n
1.4 Satz (C,+,-,|-|) ist ein bewerteter Korper, das heifit fiir | - | : C — R gelten:

1) [z =20 A (Jz]|=0 < z=0)
2) |z1-z21 = |z1] - |z2]
3.) |z1 + 22| < |z1] + |z2| (A-Ungleichung)

Auferdem gilt die »/\-Ungleichung nach unten«:

|z1 + 22| = ||z1] = |22] X

N

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3

b.) Setze y(x) = c1(xX)y1(x) + - - - + cn(Xx) Y (x) in die DGL ein:

¥ =Dy + ¢y = Ax) A > @.Sv +9

i=1 j=1

n n n
— Dyt Y cyi=> ciAX) Y +g
j=1 j=1 j=1

Vi

n
f
= M ciyi=4 [ |
Jj=1

4.4 Definition Seil C R ein Intervall und ay,...,an,-1,g € C(I — R). Dann heifit

YWt aay" e ay ray =g

fiir die Unbekannte vy € C"(I — R) lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Fiir

g = 0 nennen wir sie homogen, sonst inhomogen. X
4.5 Bemerkung: 1.) Sei v € C"*(I — R) eine Losung von obiger DGL, u; := y,u, :=
Y, ... Uy =y Y dann ist
' Uz
.v\: :w
:\ = . = .
v Un
ym —Ap 1 Up — An 2Un 1 — - — Aol + g

0 1 cee 0 0

_| 0 |4|:

0 0 0 1 0

-dp —ai -+ —ap-1 g

2.) Ist umgekehrt u € C'(I — R"™) Loésung von obigem System und y := u;, dann 16st
y € C"(I — R) die urspriinglich lineare DGL n-ter Ordnung. -

4.6 Korollar: Folgerung 1.) ImFallg = 0:

a.) Die Menge der Losungen
Lhom = .mw\ eC"I-R):...}

bildet einen linearen Unterraumvektor von C"(I — R) der Dimension n. Die

Abbildung
¥ (xo)
y'(x1)
TXQHH:QEI._W:“QITXOA.‘V\VHH :
¥V (x0)
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1.1 GRUNDLAGEN

Fiir eine beliebige Teilmenge M < C ist

M = U O (ist offen)

0e{0<C:0 offen A OcM}

das Innere von M (die grofite offene Menge O < M)

M = N A (ist abgeschlossen)
Ae{AcC:A abgeschlossen A McA}

der Abschluss von M (die kleinste abgeschlossene Menge A mit M < A) X
1.8 Pl Beispiel 1.) @, C sind offen und abgeschlossen. Alle anderen Teilmengen von C

sind entweder offen, abgeschlossen oder keins von beidem (beispielsweise halb-
offene Intervalle).

2.) K, (zg) ist offen.

K. (z0)={zeC:|z—2zy| <7}

3.) R ist nicht offen in C.
Flr zy € R ist fur beliebig kleines » > 0 stets

K, (zg) n C\R = 0.

Im
| Re
N7
Ist R < C abgeschlossen? Ja. < Ist C\ R offen? Ja. I«

1.9 Definition Sei O c C offen, f : O — C. Dann heifit f stetig in zo € O, falls
Ve>036:Vze0:|lz—2pl<d = |f(z2) - f(zo)l <€
oder
VY (zy) FolgeinO :z, — zy = f(zy) — f(20).

f heift stetig, falls f in jedem z, € O stetig ist. X

110 Satz 1.) Seien f,g:0 — C, zy € O, f, g stetig in z. Dann sind

f

e\ALH.Q. r\A.Q. m \Q:.W..QANOVH\HO

stetig in z,.

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3

4.2 Bemerkung: Anwendung von Picard-Lindelof auf obige Differentialgleichung mit v (xo) =

v, (fiir vorgegebenes (xg, y9) € I X R"), B:= R"™, D = R™ und Lipschitzbedingung

ILf(x,v) = fx, ) = JAX) (¥ =) <clly =P
fiir x € K c I mit K kompakt.

Der Satz liefert also eine lokale Losung ¢ := y € C'([xo — ¥, xo + ¥] — R"). Erneute
Anwendung mit Anfangsbedingung vy (x¢ + ¥) = ¢ (x¢ + ) liefert die Losung

Y=y eClxo+r—7,x9+7r +7] - R")
Zusammenkleben der Losungen liefert

b(x) Xo—-rY<Xx=<X0+7VT

X) =
y(x) PY(X) Xo+r <X=<X9+V +7T

Dieses vy ist stetig auf [xo — 7, xo + ¥ + 7]. Weiter ist y’ stetig auf dem selben Intervall,
da

@' (xo+7) =AlXo +1)P(x0 +7) +g(x0 +7)
=AXo+1)P(xo+71)+g(xe+7)

=g (xo+7)
Als ist dieses vy € C'([xo — ¥, x0 + ¥ + '] — R") eine Losung von
¥y =AX)y +g(x) A y(x0) = Yo

Die Fortsetzung ist so lange moglich, bis v € C' (I — R") (ohne Beweis). -

4.3 Satz 1.) Homogener Fall (g = 0):

a.) Die Menge der Losungen
Lyom = {y € C'I = R":y" = A(x)y)

bildet einen Untervektorraum von C'(I — R"™) der Dimension n. Fiir festes
xo € I ist
Nuko : Lyom — R™: Y= Py = D\AXOV

ein Vektorraum-Isomorphismus. Eine Basis von Ly, heifit Fundamentalsys-
tem (auch im Fall g # 0).

b.) Fiir n Lésungen y1,...,Yn € Lnom Sind dquivalent:
i.) {»v1,...,Yn} ist ein Fundamentalsystem
ii.) Vx el:W(x):=det(yi(x)...yn(x)) = 0 (Wronski-Determinante)

iii.) dxg €1:W(xgo) # 0.

129
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1.1 GRUNDLAGEN

116 Pl Beispiel Seien M = K;(0) € C, fu(2) = (157250~ Wahle

oo

1
e 1 o :Moa < oo, d.h. konvergent
(n+1)2
[fn(2)| < an
= g(z) = W fn(z) ist stetig auf K, (0) I«
n=0

1.17 Potenzreihen Sei (a,) eine Folge in C,

AR U B B
limsup %]a.|’ 0 " o0 ’

Nn—o0

R

Dann konvergiert die Potenzreihe

f(2)=> an(z—zo)"

n=0

fiir |z — zo| < R und divergiert fiir |z — zo| > R. Sie konvergiert gleichmdifiig auf jedem
Kreis K, (zo) mit 0 < v < R. Insbesondere ist f stetig auf Kg(zo).

C

Falls

7 An+1
Aan

konvergent ist, gilt

R = 1 . X
lim,, ., | 21 |
1.18 Definition
~
mNnMﬁ_ fiirz e C
n=0 °
* NNS
B i )
COSZ = :MOA 1) SIATE firzeC
b NNSJL
inze= Y (-1)"—=———, firzecC x
sinz :MOA ) Gnin fiir z

6

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3

3.7 Satz: Picard-Lindelof Sei (B, | - ||) ein Banachraum, (x¢,yo) € RXB, I = [xq—7,X0 +

r] c ReinIntervallund D := {y € B: ||y —yoll <R} fiireinR € R. Sei f € C(IXD — B)
mit

AL>0V(x,y),(x,) €eIxD:|f(x,y) - f,)l <Llly - >l

d.h. f erfiillt eine Lipschitz-Bedingung beziiglich zwei Variablen. Weiter seien

M:= ww%__bx_é__ <o 0= EEAMW_W_L

Dann existiert eine eindeutige Losung 'y von

¥ € CY{[xo—8,x0+ 5] — B) (3.1)
A Y (x)=flxyx)  xo-0=<x=<x0+6 (3.2)
A y(x0) = Yo (3-3)

BEWEIS 1.) Formuliere eine dquivalente Integralgleichung. y ist genau dann eine
Losung von (3.1), wenn

¥y € C([xo—0,x0+06] - B) A yx)=yo+ | f(Ey(E)AE (3.4)

X0

mit [3 ... = ["... falls x < xo.
BEWEIS (3.1) = (3.4)

Integriere die Differentialgleichung in (3.1):

Y (&)dE =] f(&y(x))dEy(x) - y(xo) = fEy(x))dg
X0 X0 [Hu\\ol\ X0
(3.4) = (3.1)

f(&,v(&)) ist stetig in €. Nach dem Hauptsatz ist y' = 0 + f(x, ¥ (x)) mit y’
stetig. Fliir x = x in der Integralgleichung: y (x,) = yo + 0. |

2.) Zeige, dass (3.4) eine eindeutige Losung besitzt.
BEWEIS Sei (B,] - |I7) := (C([xo — 8,X0 + 6] — B), || - ll») ein Banachraum und
D:=C([xq—8,x0+ 6] — D)

(abgeschlossene Teilmenge in B) Definiere T : D — B: y — F(y) durch

Fy)(x):=yo+ | Sf(&x(E)dE
X0
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1.1 GRUNDLAGEN

1. Schritt: Wahle ein passendes N,

N

> an-¢(Be—B)| < sup [B;—B| > lan-¢l
L=N¢+1 £=Ng+1 L=N¢+1

< sup |By—B| Y |anl

{=Ne+1 n=0
£
< -, daB; - B.
2
2. Schritt: Abschétzen liefert
Ng¢ )
> ay-¢(By—B)| < max [B;—B| Y |anl
-0 0<f<N¢ N=N-N¢
c o
< —
2

n=0

= |[(%)| < € fir N = N, > N, bzw. fiir N > N: + N..

1.20 Folgerung

Z+w Z AW

e =efe fir z,w € C.

, fir N— N, > N, da M |a, | konvergent.

BEWEIS Wir verwenden die Reihendarstellung der Exponentialfunktion.

0 %

. z" wh"
Z W o
mm|AM3_xM:_v
n=0 n=0w—_
an bn

beide Reihen sind absolut konvergent

N|
w
A v w™*  Binomischer Lehrsatz

1.21 Bemerkung: Mit der Taylorreihe folgt, dass e? ,COSZ

z=x€eR
selben Funktionen sind, wie die aus der Schule bekannten.

und sinz die-
z=x€cR z=x€R
S

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 3

Sei € > 0 vorgegeben und Z, Z' zwei Zerlegungen. Definiere

7" = AAXQ......XNGANVV.ANM\_.. MZANV v

durch

(X0, XNz = X0y XN F U AXG, - Xy ) &/ € [xj_;,x} ] beliebig

Benutze

1S2(f) = Sz (N = 1S2(f) = Sz (O + ISz (f) = Sz (N

N(Z) N(Z'")

1S2(F) = Sz () = ) (X~ Xj-1) M FEDKY =X )

N(z") N(Zz")

Fexi) = > FEDKG - X))
j=1

Dabei ist J(j) so definiert, dass [x7_,,x7 1 C [x;(-1, %], d.h.

J(j):=min {k € N:x} < x|

N(Z")
< SUIFE -FC & I - x)
j=1 -
€lxy()-1X1()]

Da | — &7 | = 0(Z) und f gleichmaRig stetig (f stetig und [a, b] kompakt), ist

If (&) — FEDI < N@m ) fiir 5(Z) < &

N(Z")

& ” " _
<3p-w & XS

J=1

N | m

=b-a

Verfahre analog fiir den anderen Teil, dann ergibt sich

1S (f) = Sz (Pl < m +Eoe 8(),82)<5 .

£
2

3.4 Satz Wenn f :[a,b] — B stetig ist, dann gilt

% feodx| < % £ () lldx
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1.1 7 GRUNDLAGEN

2) (f+9) =f+g.
3) (fg) =fag+fg.

A.v A%v n %Q@*E E:m,ﬁwiﬂo.

5) (feg)(zo0) = f(g(20)) - g'(20). X

1.27 Pl Beispiel 1.) Polynomfunktionen sind differenzierbar auf C (folgt aus 1.24, 3.) und

1.26, 2.)).

2.) Gebrochen rationale Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich differenzier-
bar. <

1.28 Definition 1) Seiy € C'([a,b] — Q) (also auch Rey,Imy € C'). Dann heifit y
Weg von z, = y(a) nach z, = y(b). Falls z, = z», heifit y geschlossen.

2.) Seiy ein Weg und f € C(Bild(y) — C). Dann heifit

b
ﬁ f(z)dz ~ ?Q::E:&
Y
b
- ?? (f(y(£) Re(y' (1)) — Im (F(y(£)) Im (y'(£))] dt

b
+L [Im (f(y(£))) Re (y'(¥)) + Re (f(y(t))) Im (y'(¢))]dt

das Integral von f ldngsy. X

1.29 Bemerkung: 1.) Ist y eine andere Parametrisierung des Weges y, sodass folgende
Eigenschaften gelten

Y(s)=(yop)(s) fira <s<b,
peCl(la,b]~-lab]), @@)=a, pb)=D>.

Dann folgt aus der Substitutionsregel fiir reelle Integration

T@ dz = ?Q:: ywd, (1=, % =0)

%

- [£0@©)) y @) @) ds

’

“ o fEe) 856)=& (yop)(s)

= W%ANVQN

10

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Die Losungen sind gegeben durch (gehe Blockweise von unten nach oben vor und nutze
die umgekehrte Produktregel):

Uz = ﬁwm\:a
Uy = creMt + cyteMt
HN
uy = creMt + cpteMt + &Wm»:

Riuicktransformation ergibt dann

y(t) == Tu(t)

3.2.4 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Seien ay, ..., a,-1 gegeben, gesuchtist y € C"(R — R) mit
Y'=an Yyt ay +agy

Setze dazu

’

U=y  Uyi=y cer Upi=y®b
Es ergibt sich im Beispiel fiir die DGL

”

Y=y

=
I

Uz
U, = Uus

.\v\: _ b\ =u,

B
I

Lose dieses System und setze dann

y(t) :==ui(t)
Die Eindeutigkeit ist durch die Anfangsbedingungen
¥ () = 2

y(to) = Yo, ¥ (to) = 1,

gegeben.

3
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1.1 GRUNDLAGEN

2) f(z) = W y(t) =ell, 0 <t <2m.Da y(0) = y(21r) ist der Weg geschlossen.

Im

21
1 1.
;. MQN = %.m:% =2mi+0 I«
Y
0

1.31 Satz Sei O c C offen, F : O — C differenzierbar, f = F' in O (das heifit, F ist eine
Stammfunktion von f). Ist’y ein Weg in O, so gilt

_ f(z)dz = F(y(b)) - F(y(a)).
Y

BEWEIS Wegen

d . F(y(s)) = F(y(t)) y(s) —y(t)
ar P = lim == ® st

=F(y(t)y )= f(y®)y )

konnen wir die Kettenregel verwenden und es ergibt sich

Il
Qe S —— 5 S —
Q—|Q_

% f(z)dz Sly@)y' (t)dt
Y

F(y(D) dt

d d

ﬁﬂ Wmmc\:uf. Mm HBMC\ADL &.

Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechung im Reellen gilt

(ReF(y(b)) +ilmF(y (b)) - (ReF(y(a)) +iImF(y(a)))
F(y(b)) — F(y(a)). u

1.32  Folgerung 1.) Besitzt f eine Stammfunktion und ist y geschlossen, so folgt

b%ANV dz = 0.

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Beobachtungen Fir y, # 0 geht durch jeden Punkt genau eine Losung: (jetzt exempla-

risch fir yq > 0):

1 1
yix) = MCI% c =3y, —xo

Dies ist wegen der Bedingung x > —c keine globale Losung (lokale Losung).

Setzt man diese Losung fest zu einer globalen Losung, geht die Eindeutigkeit verloren.

Man kann beispielsweise den unteren Ast an einer beliebigen Stelle » < 0 ansetzen:

x3 x>0
r<x=<0 Vr <0
(x-71)3 x<7r

v\wC«v =

- © 3~

N
J

Insbesondere gehen durch (xy,0) beliebig viele Losungen.

3.2.3 Systeme von Differentialgleichungen

Sei A € R™" gegeben. Gesucht ist y € C!'(R — R") mit
y' =Ay

ausgeschrieben ergeben sich

’

B

anyr tany2+ -+ adink¥n

’

Yn

aAn Y1t aAn2y2 + -+ Aun¥n

also n gekoppelte Differentialgleichungen.

Fall 1: vy, ..., v, bildet eine Basis aus Eigenvektoren: Av; = Ajv;
die Losung als

n
y(t) = > cjeNtv; ey, cn €R
j=1

denn

’

n
v =D cidjeNtuy = > cielitAv; = Ay (1)

1 Jj=1

M=

J
Die Eindeutigkeit ist durch Anfangsbedingungen gegeben:

v (to) = Yo to € R,y € R"

Dann ergibt sich

3
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1.1 GRUNDLAGEN
1.35 Pl Beispiel 1) y=[z1,22], y(t) = z1 + t(z2 — z1)

1
Ly) L_Nwls_&u 22— 21
0

2) y=et,0<t<2m

a.)
2m
. 1 1 - it
|27Ti| ~dz| < max = lielt| dt =21
y 2 z=ell O0<t<2m | Z
0
b.)
0] = % zdz| <max|z|2m =21 <
y z=ell

1
.36 Satz Sei(a,) eine Folge in C, R = ——— ——— > 0. Dann ist
3 (@n) g lim sup ¥|a,|

N—oo

= > ayz", firlzl<R

auf dem offenen Konvergenzkreis K (0) beliebig oft differenzierbar mit

0

=>aynz"t, f(z2)=> anmn-1)z"2,
n=1

BEWEIS Seien

o

g(z)=> aynz""', R =

n=1

—_

lim sup ¥|a, n|

Nco
dann gilt
1.) R’ = R wegen lim %/n = 1. Das heilt: g ist auf demselben Ky (0) definiert wie f.

n—oo

2.) g = f'.Seien w € Kz(0), z € Kz(0) \ {w}, so folgt
f(z) - fw) _gw) = M A IS:|=€:\HV

zZ-w — w

= «

tl

() =

nu" ! -nwnht) ai

Z—=W Jw,:z)]
1

—— L([w,z)n|z"' —w" !
lz - w|

IA

(%) -0, fuarz-w

lan(..) <=nlz™' +n|w|™!
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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.2.2 Separierbare Differentialgleichungen

Seien If,I, € R Intervalle und f € C(Iy — R),g € C(I; — R). Gesucht ist ein Intervall
IcRundy e C'(I - R), sodass

= f(x)g(»)
Die Variablen sind also separierbar.

a.) Falls g(y) in y, eine Nullstelle hat, dann existiert die konstante Losung:
y(x) = Yo
Alle Nullstellen von g(y) reprasentieren also konstante Losungen.

b.) Sei y € C'(I — R) eine Losung mit g(y(x)) # O fiir x € I. Forme y'(x) =
f(x)g(y(x)) um und betrachte die Stammfunktionen:

(X))
gy I
1 Y'(x)
= = F
= G(yx)) +c %QG\V&R 90 (x)) dx = %%C&&x (x) +c2
= G(y(x)) =F(x) +c
da G = w + 0 ist G injektiv und lokal umkehrbar.
= y(x) =G (F(x)+¢)
Merkregel
ay _
xS Xa)

Alle y nach links, x nach rechts und Integral davor:

= _\\AXV&R

2.2 Pl Beispiel Sei folgende Differentialgleichung gegeben:
y' = cos® y cosx

a.) Die konstante Losung ergibt sich fiir cos? y = 0, also sind alle Funktionen der

Form
y(x)=(m+Hm nez

konstante Losungen.

3
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1.1 GRUNDLAGEN
1.39 Pl Beispiel 1) aJ) O = C. Sind y;,y, € C'([0,1] — C) mit y;(0) = y»(0) und
y1(1) = y2(1), dann gilt y; ~ y.:

®(t,s) = y1(£) + s (y2(t) = y1 (D))
N e
=0 fir t=0,t=1

Im

Wl 2

Y2

§\ Re

Wegt — &(t,s) firO0<s <1

b.) Jeder geschlossene Weg y € C'([0,1] — Q) ist in O < C nullhomotop: Sei
y2(t) =z € C fest.

O(t,s) =y(t) +s(zo — y(t))

®(-,0.9)

20

2) 0 =C\ {0}

a.)

Y1

) Y3
H\\ Re

Offensichtlich: y; ~ y», aber nicht y; ~ y3 und auch nicht y, ~ ys3, weil wir
uber die 0 hinliber miissten.

Anschaulich: Zwei Wege sind homotop, wenn »dazwischen« nur Elemente
aus O liegen.
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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.1 Funktionalanalysis

1.1 Definition Sei (B, +, -) ein linearer Raum (d.h. ein Vektorraum) und || - || : B — R eine
Norm (d.h. |ull =0, lull =0 <= u=0, [lu+v| < ul+ v und cull = [«|l|ull).

Ist B volistéindig, d.h. jede Cauchy-Folge (ay)ren € B konvergiert gegen einen Grenzwert
in B, so nennt man B mit der Norm || - || Banachraum. X

1.2 Pl Beispiel 1.) Die komplexen Zahlen mit der p-Norm

Bi=C",  full:= (P +-- +|ual")?  1<p<o

2.) Sei B = C([a,b] — C) mit der Norm

I flle = max [f(x)]

asx<b

z.B. | fl3 = m_ | f(x)|?dx, dann ist B kein Banach-Raum (Der Raum ist zwar nor-
miert, aber nicht vollstandig; ohne Beispiel).

3.) Definiere
LP(I) := AM\L - ﬁ“%ammm_um:>_\ | f1Pdu < SWV
I

fiir ein Intervall I ¢ R. Dann bildet L? (I) mit der Norm

1= (| 1f17du)
(Identifiziere f, f, falls Ii1f- fldu = 0) einen Banachraum. I«

1
[

1.3 Satz: Banachscher Fixpunktsatz Sei B ein Banachraum, () + D C B mit D abgeschlos-
sen und F : D — B eine Kontraktion, d.h.

g €[0,1[ Vx,y €D [F(x) - F¥)ll = qlx - ¥l

mit F(D) c D. Dann gilt

1.) Es existiert x € D mit F(x) = x, d.h. die Abbildung F hat genau einen Fixpunkt
x eD.

3
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VEKTORANALYSIS 2

2 HOLOMORPHIE UND ANALYT

iii.) f stetig und fiir alle y € C'([0,1] — O) gilt Integriere jetzt partiell und beachte: (¢;a) o ¢ = 0 fiir y; = +,/1 - |y®?]2 da

suppy; < U;. AuRerdem Y} (=1)1*19y;(det(...)) = 0 (Nachrechnen).

y nullhomotop = % f(z)ydz=0.
Y

0
iv.) Fiir jed O existiert R > 0, (ay) Folge in C, sod - O b KO0 (i W) det( 24
iv.) Fiir jedes zo € O existiert R > 0, (a,) Folge in C, sodass b.c Yw = (=1)i T:mizaxc\.\av o (0, »") det(55t)dy
fz) = MOS;N —20)", fir|z -zl <R 8.8 Bemerkung: 1) ImFallk = 0, = a(x),S = ¢([e, B1),3S = {p(ax), d(B)}. Nach
" 8.4:
v.) f ist in O beliebig oft differenzierbar. 2.) Satz von Stokes gilt auch fir § = _0, d.h. § ¢ O nicht notwendig.
vi) u,v € C1(O — R) und u,v erfiillen die Cauchy-Riemannschen Differentialglei- 3.) Folgerungen
chungen: a.) Der Satz von GauB-Ostrogradski: Sei f € C1(O — R™).
Ux = vy und iy =-vx, inO. . % V. favm = (f,moydvnn
N oS
2.3 Definition Sei O c C offen, f : O — C. Erfiillt f eine (und damit alle) Bedingungen aus Setze dazu w = MwlC@.&uD AcoAdxig AdXj AL AdXy)
2.2, so heifit f holomorph (dies betont die beliebige Differenzierbarkeit) oder analytisch ) ] ) ] o ) )
(dies betont iv.). 9 b.) Klassischer Satz von Stokes: Sei § ¢ R? eine Mannigfaltigkeit der Dimension
2und f € C'(§ — R3), dann gilt
2.4 Cauchy’scher Integralsatz fiir die Bilder von Rechtecken SeiO < C offen, f:0 — C % (VX f)dv® = (f, to) dvV
differenzierbar, R = [a,b] x [¢,d], @ € CY(R — O), y die geschlossene Randkurve von S s
R (stiickweise C'). Dann Setze dazu w := fidx: + fodx> + fzdxz. -
f(z)dz=0.
oy
(0]
’ @

BEWEIS 1)  €C'(R - 0) = @ oy ist stiickweise C!, also ein Weg in O.

2.) Da R kompakt und 0, @ und 0, stetig auf R:

Vol = -@Mv

3.) Konstruiere eine Folge (R,,) von Rechtecken mit Randkurven y,,:

<c¢ (<o) aufR.

Roy=R, Yyo=Y.

115



61 48

0k)T QC— d@CI-TM==1Cr () N2 =1
( ﬂ s | x| PP 2o % 1 %H:: ) =
T5[5 1SRY 0 = 1€ 19p0 7| (h |- TM+=1C +y
18[0J snexep ‘“y > “x 18 U < uL Ing -
as« _
0y 3 L — Mx :Aypne) (“x) 18T OS[Y Ap(* )0p (€) (‘P o (v'rh)) 0 %H::LW =
T+
B A EE% > [x - x| 0«
B ST T I N I , as« =11=1
uuep 38(0§ u < w mg ) OO P e[ L -
I+ u
(DTS 5 (40T > [*x — X| My 5 X A
1 191819 J[197Z UIISI9 1P [IBU UBUIULIINN( JOP U IIMIUT
118 uuep ‘“y uoA pundpEniy Lp “x s (¥ . .
as ) ‘n
- e P (g 9P () p) () o % = (' h)p
zp (2)f ur = |Zp(2)f
OS[V "1SU0S on:th
IS 1312z uonnpuy a5IpUeRIS[[0A PPN =a 755 TSy (0) )X = ("6 16) =P asa) (N1} = [ S (€
T+Uodb trigoy - | 1=F Ukodd
@) [|rs|@s [|Xs ey o et
v m | =minh % L =mp %
18[0] UTqIA DM !
Igocd o L=F UKo ch . 1=r
zp(2)f %N P2 f % S 1(!n ")} seav i So any ISt surg 1op Sungopraz dum {7+ - ‘Irh} ep 18 uueq
¥
SsIsT1+17 0 i n
1310] snexeq N> = (o'
y . 15051 e[~ 0P
2@/ [-—2@s |
1Z19( U93819Z IIM
*8oM 8N9SURS33 YITIS UIQIY I[I9], UILIID[IBW 101 JIP 19N deI3aU] et
n =
@p [ X -
N
. o=1'xe="m 3 txe
#%. Alv v»\ 1=r
o T A e (15
AAAAAAA ____
A2 v . .
4 - ==
_M\ AI.V M\ \v«@/\ G«XQA&SC«Q _\N N
: N
=- , 1=r
n
“)ST U21§0IS wre Ixp v ixp(vfh)™>e _. N
T+ULo b \Z
zZp (2) % n
P S oplih % N op %
Sep Janj ‘I91A
I9p AStua(sep 1%y s[e S[UBM "MIYDY Io1A Ul SUNIIIGRYUIIRS YDINP “ J[RL "9’8 UI 9IM LI9NIOS ‘SB[ ILRNUSLIO (§)V 19S :Suniaisieyo] (

T HIIOTHLNINOILLINN NIHWIOATVILNIITAAI([ LIN NINHOHY 8¢




1.2

HOLOMORPHIE UND ANALY

5.) Aus x, — ¥ € R, folgt mit der Stetigkeit von ¢
@xn) —@(y)=2z0€0
Sei nun z = @ (x) mit x € R", dann folgt
IRe (z — zo)| = [Re@(x) — Re@(y)]
und mit dem Mittelwertsatz

= |V(Re@)(&)(x — )l

A

1
sclx-yl=c lehc\a.
Genauso fiir Im z

1
|z —z0l <V2¢ 7 Lo).

6.) Sei € > 0 vorgegeben.
f(2) = f(z0) + f'(20)(z = 20) +7(2,20)
mit

[ (z,20)|

<¢g fiur|lz-2z¢p| <6
|z - zol

Fir n > Ns und gilt

|z—2z9l <0 Vze @Ry

o

Bemerkung: |z, — zo| < > firn > Zm

5. . . I
1Z—znl = l@(¥) —@xn)| £ cly — xul € 2 fiirn > N

N

und somit

7(2,20)| < €]z — 20| £ ,mnmhshci , 2,20 € P(Ry)

8.6

8.7

VEKTORANALYSIS

dies gilt offensichtlich nach Definition, denn

n

> (8x,Ddx; A dx;

i=1

d(dx;) =d(1 - dx;) %=

Nochmaliges Anwenden der Produktregel unter Betrachtung von Fall a) und
Vorherigem fiihrt zu:
d*w = d’a; Adx;+ (-1)'da; A d°x; = Ovorh. =0 =

—— ——
=(0Fall a)

Definition Sei S k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit (k > 2) mit Rand und orientiertem
Atlas A(S) = {(¢1,U1), ..., (PN, Un)}. Im Unterschied zu 4.4 sollen als Definitionsberei-
che fiir die ¢; zugelassen sein: 5»19 cmm:ﬁz\av ={ye 55@ 1 v1 <0}, Sei A(S)
so sortiert, dass ¢, ..., p; auf KX~ (0) definiert sind und ¢py.1, ..., px auf K¥ (0). Dann
ist

A(8S) := {(p1,T1), wwry (Pr, Ur)}

Mit G (V1,ees Y1) i= D0, b1,y pi 1) und U; := U; 0 8S = b, (KFV(0)) ein orien-
tierter Atlas von 6S. Die so definierte Orientierung heifit vertrdglich zur Orientierung
von S. Ist {Y1, ..., Wn} Zerlegung der Eins passnd zu A(S), so {Y, ..., ¢} Zerlegung der
Eins zu A(8S) und es gilt [s3 0 = 3| Jg, wj - w fir jede (k - 1)-Form w. X

Satz von Stokes Sei O C R" offen, k € {0,...,n — 1}, w eine k-Form der Klasse C' in
0, S C O kompakte orientierte C*>-Mannigfaltigkeit der Dimension k + 1. Dann gilt:

% SH%&E
58 S

falls S, 6S vertrdglich orientiert wird. X

BEWEIS 1.) Es gelte 0.B.d.A

w=alx)dx; JegG®
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1.2 7 HOLOMORPHIE UND ANALY AT

24 % fydz+ | flzdz ; fydz+ | fdz=o0
@ofi=y1 @op2 : @of3==y2 o PoBy )
=0, da eoww =const. = ?N WANV dz =0, da @oB4=const.
= f(z)ydz=| f(z)dz
Y1 Y2
Fall 2: #(0,s) =®(1,s) firO<s <t
Yi=@op
B
Ba
B:
24 % ENENL ENEN; ENEN; f(z)dz=0
@of1=y1 @B @of3==y2 @oBy=—@oP2
[ ——
==y, f(2)dz
= f(z)dz = f(z)dz ]
Y1 Y2

TEILBEWEIS 2.2 i. = ii.. f differenzierbar = f stetig, benutze 2.5

ii. = iii.: y nullhomotop = y ~ ¥, da y = const., und aus 2.5 folgt

_\ f(z)dz = %\ANV dz =0, day = const. (Integral iiber Punkt ist 0) n
y y

2.6 Cauchy-Integralformel fiir die Kreisscheibe Kreisscheibe: Sei O < C offen, f : O — C
differenzierbar, zy € O, v > 0 mit K, (z9) < O. Dann gilt

f(2)

z-zol=r Z — W

EST ! h

T 2mi

dz, fiirlw—-z9l<7r

Vereinbarung: Das Integral ist zu verstehen ldngs der Kurve y : [0,1] - O it — Zzy +
r mmmj.m.

Insbesondere: Ist f (z) auf dem Kreisrand bekannt, dann auch im Kreisinneren.

N
N

VEKTORANALYSIS 2
8.4 WMl Beispiel 1) Sei O =R", w = f € C'(R" — R), dann ist

dw = 3 0y, f)dx;

i=1
Sei S = ¢p([a, b]) eine 1-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit (vergleiche 6.7), dann

ist

— S i
dow(S) = b\m?_E AmuﬂAmxm\I%G\vv,ﬁmQ o vv dy

= f(p(b)) - f(P(a))
und fiir den Rand, also der 0-dimensionalen Mannigfaltigkeit § = {¢p(a), p(b)}

w(8) = f(p(a) + f(p(b))

2.) Sei O =R3,V € C1(R?® - R3) und

w = Vidxs A dxs + Vodxs A dxy + Vidx A dxo
= A\HQXN A Qunw — a\m&.vmw A QXH - A\wQXH A Qvﬂw

Aus 7.5 wissen wir
w(S) u% (V,no)dv®
s
also

dw =dV; Adxs Adxs — Vo Adx; Adxs +dVs Adx; Adx

(0x, V1)dx1 A dxp A dxs — (0x,Va)dxo A dxy A dxs + (0x, V3)dxs A dxy A dxo
= Amxﬂa\ﬂ + mxm<w + mxwa\wvgvﬁ A QXN A n—v«w

=divV

Fiir eine 3-dimensionale, kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit S = ¢ (K Wv (0))

_ ; ¢
dw(S) = b dw %%:9 divV (¢ (y)) Qmigv&w\

divV (x)dx <

8.5 Satz 1.)

d(w; + w;) = dw; +dw:

d(cw) = cdw
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1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYT

Reihe und Integral vertauschen

g\\ \@ |=
MH.. 21T H_N zol=v AN NQVSJL dz :\Q NOV "

)

2.8 Folgerung Unter diesen Voraussetzungen gilt fir den Konvergenzradius R der Po-

tenzreihe
R = sup{r > 0:K,(z9) < O} -
2.9 Pl Beispiel O = C\ {=#i}, f(z) = L
, - 1+ 22
Im

Re

—19 |zo + 1]

Entwickle f um z, in eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Aus 2.8 folgt
R > min{|zy +1il,|zo —il}
Da |f(z)| — oo fiir z — +i kann die Potenzreihe in z = +i nicht konvergieren.

= R =min{|zy +il,|zo —il} <
2.0 Folgerung 1.)

|P \ANV ... .
ap = T bTNOI ozt Zo)™ 1 meia_msicm.w

2.)

i un, (n)
f@)= S antz -z M a, = LR

f(2)

lz—zpl=r %
Auf einer Kreisscheibe um z, gilt analog zur gewohnlichen Cauchy-Integralformel
(2.6) sogar allgemeiner:

n!

= f™(z0) = _.

27ri dz

:: 3_ % .\_ANV I
\AS = omi S L w)t QN _SNO_Aﬁ

(Verwende dazu zy := w und » := |w — z¢[, sowie die Weghomotopie beider
Kurven auf der Kreisscheibe) Man nennt diese Form auch Erweiterte Cauchy’sche
Integralformel. -

VEKTORANALYSIS

BEWEIS 1) Ann: w = 0, aber a;, * 0 fiir mindestens ein I, € G*¥. Sei x, € O mit

ap, (xo) # 0, 0.B.d.A. a;,(xo) > 0. Wéahle 6 > 0 mit

waixov > 0 fir x € K5(xg),Ks(xo) € O

SSAXV > 5

wihle D = K¥(0).

k
P(y) =x0+68 D yeej,
0=1
wobei Iy = {ji,...,jx} und e; = (0,..
orientierbare C*-Mannigfaltigkeit, dim k

= w(p(D)) i > ieQ:%Awwv dy
~m©:¢

Seil e M, I+, I=(i1,...,1k)

— det o _ det (@i, ..., Py)
oy oy

@(y) = X0 +0()1ej, + 20, +...+Yrej)

S i i
_ 9P _ Sej, , insbesondere L te
vy J e |0 sonst
mwg Pip .- wu\» Pi
= det| - |=0
muﬁ e; s mu\» eww
Aulerdem
6 0 ... 0
0 6 ... 0
det AmQSV =det| . .| =0o"
mw\ . .
0 0 o

= w(p(D)) uo+:.+o+_.u§o§G\: otdy = aixovmxa 1dy >0

¢ w(S) =0 fir alle S.

2.) Die Eindeutigkeit folgt aus 1.). Existenz: Forme alle Summanden dx;,, ..., dx;,
(-=1)dx;, I € G® um und fasse gleiche dx; zusammen.

,0)7. Dann ist ¢ (D) eine kompakte
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HOLOMORPHIE UND ANALY

BEWEIS Aus 2.11
= MS:N:. fuirze C

Aus 2.13

lay| < méocm_ I[f(z)I <M, K, (0)cC

Dann folgt mit v — o

= a,=0, firn=1,2,.
= f(z)=ap+0, firzeC | ]

2.15 Riemannscher Hebbarkeitssatz Sei O < C offen, zo € O, f : O\ {zo} — C differen-

zierbar, und
Ar>03IM>0:|f(2)l<M, fiir0O<|z—zyl <7

Dann kann f in z = zo holomorph ergcnzt werden, d.h. es existiert a € C, so dass

~ a z=z
fi0-Cizm f(z2) wc:ﬁo
differenzierbar ist.
BEWEIS Setze
0 zZ=2

9(2) = (z—-20)2 f(z) sonst

Dannist g in O \ {z¢} differenzierbar und auch in z,

. (2) —g(zy)
lim 2'%) ~9%20)
z=20z+z0 Z— 2
beschréankt
—t

= lim (z-2z) f(z)=0
NlNcN#No,J|\

Bemerkung: Beschrankte Folge mal Nullfolge ergibt Nullfolge -

= g differenzierbarin O, g(zo) =9'(z9) =0

2.2,i. = iv.
= g(2) =D an(z-2z0)", lz—zol =7
n=0

VEKTORANALYSIS 2
wobei ny der Normaleneinheitsvektor ist.
0 P
=Y [ wwion AS:PQ: det Aﬁv
+Va(@;(y)) - det Agem‘we:v
+<1§C\:.%Am§w‘u_\€bvvv3\ X

7.4 Definition Sie O < R" offen. Eine Differentialform in O oder k-Form in O ist eine
Abbildung

k-dim. kompakten orientierbaren R
w': N
C'-Mannigfaltigkeiten in O

symbolisch gegeben durch

II
.Ms

n
M iy, () Ay, Adxg, AL A dxg,

1

aiy,...iu € C(S — R) mit

w(S) = ;.8 W

n n 0 jfivs s @Pji
3o 3 W5 ) @) .%A{v dy

D;= K{¥(0) oder @, = A . Eine 0-Form in O ist gegeben durch a € C(O — R) und

w(S) = &Cm % w

Jj= ~

w ist von der Klasse C™, falls a;,,..;, € C™(O — R). Das bedeutet, w ist durch Vorgabe
der a;,,..;, definiert. X

7.5 Bemerkung: Die Definition von [ w ist unabhangig vom Atlas und der Zerlegung der
Eins, falls der neue Atlas gleich orientiert wie der urspriingliche ist. -

7.6 »l Beispiel Seienn =3,k=2,0 <R3 Ve C(O - R3).

w = Vidxs A dxs + Vodxs A dxy + Vzdx; Adx,; = w(S) = Fluss von V durch 5«

7.7 Eigenschaften: Seik > 2.
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1.2 HOLOMORPHIE UND ANALY VEKTORANALYSIS 2

Sei 0D : [0,3] — O gegeben durch BEWEIS Sei A(S) = {($;,U;):j=1,...,M} weiterer Atlas und {{Jy,..., ()} entspre-

() 0<t<1 chende Zerlegung der Eins. Dann
y(t)=1oc(t) 1<t<? _\ ®
Wi fav
x3(t) 2<t=<3 kM_S ’
N M
=>> TE wj- fdv®
j=1 @H:&.
N M N 2P, * Ip; 1/2
= TP ¥y (k)
WW % (Fe-w; - f) @C\:TQAA mu\v Amu\ vﬁ av

w\mod:c.\jmi

Sei j, ¢ mit Ujn Uy # 0, ®g; = Pro@;, ;1 (UjnUp) — @ (UjnUp) und &7 = @7l o Py
Sei Bi(t) = o (p(31)), 0=t <1/3 Seien nun z = ¢;(y) und y = &,/ (2).

= \ANEN@% f(z)dz, B;(0) =0, Eﬁwvuo o
' § = M M H Aczs 'z .\v Aeﬁe@:ﬁ:
Genauso 22
B2 () = 2 T +p Aw AN -

$y(2)
Bs(t) = 3 AN +p Aw Am -

Yyew;lwinby)

IA
~
IA
=oowiln
=
Iogd
A/
W =
~——
Il
o
=
N
—
~—
|
]

op (o v
I (a-1 J
Tmﬁ AA|8\ (D] AN:V A 2y Avva

N W : . = by
Setze ebenrechnung: @;j = Qg o dy;

WIN W[
SN———
SN———
SN———
WIN W=
IA
~
IA

dp; d 2P
Bi(t) 0= w - A%;SYA e:esgvv A Ly vi
~ 1 2
Y(t) =1 Ba(t) wmﬂmw U%AQQI@ v Ameg . v
B3(t) WMNMH 0P Oy 2 0P
S 1 : . H%AA feﬁ@ v Ae& ANVV AeSNVVA sAes:N:vv
= y € C ([0,1] — C) ist Randkurve von D

pann isty mulihomotop: ~ det AA@NW Qv A%va det Qmes Aesﬁ:va
B(t,5) = (1= )F(t) +57(0), @ eC!

1/2
. ~ o0\ (09
€D<O da D konvex = M M % AQ:\ ’ c\,\ ' ,\v ANV _Hﬁmﬁ AA me\v A mwemva_
= ¥ ~ ¥(0), also C'-nullhomotop 2e371U;nTp) 4 Y
7
iii. <ob 2.2
z)dz = [ 09,} od,!
%E det ( G- @) @) | det (S 2) ) | @
J 0z
2.18 Satz von Morera Sei O < C offen, f : O — C stetig und fiir jede abgeschlossene Drei- - W. W S, - fAV®
ecksfldche D < O gelte J=140=-14 !
U,
f(z)dz=0 Moo
oD _ M Yo - \.O:\QQ
Dann ist f holomorph auf O. =1

=
S

28 7 105
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1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYT

2.) Wenn f differenzierbar in O ist, muss f nicht unbedingt eine globale Stammfunk-
tion (Stammfunktion auf O) besitzen: Z.B. O = K;(0) \ {0}, f(z) = 1/z.

Spater: Stammfunktionen kénnen holomorph fortgesetzt werden. Z.B. Inz als
Stammfunktion von 1/z. -

2.20 Satz SeiO < Coffen, f:0 — C, zg = xo +iyp € O

~

0= {(x,y) €R’*:x +iy € O}
u(x,y) = Re f(x +iy)
v(x,y) = Imf(x +iy)

Es sind dquivalent

i.) f ist differenzierbar in z,.

v
Riemannschen Differentialgleichungen:

ii.) A:v : 0 c R?® — R? ist differnzierbar in (x0,¥0) und es gelten die Cauchy-

Ux (X0, Vo) = Vy (X0, Vo)
Uy (X0, Vo) = —Vx (X0, Vo).

Sind die Bedingungen erfiillt, so gilt

Uux (X0, ¥0) = Re f'(z¢)
Uy (X0, ¥0) = —Im f'(20).

BEWEIS

= f(2) = f(z0) + f(20)(z = 20) + 0(Iz = Z0|)
Re f(z) = Re f(z9) + Re f'(z9)Re (z — z) — Im f'(z9) Im (2 — zo)
+o(lz — zol)
Imf(z) = Im f(zq) + Im f'(zg) Re (z — z9) — Re f'(zo) Im (z — z¢)

+o(lz — zol)

—

Sei z = x + iy, dann zerfallen

Re(z - 2zp) = x — x¢

Im(z-2z9) =y -2

VEKTORANALYSIS

Nach Schritt 1 ist {¢jx : k = 1,...,N;} eine Zerlegung der Eins auf M, \ int(M;_,).
Definiere

o« Nj
o(x) = > > Wi(x).
j=1k=1

Nach Konstruktion gilt: Zu jedem x € M existiert eine offene Umgebung U (x), sodass
die Summe U (x) endlichist (x ¢ M = yjx(x) = 0).

= oceC”(R"-R)
AuBerdem o (x) = 1 fiir x € M.

= wat;_g.mzbmwmzuw
ist die Zerlegung der Eins auf M.

Fall 3:
M < R" beliebig.

McO:=J 0«
xEA
mit {O4 : &« € A} iberdeckt O. Wende Fall 2 an. ]

2.6 Integration auf Mannigfaltigkeiten

6.1 Definition Seil <k <mn und {v,,...,vx} € R"™. Dann ist der k-Inhalt

aufgespannten Parallelepipeds definiert durch

1/2
VO (vy,...,vk) = AQEAAS,::SV*\.,AS_....Ev.vv b

~ ~
kxn nxk
N )

kxk

6.2 Bemerkung: 1.) Sei B := (vy,..., V).
B*B symmetrisch = det(B*B) = Produkt der Eigenwerte A1,..., Ay
Fiir x € R¥: (B*Bx, X)gk = (Bx, Bx)gn = 0.
= A; > 0 (x ist Eigenvektor: 0 < (B*Bx, x) = A {x,x)).
2.) k = n: (Es gilt det(A - B) = det A - det B und fur A hermitesch det A* = det A)

VO (v, ., v0) = (det (V- v0)* - (U, ., o) DY?

= |det(vy,...,Un)|
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1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYT

2.24 Satz SeiG € C Gebiet, f holomorph in G
JzpeGVneN: fM(zy) =0
Damit ist f konstant in G.

BEWEIS Sei z € G, y ein Weg von zq nach z: y(a) = zg, y(b) = z. Setze

T = sup AT ela,b]l:fo l = nobmﬁw + (), da t = a enthalten.

[a,t]

1.) Zeige T > a

2.) Zeige T = b (Dann f(z) = f(z9) Vz € G)

Zu 1.
(n)
= M. f ANOVAN zo)" fir |z -zl <R
2.10 —
H%ANOV
y stetig = 36 >0Vtela,a+d6[:|y(t)—ya)| <R

—

HNC
= Tz2a+d>a

Zu 2.: Annahme: T < b. Behauptung
fPyt)=0 firneNa<t<T
Induktionsanfang:

\ L f@-fy)
L) = lim ==—=7®

o FY) = FOW)
e y(s) —y(t) =0

Teilfolge

Induktionsschritt genauso.

= VneN: f®yT) =

wie 1.

= f(z2) = f(y(T)) = f(zo) fur |z - y(T)| <R

VEKTORANALYSIS

» x€K:p(x) = %H gs(y — xEE|T:Q x)duy = TES&TH v

Y€Ks yeKs(x)<Ks

» @ € C* (ohne Beweis) v |

5.6 Satz Sei O < R" offen, K = O kompakt. Dann existiert O’ = R™ offen und beschrdnkt
mitK <0 <0 <cO.

BEWEIS Sei § = d(K,R™\ 9 20 falls O R", 6 =1 falls O = R™.
= |J Ksj2(x) = {x € R" : d(x,K) = 5/2}
xeK
O’ offen (Vereinigung offener Mengen)
= <K<cO u
={xeR":d(x,K) <6/2} = O

5.7 Satz Sei K < R" kompakt, {O;,...,0n} offene Uberdeckung von K. Dann existieren
01,...,0y < R" offen mit
N
0;<0;, O] beschrinkt, K< |]JO;
j=1
BEWEIS
N
Ki=Kn|R"\|JO;| istkompakt.
j=2

N
Ky € 0y,daKin(R"\O01) =Kn () R"\ O; = 0. Wahle O; = R" offen und beschréankt
Jj=1

mitK; € 0; € 0; € 0 (5.6).
{01,0,,03,...,0yN} tiberdeckt K wegen

0 =K, n(R"\O0y)
N

=Kn@®R"\O)n|[R"\O;

N
=KnR"\ |0OjulJR"\ O

j=2

und O7 beschrénkt, O] € 0,. Sukzessive O; durch O] ersetzen = fertig. [
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1.3 NULLSTELLEN

Ziel: 1st zy Nullstelle der Ordnung k € N, so verhdlt sich f und ihre »Umkehrfunktio-

nen« lokal wie
z— (z—z)*

und ihre »Umkehrfunktionenx. -

3.2 Hilfssatz Sei0 < @ <21, Cg, = {rel? 17 > 0,-TT+@o < @ < T+Po} = C\{reil®o*m ;

r > 0}
N
A SR

Im

22 Cop N\
RN
argz —TT+ Qo <argz < 1

argy, (2) =1 . .
gz + 2T T<argz < —1T + Qo

Dann ist arg,,, : Cgp, —] =1 + @, T + Qo[ stetig.

BEWEIS z ~ 1/|zl|, z — Rez, z — Imz sind stetig auf C,.

R
arccos % (evtl. + 21T) fir imz >0
I
arg,, (z) = arcsin ——= (evtl. +21) fir Rez >0
Po _N_
R
27T — arccos % (evtl. +2m) firImz <0

Jede einzelne Zeile ist stetig und die Bereiche tiberlappen sich. Also ist arg, stetig auf
der Vereinigung der einzelnen Bereiche. ]

3.3 Satz Sei0 < @ <2m, ¥/ :Cyp, — C mit
1
NI» = M\M = _N_H:Am_w argg, z

Dann ist ¥/~ holomorph und

, 1

BEWEIS 1) %/-ist stetig als Kombination stetiger Funktionen

Vz2)k=z Yz

VEKTORANALYSIS

= vertragliche Orientierung von 0S im Gegenuhrzeigersinn.

Falls A(S) die Karte (¢, ) mit $ (3}) = (.X') enthalt, ist die vertragliche Orien-
tierung von 0S im Uhrzeigersinn. I«
2.5 Zerlegung der Eins

5.1 Definition Seiy € R"™ — R oder C (oder was anderes). Der Trdger (engl.: support) von
W

suppy = {x € R": ¢ (x) # 0}. X

5.2 Satz SeiM < R™, {O4: & € A} offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine abzchl-
bare oder endliche Menge {y; : C*(R" — R)} mit

L) ViVxeR":0<y,;(x) <1
ii.) V j:suppy; ist kompakt.
iii.) Vj3x e A:suppy; € O
iv) VxeM:#{j:y@;(x) =0} < oo,
v) VxeM:Yy;(x) =1
J

Die Familie {y;} heifit Zerlegung der Eins beziiglich {O: «x € A}. X

5.3 Satz Sei K = R" kompakt, M = R™ abgeschlossen, K " M = (. Dann ist der Abstand
zwischen K und M definiert als

d(K,M) =inf{|x —y|:x €K,y e M} >0

und dieses Infimum ist ein Minimum.

BEWEIS Seien (x,) Folge in K, (y;,) Folge in M, |x,, — y,| — d(K, M).
K kompakt = x,, - x €K

= |Vl < |Yn = X | + |xn, | = (¥n,) ist beschrankt.

Bolzano- n
=  Yp, Y ER

Weierstral

M abgeschlossen = y e M
= x €K,y e M,d(x,y) =lim|x,,

f—o ke

~ Vg, | = AK, M), "
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1.3

35

3.6

36

NULLSTELLEN

Da g stetig ist:

19(0)]
2

Jr>0:lzl<r = |g(z)-g(0)] <
Dann folgt:

Iz <r = g(z2) € Cagg)
Definiere

hz) =z4g(2), fir|z|<7r
Dann:

h(0) =0%/g(0) =0

. 1
nW0)=1%g(0) +0———— =0
C{EC+§§a:Zﬂ
#o

h ist holomorph auf K, (0) als Produkt und Verkettung holomorpher Funktionen. [ ]

> Beispiel Sei f:C— C:z~ €*
Lf (2)]

_mN_ — _GWmNJr:EN_ — _m_NmN_ _m:EN_
=efez>

Trotzdem ist f nicht injektiv:

mN+N.\i = e? <

Lokale Umkehrfunktion Sei f holomorph in O und zo € O mit f'(zy) + 0. Dann

mxa:mlﬁvo.uo&m%\ r o) N.E.m»:.fwﬁ%m:mw%:m:
r(20

» f(K,(z0)) ist offen
» f1: f(Kr(20)) — Ky (20) ist holomorph

» (fw)) = 3 firw € f(Ky(z0))

o
S (w
BEWEIS Seien

u(x,y) = Re f(x +iy)

v(x,y) = Imf(x +iy)
Dann

Re f(x +iy) =w;

f(2) =w +iw, <= .
Im f(x +iy) = w>
91(x, ¥, wi,w2) =u(x,y) —w; =0
92(x, ¥, wi,w2) =v(x,y) —w2=0

Es gelten

VEKTORANALYSIS
2.)
X1
mnxsv _kw+kmnw>omxwmpw

X3

X3

X induzierte Orientierung

0S besteht aus zwei Kreisen. S ist orientierbar (ohne Beweis). Durch die Orientie-
rung von S wird eine Orientierung von 0 induziert.

3.) Mobius-Band: Nicht orientierbare Mannigfaltigkeit. <

4.1 Definition Sei S € C! orientierbare Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension k >
2, A(S) orientierter Atlas. Durch die Konstruktion von 4.6 wird ein orientierter Atlas
A(0S) gegeben. Die dadurch definierte Orientierung von oS heifst vertrdglich mit der
Orientierung von S.

@3 (x0) @1 (x0)

Wir wissen: xq € 0S, xo € Uy N Uy, (1,Uy), (@2,Us) € A(S) orientiert

\H °
_ %AEV -0
0z
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1.3 7 NULLSTELLEN

BEWEIS 3.4 = f(z) = h(z)¥, h holomorph in K, (zg) h'(zo) # 0.
3.6 = i injektiv, falls 6 klein genug. Auerdem h(Ks(zy)) offen. Wahle € > 0

K5(z0)

mit K, (0) € h(K5(zp)). Setze O; = h™1(K5(zp)). Dann:

h z - zk
— —

bijektiv

jeder Wert genau einmal :
Jeder Wert genau eint jeder Wert + 0 genau k-mal

//|\

f

3.8 Folgerung: Nullstellen endlicher Ordnung sind isoloiert: Ist f holomorph in O, zy € O
Nullstelle endlicher Ordnung, so gilt:

deVzeK(z9)\{z0}: f(2) #0 -
3.9 Satz von der inversen Abbildung Seien 01,0, < C offen, f : O1 — O, holomorph
und bijektiv. Dann
» f/(2) #0in 0O,

» f~List holomorph

. (f W) !

T w)
BEWEIS Annahme: 3z, € O;: f'(29) =0

g(z) = f(z) = f(z0)

Also ist g holomorph und z, ist Nullstelle mindestens 2. Ordnung.

Fall 1: z, ist Nullstelle endlicher Ordnung
LY g ist nicht injektiv.
= f ist nicht injektiv. #

Fall 2: z, ist Nullstelle der Ordnung oo

= g = const. in K.(zg) < O;.

= f = const. in K.(zy) € O0;. ¢

Rest aus 3.6 [ ]

VEKTORANALYSIS 2

Dann ist @;! o @ : D, — D, bijektiv.

P2\ 0 .
3z, (20) = 3z, (@10 (pr! o @2)) (20)
k —
0 0 Lo
=Y 5 A‘Ae_@ ?2) aav
Jj=1 Yi z ;.Amwooa..
k
o1
=> Ao+ €Ty
ooy ’
0@ 292 ]
= ﬁmm mwNH ANov..... @Nw ANov C ijo

Betrachtet man @, Lo @, ergibt sich die andere Richtung und damit LH{...} = Ty,
[

4.8 Orientierung von Karten 1.) ZweiBasen {b1,...,by}, {c1,...,ck} eines k-dimensionalen
Raumes heifsen gleich orientiert, falls

M-

W,.. = XjiCi A Qmﬁﬁﬁxr:.v >0

-
Il
—

2.) Sei S € C'. Zwei Karten (@1, U;) heifien gleich orientiert, falls

0 1o X
det Aﬁﬁmiv > 0 ftir zo € Dz(vgl. vorher)

(Vorzeichen der Determinante ist auf D, konstant, da stetig und immer + Q) X

Korrektur zu 4.1, Punkt3:SeC” , m=1,fallsp; € C™ (j=1,...,N) und

Damit wird in 4.7 dim Ty, = k offensichtlich, da

| @L @L
.NJXO|~[EM®U\H Ae AXOVV..... @U\w Ae AXOva

4.9 Orientierung von Mannigfaltigkeiten 1.) ZweiKarten (@1, Uy), (@2, Us) heifien kom-
patibel , falls U, N U, = 0 oder falls sie gleich orientiert sind.

2.) Ein Atlas heifst orientiert , wenn alle seine Karten paarweise kompatibel sind.

3.) Eine Mannigfaltigkeit S € C' heifit orientierbar , falls sie mindestens einen orien-
tierten Atlas besitzt.
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1.3 NULLSTELLEN

3.12 Maximumprinzip I Sei G < C ein Gebiet und f holomorph in G. Falls ein zo € G
existiert, so dass

VzeG:|f(2)]=<I1f(z0)l (%)
oder

f(z0) #0 A VZzeG:|f(2)=|f(20)]
(d.h. f nimmt in G das Maximum oder Minimum + 0 an) Dann gilt f = const. in G

BEWEIS Sei |f(z)| < |f(zo)| fur alle z € G und f nicht konstant. Nach 3.11 ist f(G)
ein Gebiet und insbesondere offen, es existiert also € > 0 mit

Ke(f(z0)) = f(G)

Wir finden jetzt anschaulich ein w € K. (f(zo)) mit |w| > |f(z0)|. Da w im Bild von f
liegt, existiert auch ein z; € G mit

If(z)] = lw| > 1f(z0)]

Im
Re

Das stellt ein Widerspruch zur Vorraussetzung dar.

Den zweiten Fall behandelt man analog (die Forderung f(z,) # 0 wird klar, weil man in
diesem Fall keinen Widerspruch erzeugen kann). |

3.13 Maximumprinzip I Sei G < C ein Gebiet, G beschrdnkt, f : G — C stetig und f holo-
morph in G. Dann

1) 3z, €06V zeG:|f(2)] <|f(z)]
2.) Fallsmin|f(z)| > 0:

zeG

3z, €06V zeCG:|f(2)] = |f(z)]

BEWEIS G ist kompakt und |f|: G — R stetig, also werden in G das Minimum z; und
das Maximum z; in jedem Fall angenommen:

3z1,z,€GVzeG:|f(z)| 2 |f(2)] < |f(2)]

Falls z; € 0G, sind wir schon fertig. Sei also z; € G. Damit ist nach 3.12 f konstant in
G und wegen der Stetigkeit auch in G, also ist z; € 0G wahlbar. Genauso fiir z,. ]

40

VEKTORANALYSIS 2

bzw.
Px i) mo_mm_ - U(x)
und
Plx)e{xeR 1 x, =0} (k=2)
bzw.
Pl (x)=0 (k=1).
Die Menge aller Randpunkte ist 0S. X

4.5 Bemerkung: Die Festlegung x € 0S hédngt nicht von der Wahl der Karte ab. Sind
(@1,U1), (@2, U,) zwei Karten mit x € U; N Uy, so bildet

@1 o @y K9 (0) - K9 (0)
[0,1[ - ]-1,0]

innere Punkte auf innere Punkte ab (Ohne Beweis). Also auch Randpunkte auf Rand-
punkte. -

4.6 Satz IstS € C™ eine k-dimesionale Mannigfaltigkeit mit Rand im R"™ (k = 1), so ist 0S
eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C™ ohne Rand. Insbesondere ist
0(0S) = 0.

BEWEIS k = 1: x € 0S < x = @,(0). Da es nur endlich viele Karten gibt, bekommt
man endlich viele Punkte in 0S5, also ergibt sich eine 0-dimensionale Mannigfaltig-
keit.

k = 2: Zu x € S existiert eine Karte (@, U(x)), x € C™, 3! € C™. Sei
QZuxC:_:._u:TL = Qx (V150003 Vi-1,0)
T(x)=U(x)ndS=0nSndS=0ndS, OcR"offen.
= ($x, U(x)) ist Karte.

endlich viele tiberdecken 05

~ m ~-1 -1 m
BeeCm, B =(oi|,)ec
—_—
erste k — 1 Koordinaten

Alle @, sind auf K*-V (0) definiert, also kein Rand. [ ]
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1.3

NULLSTELLEN

Aus dem Beweis von 3.4 entnehmen wir die Darstellung
o 1/K
h(z) =(z=x0) | D an(z —xo)"
n=K

Diese Darstellung ist wohldefiniert in einer Umgebung um x,, da dort
> an(z—x0)" K >0
n=K

(betrachte fiir z = x(, und folge aus der Stetigkeit). Man sieht, dass h(x) € R fiir x €
(xo — &, X0 + €), wir konnen also h eingeschrankt auf (x, — &, x¢ + €) als reelle Funktion
betrachten. AuRerdem ist

nixg)=1-a*+0-...=a/*>0
Nach 3.6 ist dann h~! definiert und holomorph in einer entpsrechenden Umgebung
von xo. Wir folgern weiter aus h'(xy) > 0, dass h streng monoton wachsend in einer
Umgebung von x, ist.

Da h~! holomorph ist mit h=1(0) = x(, konnen wir fiir ein ' > 0 schreiben:

h'(z) =x0+ > buz" |zl <7
n=1
Wir erhalten fiir die Koeffizienten der Potenzreihe
1 d»

_ 1 -1
bn = n! &k:: (0)

und damit als reelle Ableitungen von h~! betrachtet: b,, € R. Fur b; gilt auRerdem

A N S S
b= (h7(0) = s = e

Sei vy = f(xp). Dann ist
fxX)=y = gx)=y-» <= hxX)*=y-m»

Flr x > x, ist (weil h streng monoton wachsend) h(x) > h(xy) = 0 und damit
¥ =h(x)* + v = hi(xg)* + vo =0

in diesem Fall ist h(x) = (v — )X und damit

x=h (= y0) " ) =x0+ Y bu (v = y0) /)"
n=1

¢

-ft
Fiir x < x, ergibt sich umgekehrt y < y,, h(x) = —|y — yo|"¥ und somit
x=h 1y = 2l"K) =xo+ 3 bu (~1y = 30l5)" n
n=1
. —

VEKTORANALYSIS

2.4 Mannigfaltigkeiten

Fliche im R3

U(x) = (K (0))

4.1 Definition 1.) S < R™ heifit k-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit in R™
(1 < k < n), falls zu jedem x € S eine offene Umgebung U(x) auf S (d.h. U(x) =
0 NS, O < R™ offen) existiert und eine Abbildung
@« iKY (0) - U cOo (K0 = [y e R syl <1})
mit
a.) @y bijektiv und @3! stetig
b.) @, stetig differenzierbar
c.) mem%%v =k
Das Tupel (py, U(x)) nennt man Karte.

2.) Eine Menge
A(S) = {(@;,U)) 1= j <N} = {(@x,, U(x;) 1 x; €5,1 < j <N}

mit
N
s=Uu;
j=1

heifist Atlas von S.

3.) S ist von der Klasse m € N (wir schreiben dann: S € C™) falls ein Atlas A(S)
existiert, sodass @; € C™.

Falls S € C™, betrachten wir nur solche Atlanten.

4.) S < R" mit S = {xy,...,XxXn} heifit 0-dimensionale Mannigfaltigkeit . X

4.2 Vereinbarung Ab jetzt betrachten wir nur C™ Mannigfaltigkeiten, die einen Atlas be-
sitzen. X

91



T

I-su s& co—=1u

=,z = (@)Y s 4> |z] > 4 g
> oxu “v - 1 —
A>|z| > WM gurisary wi ydiowooy y
(Z/D)F + (2)f = (2)y 1S
o WA 1z] = ¥> M :bunuydaiuaqaN
q =
4> 24> |z| my Wz'q { = (2)6
0o=u
A> |z m} ,zZ%p =(2)f

8

[oldsiog 14 T¥

URAINY JOUISSO[YISIS sdup| aeadau] 1

>l o 0 I URLIYDSIoASSUNPIqQY UIRSIIP DTS Ud(RSId () < 2 Iy

¥/1 W; mx= TOT\K
[0f0 — [« [0 = [ =f
+0x = (€) *f

7
piil
[0f00 — [—]oo*0x] 1 7f

‘0 > 2 1red
0>2
cv\
X }
o A\/
() f =4

WD 0x pun L (0x — x)0 = (x) LWy — Y : f RS [ardsiog |4 9TE

HIIOTHLNINOILLINN

06

dA=f:(d - Ad)D>PE
[enIUR104 UId (7 UL 1Z1ISaq f (‘I
auro=fxA (1

JusreAmbe purs uue( (Y
— d);D 3 f X3AUOY PUN URJJO Y 5 (T “18[0] IT°€ SA01S UOA Z1BS WP SNY  :HUNYIdUdg

] “€f pun 2f ImJ 9qEsse "UrRIIN IS YT
pun U] USUIWNS ‘JUWIWONIOA Lf USUIP UI ‘USULID], US[[e UJ :UISIIMI( IpInm Jrure

N d
(XX (7o x Q) - (S x A) [ = opu- (S xa)
*9119G UDIDPUR 9P W YIII[SIDA
XP ((1b g - £b™g — Teb™g - tb o) If " +
(Tb'™p - 2b™¥p — Teb™p - N&QSQNAQV m% =
‘oM OIS QY T = [ InJ udpuewwung arg
1=l
Xp [T Y- (x) ™ ()b (1) —
€

1=/

N
™ - (%) b0 - (,X)b Egew % (@)= x
(X 1)p {b g - (o If)™e —d™p - (o lf) e} 4 -
UIYDSNELIDA USUMIR[QY Ud[[on.Ied 3P IIM USJINP Z1IeMUDS UOA Z1eS WP YdIeN
(ex1x)p {(Teb e - (b o f)) Fo - (Tb™e - (d o 1f)) o} q &

(S°8) U99IH UOA Z1eS UWIdP 1T
Teh e, N4k
Sp.I- A&txmv (o 1f) H =
*(7) £ UOA I0PPAUIUASUR], JOP IST (7),A

HZLVSTVADILN] ANN HTVIDHLNINTINNTOA 7 €e



1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

4.2 Laurent-Entwicklung Sei0 < v < R und
Kyr(z0) ={ze€e C:r < |z -2z <R}

und f holomorph in K, r(z¢). Dann ist f als Laurent-Reihe darstellbar.

0

f(@2)= > an(z-2z0)" fiirz € K, z(z0)

Nn=—oo
wobei

1 % f(2)

AN — NOVS.I
|z=2zpl=¢

dz filirr <p<R

(Cauchy-Formel fiir Laurent-Koeffizienten).

H(z) = > an(z—2zo)"

n=-1

heifit Hauptteil,

N(z) =D an(z—zo)"

n=0

heifit Nebenteil der Laurent-Reihe. X

4.3 Bemerkung: 1.) v = 0 ist erlaubt. Dann hat f in z, eine isolierte Singularitit (siehe
unten). Riemannscher Hebbarkeitssatz: Entweder ist f beschrankt bei zo, dann
ist es holomorph fortsetzbar in zy, oder f ist unbeschrankt fiir z — z,.

Im ersten Fall sei W die holomorphe Fortsetzung. Fir n < 0 gilt dann

1
=— f@)(z-zy)™'dz=0
21 -
|z=zpl=¢ holomorph in Ky r(z0)

Aan

Damit ist der Hauptteil der Laurentreihe H(z) = 0.

2.) N(z) konvergiert immer im ganzen duReren Kreis Kz (z¢). H(z) konvergiert im-

mer aulerhalb des inneren Kreises: {z € C: |z — zo| > 7} = C\ K, (29). -

BEWEIS VON 4.2 0.B.d.A. z5 = 0. Sei z aus K, z(0) fest, ¢ = WEE:N -zl |zl = r}

Wegintegrale heben sich weg

VEKTORANALYSIS

Linke Seite

B(x1,x2)
% Ox; f3dx = % H Oxy f (X1, %2, x3) dx3 d(x1, x2)
$ 5 x3=0(x1,X2)
Rechte Seite
r (31,2, B(x1,x2)) = f(x1, 52, (1, X2)) ) d (1, X2) .
3

3.11 Satz von Stokes im R3 Seien D < R® offen, f € C'(D — R3), F < D, Flidche mit
Parameterdarstellung (@,S), S < R? Greenscher Bereich mit stiickweise glattem 38,
@ € C%(§S — R3). Dann gilt:

_.AQVCJ.SQQH f-Tds
F oF

Hierbei mit OF so orientiert sein, dass es Bild einer fiir den Greenschen Satz richtig ori-
entierten Randkurve y von S ist.

oS=y

X1 Qoy

F

Der Satz sagt aus: Egal wie F (z.B. Fy, F») in D liegt, solange der Rand gleich bleibt, bleibt

% V x fdx
F
gleich.
BEWEIS Sei
3
,\.HQ%HM \\.H\QM
OF j=17®°y

@

b
d
i Tids = aT;eQ:: (5@ en®)a

b
_ ° mX_QHC\Ava ’
| s?;e i:v Amse;i:vv i:&
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1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

c.) Falls H unendlich viele Summanden hat
VNeZidn<N:a, #0

hat f in z, eine wesentliche Singularitcit X

4.5 WPl Beispiel 1.) Sei p = C\ {0},

8

-n

f:0—-C:zw~el2=

n

N

1
o n!
hat wesentliche Singularitét in z, = 0.

p(z)
q(z)

1.) Grad(p) < Grad(q), sonst Polynomdivision

wobei p, q Polynome sind. Vereinfachungen:

2.) Sei f(z) =

2.) Seien zy,...,z, Nullstellen von g. Es soll p(z;) # 0 sein (j = 1,...,n), sonst
gemeinsame Faktoren kiirzen, eventuell holomorph ergdnzen.

Partialbruchzerlegung:

a(z) =(z-z1)*q(z) q(z) #0

< Cj p(2) ) ~ ~
= z) = ety mit Grad < Grad
f(2) W 2 TR () @)
—_—
Hauptteil der Laurent-Reihe
= fhatin z; einen Pol der Ordnung K I«

4.6 Bemerkung: f hat genau dann in z, einen Pol der Ordnung K, falls

©

_ < _ n _ 1 _ n+K
.\ANV\SHM\,WSQFAN Zo) \AN\NovwxMwﬁsAN 20)

N )

=g(2)

das heilt, falls

1
f(z) = Q.ﬁwv

g holomorph in K. (zyp) und g(z) # 0, weila_g # 0
= Falls f in zy einen Pol der Ordnung K > 1 hat, gilt

1

Q_QANv_loomﬁleNc -
- 20

lf(2)] =

4.7 Casorati-WeierstraR-Sokhotski Hat f in z, eine wesentliche Singularitdit, so ist f (Ko (zo))

dicht in C sobald ¢ so klein, dass f auf ganz K, .(z,) definiert ist, dann fiir alle solchen
> 0.
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VEKTORANALYSIS

3.8 Definition S < R" heifit Greenscher Bereich, wenn S = S;U ... USk, wobei S; ein Stan-
dardbereich ist. b

3.9 Folgerung Der Satz von Green

(& 3)are [ e

mvmm B mvﬁ

gilt auch in Greenschen Bereichen, wenn 0S stiickweise glatt so parametrisiert ist, dass

(5) (- ()

in jedem Punkt von 0S aus S hinaus weist.

ZuM BEWEIS Green gilt in jedem S;. Wegintegrale liber gemeinsame Randteile heben
sich weg. [ |

3.10 Satz von Gaul im R3 Sei f € C'(D — R?), D c R3 offen, S < D Standardbereich, so
dass bei jeder Projektion der untere und obere Rand Flcdichen sind. Dann gilt

_\ V-fdx=| f-ndo
S S
wobei n der Normaleneinheitsvektor ist, der aus S hinaus weist.

BEWEIS Sei S3 Projektion von S in x3-Richtung.
S=1{(x",x3) € R¥: x(x) < x3 < B(x)}
Zeige:

_, mxw\waku Sf3-nzdo
s s
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1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

f hat hebbare Singularitatin zo < |f| beschrankt fir z — z¢

4.9 Definition Seiy geschlossener Weg, zo € C \ Bild(y). Dann heifSt
1 % 1
Y

— | ——dz
zZ—2
die Umlaufszahl von y um z,.

v(y,zo) = gy

410 Satz v(y,zg) €Z
BEWEIS V(y,2z9) € Z = e*™v20), Sej

s

1
S) = ex ————y'(t)dt | , :la:b] - C
P (s) UMM\:TNOV\: (y:[a:b] - C)
Zeige @ (b) = 1.
1
"(8) =@(s)——y'(s), farsela,b to, -
@' (s) e:M\S\NoV\: la, b1\ {to

d @(s) Q' (y—2z0) @y ,

— = =0, fursela,b to, -
= %AEMT&V - 2002 la, b1\ ito
= _els) = const auf Teilintervallen

y($) — 2o
es existieren nur endliche viele Teilintervalle und %M.MFVN ist stetig
— 40
= ‘GGV = const auf [a, b]
y(s) — 2o
__ 9@
y(a) — zo
_ 1
y(a) -z
s=b V\A@v — 20
by=———=1 d =y
@ (b) (@) =z ay(a) =y(b)
41 Pl Beispiel 1) yn:[0,N] - C:t — >t
1
° 1
2]
]
)
= |f(2)] -

= VYM>0356>0:lz-201 <8 = |f(2)|>M

48

Andererseits

o tnt

\F 0x,g d(x1,x2)
.t}

VEKTORANALYSIS 2

4
= | g-mds= ?Q:: Yt
aS o

1

Jo

0

a+tb-a)

Esigws:v (b—a)dt +0

3
b+ (t-—2)(a-Db)
+Ja Am@iTN:aé:v (@a-b)dt +0
2
b b -
X1 X1
g? Azx:v @ [o AER:V dx:

a

b B(x1)
% \— 0x,9(x1,x2) dx, dx;
X1=a xp=x(x1)
b
% (g(x1, B(x1)) = g(x1, x(x1))) dx,

xX1=a

Fiir Gleichung () genauso, aber 05 in andere Richtung parametrisieren

X =a(x2)  x1=Bx2)

X1

3.5 Folgerungen: Voraussetzungen wie in 8.4, aber f € C'(D — R?)

1.) Satz von Green:

b@% 0y fo) dx = ;ax - Tds

mw»l—.\w.umghl.ﬁr\um.ﬂwﬂh

2.) Satz von Gaul in der Ebene

_\%\\QRH f-nds
s as
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1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

4.3 Definition Sei f holomorph in O mit isolierter Singularitcit z, und der Laurent-Entwicklung

0

f(z)= M an(z—-2z9)", 0<|z—-2z0l <R

Dann heift
wme.NoVﬁaLﬁm|H.% f(z)dz, fir0O<v <R
2701 J|z—z9|=r

Residuum von f in z,. X

4.14 Wl Beispiel

1.)
sinz < z%n-1 (-1)° (-1t (-1)2
= - = 1t Ly 34,
22 MA T T TR T 51 %
n=0 —
o
3 —1)0
= WmmAmENN_OV HA LY =1
z 1!
2.)
el/z = S FP
ynlzn
= Res(e!?,0) =1
3.)
y2_ 11 11 11
TP TP TP
es gibt hier kein z™1, alsoa_; = 0
=  Res Amtm.ov =0 I«

4.5 Residuensatz Sei O c C offen, f holomorphin O \ S, es gelte
YV z € S: f hat in z eine isolierte Singularitdt
und y sei ein C'-nullhomotoper Weg in O, Bild(y) n' S = (. Dann
% f(z)dz = M 2miRes(f,z)v(y,z)
4 zes
und die Summe hat nur endlich viele Summanden # 0.

BEWEIS Schritt 1: Zeige, dass nur endlich viele Summanden =+ 0 sind.

50

VEKTORANALYSIS 2

X2
G
X1
| _ I
I
-1 1
G ist projizierbar in x,-Richtung
I=]1-1,1[
W;vm_v =0
Blx1) =1 - x2
N\kw
= _\Akmxw dx = %\, % xox3dxs | d(xy, x2)
s a\ 4
2 12-x3
= %\XNK d(x1,x2)
¢ 2 Ix3=0

- % L a2 = x2)2d0x1, %)
G2

V1-x{
% X2 (2 — x3)2dx | dxy
0

Il
N | —
=~

o |
(2 —x32)3 dx;

1
6 0

(1 +x3)3dx;

N = N =
~l ~l
|

| =

1
= H|Hm %Qlkmlwxwlwxwmf
-1

1 2 6
MC&IMIWIMV i<

3.4 Integralsatz im R? Sei S < R? ein Standardbereich, dann sei f,g € C'(D — R), D
offen und S < D. Bei der projizierten Darstellung in x,- bzw. x,-Richtung seien «, 8
sttickweise glatt. 0S werde im Gegenuhrzeigersinn' durchlaufen. Dann

A a\axm uv a\.d ds \%msx&xﬂ_v@v ()

A gdx; Hv g-Tids = \_yme,QQCD.XNV
s as

'Neologismus von PD Dr. Lesky, eigentlich: »gegen den Uhrzeigersinn«
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1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

Schritt 2: §” = {z;,...,2z,}, H; Hauptteil in z;. Sei
g(z) = f(z) - Hj(z)
holomorphin O\ §

= g hat in Bild(®) nur hebbare Singularitdten.
= Es existiert eine holomorphe Fortsetzung g in einer

offenen Umgebung U von Bild(®).

y nullhomotop in U

2 gdz- | dzraz -0
Y Y

= % %ANVQNHH g(z)dz + M% H;(z)dz ]
Y Y j=1 Y

—_—
—_—
=0
*2%2miv(y,zj)Res(f.z))

4.16 Wl Beispiel

mmN
_‘ dz
y1+22

S = {#i}, v(y, —1) = 0. Berechne Res(f, 1)

elz mpw 1 1
1+ 22 HMANIW|N+WV

e 1 . .
= — —— + etwas Holomorphes fiir z + —i
21 z—1i
ez 1
5i7-1 hatin z =i einen Pol der Ordnung 1.
mpN mL
a., = — = —
' 20 s 21
mmN . m\H
% ;dz =2mi-1=me! I
yl+z 2i

4.17 Residuenberechnung 1.) Falls f in z, einen Pol der Ordnung K hat:

©

f(@)= D> an(z-z9)", |z—-zol <r,ax *0.
n=-K

VEKTORANALYSIS 2

1
df=| 0
—-2X1
0
dof=| 1
|anm

1 0 2x,

low fxoe fll=||l 0 |x| 1 |||=]|2x|]|#0
—2X1 —2X> 1

_m_u% 1+4[x]2dx
Ix|<v2

Transformation auf Polarkoordinaten: x = ¥ cos @, y = ¥ sin@, dx = r dr dg

2 V2
= % %<H+f\§\%\m€
@=0r=0
" 1 2y3/2 vz
= — /
o HNC.,L:\ ) auome
@=
21
= % PANNICQ
) ¥
@=0
21 13
= MQQ
@=0
13
_13 4
3 T

2.3 Volumenintegrale und Integralsitze

3.1 Definition Sein € N, n > 2. Eine Menge S = R™ heifit projizierbar in x,-Richtung, falls
es ein beschrdnktes Gebiet G < R"! und «, B € C(G — R) mit x(x’) < B(x’) fiirx' € G
gibt, sodass

S={(x1,...,Xn-1,%Xn) = (X', xn) ER":x' €GAx(x") <x, <B(x')}

Ist S projizierbar in jede x;-Richtung (j = 1,...,n), so heifit S Standardbereich. X
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1.4 7 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN VEKTORANALYSIS 2

2.) Berechne 2.2 Flichenintegrale im R3
[ cosx .. . > . — . A
% gak 2.1 Definition Sei D < R? ein Gebiet, f € C1(D — R3), f|p injektiv und
cos x 1 O f1 O
(1 +x2)2 = 1 + x2 Rang QS%C& mxw\ﬁxvv =Rang | 0, f> Ox,fo| =2
o wx_.\‘w mxm,\,w
1
_\ 1+ x2 dx <o fiir x € D. Dann heifit
0 F =Bild(f)
= % FMNQX absolut konvergent .
o (1+x2) Fliche im R3. (f, D) heifit Parameterdarstellung von F. X
eiz cosx . —
Betrachte f(z) = Tz denn Re f(x) = T fur x € R. 2.2 Satz Ist (y,[a,b]) Parameterdarstellung einer glatten Kurve in D C R2, so ist (f o
y,l[a, b)) eine glatte Kurve im R3.
I
m BEWEIS 1) yeCl,feC' = foyec(C.
.,V\
22 2.)
T T Re A&J ° V\V\AHV
R # R Foy)®) = | (Foy)®)
Zo = —i (f3oy)(t)
Amf,\‘:v\m + Amxw,\wvw\m
Res(f,i) *=? L 4 ((z=i)e® = | @u )Y, + B f)Yh
oy dz \ (1+22)2 ) | (0x, f3)¥1 + (0x, f3) ¥
_d ez = y1(0)0x, f(y (1)) + ys(t)0x, f (¥ (1))
Cdz \(z+1)?2) |4 0
e (z +1)% — e72(z +1) \
= (z+1)* 2ei da {0y, f, 0x,f} linear unabhéangig und Aww v *+ 0. [
_de'2i—2e7! Ln
B (2i)3 T2
Residuensatz 2.3 Folgerung: Der Tangenteneinheitsvektor von f o y an der Stelle ty € [a, b]:
- (f o y) (to)
. et s Troy(ty) = ——————— = (C10x t Ox. 4
ERANVQNHN:HAIqu =< oy (£0) T(Foy) o)l €10x, f (¥ (£0)) + €20+, f (¥ (£0))
liegt immer in der von {0y, f, 0, f} aufgespannten Ebene durch f(y(to)). -

2.4 Definition Sei (f,D) Parameterdarstellung einer Flciche F.
1.) Flir x € D heift die Ebene
{f(x) + t0x, f(xX) + 505, f(x) 15, € R}

die Tangentialebene an F im Punkt f(x).
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1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

4.20 Definition Sei O < C offen, f holomorph in O \ S (insbesondere O \ S offen) und
VY z €S : f hat einen Pol in z. X

Dann heifit f meromorph in O.

z1, Z» Polstellen

4.21 Null- und Polstellen zihlendes Integral Sei f meromorph in O, G ein Gebiet, G C O
und y ein Weg in O der G berandet und keine Null- oder Polstelle trifft. Dann gilt

1 f(=
2mi )y f(2)

wobei N¢ die Anzahl der Nullstellen von f in G und P; die Anzahl der Pole von f in G
bezeichnet, jeweils mit Ordnung gezdbhlt.

O—NHZQl@Q

BEWEIS Sei S :={z€ O:f(z) =0V f hat Pol in z}. Dann besteht § nur aus isolierten
Punkten (Nullstellen nach 3.10, Polstellen nach Definition).

g = \M ist holomorphin O\ S

Nach dem Residuensatz ist

_. QANvamleﬂ:wmmG,Nv<C\.Nv Mm::ﬁmh@.mv
zeS§ — zeSnG

- 1 zeG
0 zeO\G
Betrachte einen einzelnen Summanden, bzw. ein z; € S N G und schreibe:
f(2)=(z-z)*f(2)  F(z0) %0

mit holomorphem W Fiir k = 1 ist k die Ordnung der Nullstelle und fiir k < —1 ist -k

die Ordnung des Pols.
f(2)=k(z- 29" f(2) + (z - 29 F (2

_fl@ k f(z)
g(z) = 2~ (Z-z0) + 7
——
holomorph bei zg
Damit ist
Res(g,zp) = lim(z — z9)g(z) = k

z—2

Betrachtet man nun wieder die Summe, so ergibt sich sofort die Behauptung. u
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VEKTORANALYSIS

1.24 Definition Sei K eine glatte Jordan-Kurve mit der Parameterdarstellung (y,[a,b]),
f:D < R" - R" stetig, K = D. Dann heifst

b
[ roras=[royw -y wa
das Wegintegral von f Tiber K. X

1.25 Bemerkung: 1.) Die Definition ergibt durchaus ihren Sinn, denn aus der Definition
des bekannten Kurvenintegrals erhdlt man:

Y@

.- ET%QSV y (Ol

b
v Iy @)1= [ fy) -y e
2.) Das Wegintegral wird in der Physik auch als Arbeitsintegral bezeichnet.

or(t)
ot

dt

W = %Eﬂ
3.) Andere Schreibweise
n

Tds = ﬁ dx;

_vw.wﬁ s W N,\u& Xg

b

[ £y -yiwar »

a

% Jidx;
K
1.26 Satz Ist f : D — R" ein Gradientenfeld mit Potential F : D — R, so gilt fiir jede Kurve
KcD
_\ f - Tds = F(Endpunkt) — F (Anfangspunkt)
K

Insbesondere: Wegintegral ist wegunabhdngig.

BEWEIS Betrachte
% £ Tds L Fly) -y (hdt
K K

wobei f(y(t)) = VFE(y(t))

:,n oy)(t)dt

Il
S ——
Q-‘Q_

N

~N



N
N

T

‘QIYpzob bunup.dQ 1wl UdJJaIS|InN a1p) H ul Udjja1s|InN aala Ydtalb b+ f pun [ uagvy uuvp
(Opena s zanf [(2)f1> |(2)0]

0D "o ul K bap wioa 1opuvdaq O > 9 ‘O ul ydiowiojoy b [ ualog YdNOY UoA zyes ¥Fz¥

| | ‘Ao SHA
z Aof 1974

zp — R

ﬁH % !

(ST [[RAIIUI[ID I, 19N SUIWNS U "[1A [R1891U] SeP 19(OM)

Lof _
LNEHJL\NJ
oAy DOS %Eu
1 q I
z)f 4 %Hu o,
P57 | T TN

ev yoeu IS uuep ) — [q‘v] : A RS STAMAY
(Ao f)a =50 —-°N

118 uue(q ‘1%
Ul 9IM U9SUNZIISSNRIOA dIP USIAS (T [PAD2)JU] Sapuadjyvz uajjais|od pun -jjnN) buniabjod <€z

=r
_ @ [
1=r 2=
N ° ° °
v w
) ur ydiowotaur 1St
A1-2)
C-2c-7

[oldsiog 1«4 2T¥

HIIOTHLNINOILLINN

- 0=(XxXA)-A
0=(fA)XA

X MA)+ (Y XA)P = (EfD) X A
PAGQ+qAY = (qD)A
F-Av+f-(DA)=(D)-A

uPdanNpold (-2

EEX AT+ EXAY= (50T +EfV) XA
AN+ fAY=(61+[V)A
G-AM+f-AV=(F1+fV)-A
apiedury (‘T
dae[eyS ¥ 3 1y pun JopajreesS ¥ — X :q ‘v
OPRJOIA (N — (M : YL WY — ¥ ¢ O UIpUS[o WI USRS U[ab2UYIdY €TT

X (9)ADIS[oGAIM) f UOA UOLIDIOY

e - e & R
Y e—yYe| =Y x| Y| =F>xa=Fr01
o Yo -t ) e
1910y uup(q AvqaizudLlip f 'y — (¥ 5 g : f uates (‘¥
“f uoa [pnualod 112y A ‘plojuaiudipvis f igay os
au f=Jqa

SSppos
N — d: 4 uonyun. aulod sa 1qrH "UaJjo (I pun pjaJionoA uld N — ¥ > d : J ualdos (€

‘PI2JAppyS Yyonpw f juuou uvpy ° f UOA JUIIPV.AD
§e e
c | =S| : |=4a=fpess
S e o

1§y uup( “apqiotzuadaffip f ‘uajJo d ‘Y — ¥ S d: f uaaes (‘c

HIVIDIALNINTIAINYN e



1.4

INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

BEWEIS Mit 4.23

Ne(f) =v(foy,0)
Ne(f+9) =v((f+9)oy,0)

Zeige,dass fog ~ (f+g)oyinC\ {O}.

y muss eventuell umparametrisiert werden, damit y € C'.

O(t,s) = (foy)t)+s(geoy)(t)

dann
® e CH([0,1] x[0,1] = ©)
O(£,0) = (foy)(t) .
= fertig
®(t,1) = ((f+g) o))
® € Bild(®) (k)
Zu (x):
[(feoy)t)+s(gey)t)| =[f(y(t) +sg(y ()]
= |[fy(@)| -slgly@®)]
da0<s<1
= | fly@)| - laly@®)]
> 0 nach Vereinbarung.

Folgerung Sei

n-1
p(z)=z"+> apz:
k=0

Dann hat p in Kz (0) mit

n-1
R = max M lagl, 1
k=0

genau n Nullstellen (mit Vielfachheit gezdhlt). Dies sind alle Nullstellen von p.

BEWEIS Seien

n-1

f2)=2z"  g2)=> axz*
k=0

= f+g=»

VEKTORANALYSIS 2

Einsetzen
L(K)=L(b)
L[ pawon iy @lde
0=L(a)
b
- [roeny @i .

1.20 Pl Beispiel 1) y:[a,b]—R':t —t

= K = [a,b]
b

— T&H ?QS:&

a

Also: Kurvenintegral beinhaltet »altes« Integral tiber Intervalle.

t
2.) y(t) = Aav ,0=<t=<1, flx,y) =x?+y°
_ 1
% R&HTNN+SN~NV<H+SN%H wC+&va\N <
K 0
1.21  Eigenschaften von Kurvenintegralen: 1.) Linearitat:

;\ A>\+t®vamn>% %Qm+t.— gds
K K K
2.) Standardabschdtzung:

xekK

b%ni <max|f(x)| L(K)

3.) Sei K = K; U K>, dann

_, fds= fds+ | fds -
K Ky K>
1.22 Definition 1.) Seien f : D < R" — R", D offen, f differenzierbar. Dann heifst
mf r\,m n
divf=9-f=| ||| = 2o

o) \fu)

Divergenz von f (Quellenstdirke). In diesem Zusammenhang heifit f auch Vektor-
feld.

~N
wl
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1.5 ANALYTISCHE FORTSETZUNG

Entwickle f um z = —1/2 in eine Potenzreihe
filz) =D anz—z)"
n=0

Wir wissen: f = g in K;(0), also ist f) gleichzeitig Entwicklung von g.

= f; hat den Konvergenzradius r; = —-.

Entwickle f; um z, = IW_

f2(2) = > bp(z—2z)" inK,,(z2)

n=0
mit v, = — (da f> Entwicklung von g ist). Wir haben f, das nur auf K; (0) definiert
ist holomorph auf K;(0) UK s5,2(=1/2) U K s13,2(—3/2) fortgesetzt. I«

5.2 Definition Ein Tupel X = (Ko,...,Ky) offener Kreisscheiben K; = Ky (z5) heifit Kreis-
kette, falls

N\.mxg.l_/\N\.I_mNﬂg.. .N.HH_....:
Sind f; : Kj — C holomorph mit
h.AS%I = fi-1 TBSL , j=1...,n
so heift fy analytisch fortsetzbar ldngs K, f,, heifit analytische Fortsetzung von fy ldngs

X. X

5.3 Bemerkung: 1.) Nach dem Identitatssatz ist f; und dann auch f>,..., f,, eindeutig.
2.) szQ (Koy...,Kn), Qmo_.:_miv Kreisketten mit Wc = Ko und Ws_ = K,, gilt dann
fm = fu? (Im Allgemeinen nein) -
5.4 Defintion Seiy € C([to,t;] — C). Eine Kreiskette X = (Ko, ...,Ky) verlduft ldngs y,
falls es eine Unterteilung to = 7o < T1 < ... < Ty < t; gibt, sodass
y(T;) Mittelpunkt vonK; , j=0,...,n
y(tj-, ;D €KjoinKj, j=1,...,n X
Die zweite Bedingung verhindert, dass y wie im Bild aus der Kreiskette hinauslduft.
Y
V. e VaVe ¥, v
“ O "

w\:ov w\A?v

60

VEKTORANALYSIS 2

3.) Rechtsseitige Stetigkeit bei t = a: Wie 1., aber K; anstelle von K,,:

0<L(Ky) = lly(t)) —yto=a)ll <...<

N m

= L(K;) <¢

4.) Furt € [a, b[ betrachte y([t,b]), wende 3. an = L rechtsseitig stetig in t.

3.) Klar.

t

A.VESE % __V\A.J_EﬂUﬁSn:v\S: l
a stetig

115 Definition SeiK eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit der Parameterdarstellung (y, [a, b]).
Dann heift

(g,[0,L(K)]), mitg(s) =y(L7'(s))

Bogenldngendarstellung von K (dquivalente Parameterdarstellungen fiihren auf dieselbe
Bogenldingedarstellung).

y(b)
(1) y(t)
y(a)

yoL!
a t b

L(a) L(D)

|
0 L(t) L(K)
Beide orangenen Linien sind gleich lang. X

116 Folgerung: Falls K glatt und y differenzierbar folgt aus 1.15 4.), dass L differenzierbar
ist. Wegen

1 1

L) (s) = =
LS = ey T Ty e

+ 0, da K glatt ist

ergibt sich fiir die Bogenlangendarstellung von K

g ) =Ny (L sHL V() =1 -
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1.5

ANALYTISCHE FORTSETZUNG

Waéhle 6 so klein, dass t,t" im selben Intervall [T;_;, T;.1] liegen.

= Fir [t' — t| < 6 erhdlt man P, durch Entwicklung von P, um y(t’), da um
y(t'): P = f;

Das nennt man die lokale Vertrdglichkeit der Familie (P;) <¢<t, -

Dasselbe fiir g: Unterteilung to = 0y < 07 < ... < Oy = 1, mﬁ Entwicklung von W

um y(t).

2.) Eigentlicher Beweis
={telto,1]: P, = P}
Zeige: M = [to,t,] = g=P, =P, = §.

1) M + 0: Wegen f, = f = Fo gilt [to, to + 51
K = NAOINAoMCHHo HANO.T%

< M, 6 so gewahlt, dass y(t) €

2.) M ist relativ offen3: Sei s € M, 6 > 0 so klein, dass
ly(t) —y(s)| <min{r(s),7(s)} firs -8 <t <s+d

(Stetigkeit von y). Aus der lokalen <m5)mm:nE$: folgt: P; entsteht aus Ent-
wicklung von Ps um y(t) genauso P, aus P..
SEM §

P, = P, = NHNEHM|MA~Am+m

3.) M istabgeschlossen: Sei (s,,) in M, s,, — s, 5, # s. Dann gilt y(s,,) — y(s) und
entweder y(s,) = y(s) fireinn = s € M, da P, = P;, oder y(s,) # y(s)
fir n € N: Fiir n > Nj:

Embzgzﬁmﬁ ~

Pi(y(sn)) = Tu:Cxa.;vv = W&.C\Cﬁ;vv = C\AMSVV P; = Ps.

1,2.und 3. = M = [to,t;]. =

5.7 Definition Seiy € C([to,t;] — Q), K,K’ offene Kreisscheiben um y(ty) bzw. y(t1). f

holomorph in K, g holomorph in K'. Dann heifit g analytische Fortsetzung von f lings
y, falls es eine ldngs y verlaufende Kreiskette K gibt, sodass g analytische Fortsetzung
von f lings X ist. X

3relativ offen: Ich kann M bekommen durch den Schnitt einer offenen Menge mit [t, t;]

VEKTORANALYSIS

wegen

Iy (tren) = ¥y (G D= Ty (Eyq) — Y@+ Ty (8) — y ().
Auferdem
Lityotit (K) = Ligy iy (K') + Lyt (K7
damit folgt
L(K') + L(K") = L(K) — ¢ ]

da € > 0 beliebig L(K") + L(K") = L(K).

113 Bemerkung: Ist K eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit dquivalenten Parameterdar-
stellungen f und g, so gilt

LY(K) = sup SUIFE) = fEill

=sup > llg(s;)) —g(s;l

| )
— hbﬁﬁmv

denn zu {to,...,t,} »passt« genau die Unterteilung {@~'(ty),...,® ' (t,)} und umge-
kehrt. -

114 Hilfssatz SeiK eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit der Parameterdarstellung (y, [a, b]).

Definiere L : [a,b] — R durch

L(t) =L(K;), Ki=y(la,t]),a<t=<b

Dann gelten:



€9

T

HIIOTHLNINOILLINN

{0>zwy:z}

or'6'gz=r "

{0>zwy:z}

.Q;

15 = P
[0“c0 — [\D ut ydiowojoy 25

—

(1z+2) 48w %_wZ\A_N_ = (2) &b 9Z19S
r
‘ .J 6 ="

{o<zuwy:z}

9's'pe="r
{0<zwy:z} r.\; _ 5
Joo ‘0] \ D ur ydiowogoy 4

=

z U3re %_UZ\H_N_ = ANV 5 9719§

0>zw] (ug+ z)3re
J0f0 - [3 2 ut = (z)“8me

0 < zuw] (z)3xe
isne &1 1yals aTm
0y
oT=rmy | f=0of

1103 N8y ‘- -1y ‘Oy sGue[ [ 9Z19S

N80 =)oy = &.ﬁ -

NS150 ‘=ML

zae NPn/1|Z] = (2)f T2 NN 3 N RS [o1dsiog |14 8°S

1D F = D FIl+ (T -3¢

3-(NT=< Q)M < C:?r,...;w:u
FuNYIIR[SUNSYIIRI(J I9P UIFIM
w

{gq="1>"">">0=">">h>p=0
‘nzep PUNds3un(alIdu) S[e 2 [[9NIUdAd 9381
3-(NT= DT
e {3477 *07} ‘UR(P8a8 0 < 2 S (T
DT> GADT+ ()T TReqRIZGIPI pUIS |, Y'Y <
NT=

0=< 0=

A A

(3p) (s os=vonyy s ogg (O o

q=Us>"">ls>0=0puno="%>"">11>0]=puwNRS (I SIaMAg

‘DT = (DT + ()T W6 so pun usainy

-uvp.of aivqiarzynyad Y ‘Y puis uuvp ‘([q‘o1)A = Y ([oPNA = Y ‘q >0 > vIs[
“([q ‘v] ‘K) bunjjaisappiajoudbivd MUl dAANY-UDPAO[ dADGA1ZL1)Ya4 dUld Y 1S ZIeSSIIH <1'T

V|

013

(D15 %__:i_; =
q

M

DT+ (v-4q)32

Vi

oM+ w—-q)3zs w10 % =
&

M

-0

wmL+@.fL - ) % + (-3 =

5]
-

Vi

=S+ -3 = i@l [ =

h

VI

hsaisthm 1D fll+35
DL+ f-@f1=10.f <=

o> |- fxew g =% > > 1 >0 =vIag

3> L= fN:9>11-SIA0<QE <

811918 S1gewydIdS ,f 1189 O < 3 _S (‘¢

HIVIDIALNINTIAINYN e



1.5

5:9

5.10

64

ANALYTISCHE FORTSETZUNG

Beachte: Kg = Ky, aber fg = m%ﬂ:%o + fo.
(2m
\Hmumaz\c#%c

N2
San =NV fo = fo

Nach der N-ten Umkreisung der 0 landen wir wieder bei der urspriinglichen Funktion.l«

Umparametrisierung Seiy € C([to,t1] — C), f1 analytische Fortsetzung von f lings
Y, @ : [So,851] — [to, t1] stetig, streng monoton wachsend, @ (sy) = to, (s1) = t,. Damit
ist f1 auch analytische Fortsetzung von f ldngs y o @. Insbesondere kann immer sy = 0,
s1 = 1 gewdhlt werden.

BEWEIS Verwende dieselbe Kreiskette, als Unterteilung von [sp,s1]:s; = @71 (T;). ®

Monodromiesatz Seien y,y € C([0,1] — C) mit y(0) = y(0), y(1) = y(1). Weiter sei
® € C([0,1] X [0,1] — ©) eine Homotopie zwischen y,y, das heift

®(-,0)=y o(,1) =y

®(0,5) =y(0) @(1,s5)=y(1), O0<s<1
Ist fy holomorph in einer Kreisscheibe K,(y(0)) und Idsst sich fo ldngs jedes Weges

ys = ®(-,s) analytisch fortsetzen, dann stimmen die analytischen Fortsetzungen von f,
lings y und y tiberein.

Der Beweis verlduft dhnlich wie in 5.6. X

Definition Ein Gebiet G = C heifit einfach zusammenhcingend, wenn jede geschlossene
stetige Kurve y in G nullhomotop ist, das heifst es existiert eine Homotopie ® € C([0,1] x
[0,1] — G) zwischen y und einer konstanten Kurve.

Oder dquivalent: Zu je zwei Kurven y;,y. € C([0,1] — G) mit y;(0) = y»(0) und
y1(1) = y2(1) existiert eine Homotopie ® € C([0,1] x [0,1] — G). X
» Beispiel

C\ [0, Gebiet, einfach zusammenhéangend
C\ {0} Gebiet, nicht einfach zusammenh&ngend

(Der Kreis um die 0 ist nicht nullhomotop)

VEKTORANALYSIS 2

1.) Existiert eine Parameterdarstellung (f,[a,b]) mit f € C'([a,b] — R") und f'(t) +
0 auf'[a,b], so heift K glatt. Insbesondere ist dann Ty stetig.

2.) K heifit stiickweise glatt, falls es eine Parameterdarstellung (f,[a,b]) gibt und
eine Unterteilung a = to < t; < ... < t, = b, sodass die Teilkurven von K glatt
sind:

1],

und f'(t) # 0 fiirt;, <t <t;. v

€ CH([tj-1,t;]1 — R™)

tj-1:t)]

1.9 Bemerkung: Glatte Kurven haben keine Ecken, stiickweise glatte Kurven kénnen Ecken
besitzen. -

110 Definition Sei K eine Jordan-Kurve mit der Pavameterdarstellung (f, [a, b]).
1.) Falls
AM>0VneNVa=ty<t;<...<ty,=>b:

Litg,tay (K) = D || f (&) = ()] < M
j=1

so heifit K rektifizierbar.

Sf(t) f(t3)
Lys,...ts3 (K)
Sf(to) S(ts)
Sf(t2)
2.) Ist K rektifizierbar, so heifst
L(K) = sup hﬁ?...b;ﬁmv
neN
die Bogenlcinge von K. X

111 Satz Sei K glatte Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (f,[a, b)), f € C'([a,b] —
R™). Dann ist K rektifizierbar und es gilt

b
LK) = % LF (o)1l dt

BEWEIS 1) Fira=ty<t; <...<t, =bgilt

tj tj
a%:v&m:%::_&
QL

ti1

I1f(t) = f (-0l

IA

b
= Ly (K) % ILF (Bl dt = M

L(K) <M

= K ist rektifizierbar.
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1.5 ANALYTISCHE FORTSETZUNG

5.13 Pl Beispiel

fo(z) = |z|VNeiv a2 in K, (2)

Im

Re

Falls G = C\] — =, 0]
f(2) = |z|/Nein arg=
falls G = C\] —io,i0]
f(2) = |z|V/Nei w2 2 e

5.4 Ausblick Erweiterung des Wegintegrals auf stetige Kurven. Ist f analytische fortsetz-
bar langs y mit Unterteilung

to=Top<T1 <...<Ty =1,

so definiere
% f(z)dz = M% f(z)dz
Y j=1 V\:JL_C_
[ f@dz =By - Fr.
V\:.C.\H..C,_
F ist die lokale Stammfunktion der Fortsetzung von f in Kj. -
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VEKTORANALYSIS 2

VEKTORANALYSIS

2.1 Kurvenintegrale

1.1 Definition Sei f € C([a,b] — R").

1.) K := Bild(f) heift Kurve im R", (f,[a,b]) heifit Parameterdarstellung von K. Ist
f(a) = f(b), so heifit K geschlossen.

2) Ist f bl injektiv, so heifit K Jordan-Kurve.
Diese Kurve ist geschlossen und nicht Jordan. X
1.2 Bemerkung: Die Parameterdarstellung induziert den Durchlaufsinn. -

1.3 Pl Beispiel Furv > 0, ¢ > 0 beschreibt

rcost
f@)=|rsint|, O0<t<d4m
ct
eine Schraubenlinie mit Radius » und Gangho6he % I«

1.4 Definition Seien (f,[a,b]) und (g,[c,d]) zwei Parameterdarstellungen von K. Exis-
tiert @ € C'([a,b] — R) mit



